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PREFACIO 
CONTENIDO Y METODO DEL LIBRO 


1) presente libro, dedicado ul Algebra, está destinado, eo primer lugar, «a los 
antiblater que preparan li liccncintura de Matemáticas generales y Física 
y el dngreno en las onettalas técnicas iupertores on Matemáticas especiales, 
hiumlmente ns dentina a toda persona que precise buenos conocimientos de 
hnse en Algebra en el ejerclolo de nu actividad prófeslonal (fínicon, ingenieros, 
isenteon. Par ella na se he eonaidermdo un deber se Hawlluenos estrictamente 
a low programa oflelales de Mearendlivas espeelales, ito volumen comprende, 
prue 


El desmerollo ade esox prengestnias, que son muy semejantes. 


Ciertas novlones que ln oildo estudiadas en los últimos cursos del bachi- 
Heralo y ono forman quede, africto sensu, del programa universitario: 
eitterda tiradas (me Re aprovechado de ello para demostrar, a partir 
de un pequeño número de axiomas, las propiedades de los conjuntos 
finitos a los que constantemente se hace alusión de modo consciente 
1310), enteros racionales y divisibilidad; igualmente he tratado de dar 
una definición correcta de los ángulos y de su medida. 


Ln pequeño número de cuestiones que el lector podrá necesitar en sus 
estudios posteriores y que raramente son tratadas en otros textos, por la 
equivoca razón de que son cuestiones bien conocidas, y que en otro 
tiempo se encontraban en los programas usuales universitarios y de 
eseuclas técnicas superiores (grupo Circular, polinomios y fracciones 
racionales simétricas, resultante). 


Debido a este contenido resulta que el libro es grueso, Naturalmente que 
nl el autor ni, creo yo, ningún profesor puede o querrá enseñar todas estas 
malerias en un año. Pero, por el contrario, puedo decir que en el transcurso 
de mis quince años de enseñanza en escuelas técnicas superiores y de siete 
años en Matemáticas generales no existe una sola cuestión de las tratadas en 


¿A 
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ento libro que yo no haya expuesto por lo menos una vez a estudiantes del 
nivel considerado, Desde luego, siempre es delicado la fijación del límite entre 
lo que de debe tratar y lo que es preciso omitir, 

Nox ha parecido conveniente en este libro de iniciación al Algebra lineal 
al estucdilo de los espacios vectoriales al constituir un todo coherente y tener 
aplicaciones suficientemente ricas y dejar de lado los módulos cuyo estudio 
puedo desorientar a los principiantes, 4 fortiori no hemos hablado ni de pro- 
duelo exterior ni de producto tensorial, a pesar de que estas nociones sean, 
u los ojos de quien las conoce, subyacentes a las de determinante y de forma 
bilineal, 

Por el contrario, en el estudio de los grupos, anillos, cuerpos, espacios 
vectoriales, hemos hecho una amplia llamada a las nociones de relación de 
equivalecaia compatible con la estructura estudiada, de homomorfismo, de sub- 
grupo distinguido y de ideal, porque aclaran profundamente cuestiones que, 
indiscutiblemente, están en el centro del programa. 

Tampoco hemos querido limitarnos a la definición de los ideales de Z y de 
K[X], porque no siendo principales una gran cantidad de anillos, como K[X, Y], 
e incluso no factoriales, como, Z[iy51, nos ha parecido que sería falsear el 
espíritu de los estudiantes dejarles creer que sólo existen ideales principales. 

A propósito de dos nociones principales del libro: el anillo de polinomios 
K[X] y el anillo £(E) de los endomorfismos de un espacio vectorial, hemos 
presentado la noción de digebra sobre un cuerpo conmutativo. 

En. fin, dada la importancia de las formas biliñeales y hermitianas en 
Matemáticas y en Física su estudio ha sido tratado con bastantes detalles 
(en dimensión finita). 

Para limitar las dimensiones del presente volumen, el estudio de los espacios 
afines ha sido reservado como introducción a lo que tradicionalmente se Mama" 
la: Geometría analítica. 


El método empleado en la exposición de estas nociones tiene en cuenta la 
diferencia entre un líbro de texto y un tratado: en un libro de texto la buena . 
pedagogía exige no introducir las nociones estudiadas hasta el momento de su 
utilización. De ello resulta una gran dispersión de las definiciones, dispersión 
molesta para el estudiante que revisa o repasa, y sobre todo para el lector 
que consulta el libro. Por el contrario, en una exposición sistemática se tiene 
la tendencia de agrupar definiciones y propiedades relativas a una misma noción, 


sin que el interés de ciertas definiciones pueda ponerse de manifiesto hasta 


bien desarrollado el libro; En esta obra hemos adoptado una solución inter- 


«media: exponer de modo agrupado las nociones fundamentales (capítulos 1, 


2 y 3), sin preocuparnos de su utilización inmediata; pero cada vez que las 
hemos utilizado posteriormente enviamos al lector explícitamente a su defi- 
nición, y con frecuencia hemos repetido y comentado ésta: en ello se encuentra 
una segunda razón para las dimensiones del libro. 

El capítulo primero debe ser previamente estudiado de modo detenido 
y profundo: no se puede hacer Matemáticas sin conocerlo bien; por otra 
parte, la modernización de los programas de la enseñanza de segundo grado 
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HH élmebianza media lo hace menos nuevo de lo que hubiera sido, hace algunos 
Años, para los estudiantes del propedéutico o selectivo. 

El enpítalo 2 contiene, aparte del Análisis combinatorio, una teoría de los 
Adler enteros naturales y de los conjuntos finitos, cuyos resultados son bien 
enmenidon y que puede ser saltada en primera lectura. 

En eyanto al capítulo 3 (Leyes de composición) para un principiante puede 
ar Interesante no leer más que la primera sección, sin que ello sea inconve- 
Hlente para más adelanto volver de nuevo a este capítulo para encontrar una 
alplenla «ue permita comprender mejor la unidad de los capítulos siguientes. 

Hunituado el estudio de las estructuras fundamentales (grupos, anillos, 

BLAL pin, ea vectoriales) y números complejos (capítulos 4 al 7), queda 
per desarrollar, por una parle, el Aígebra lineal, los determinantes y sus apli- 
Eh (onpllalos 7 al 10) y, por otra parte, el estudio de los polinomios, 
de las Cincclonen emelonales y el de las ecuaciones algebraicas fcapítulos 11 
8149), Dibgicamente, el lector puede intercambiar el orden de estos dos últimos 
gtipos de capítulos, pero entonces él se verá privado de toda la ayuda que 
pueda propocrelionarle el Algebra Hnenl al estudio de los polinomios. 

ha redueelón de |va endomortiaamos de un espacio vectorial de dimensión 
finita y el entudia de las formas bilineales y hormitianas, al precisar el estudio 

fevlo de les phunernsos vapítulos anteriores, terminan el libro (capítulos 


4 y 1 

lo fin, ale temas a alergar ano ima ol llar os hemos entretenido con 
UM shagrvaélones sobra el por qué de la elección de las definiciones 
Y ales la algien dde loa tesultacdos enunciuldos, ¡lustrándolos con nume- 
HANA Jemplen y ajerelelos, Dados últimos son de dos clases: los unos, situados 
de vada párdgralo, mona ad dolalidad muy fáciles, ilustran una cuestión 
prgebna e Delen ts aplicaciones inmedintas de la misma; algunos, aunque muy 
frita, ida por el confrarlo, los resultados del texto; unos y otros se 
ilesarcol hor bajo el titulo Hjenmplos y ejercicios. Normalmente el lector debería 
saldlinelos al aura lieripo que el texto propiamente dicho. Al final de cada 
gnpítulo ss peoposen otros ejercicios y problemas más largos que versan sobre 
la musteria del copílulo o de las materias de capítulos anteriores; los más 
ito paldn neñalicdos con un asterisco“, aunque esta calificación de ejer- 
lolo WI es desde luego muy subjetiva. : 

En los ejemplos y ejercicios situados en los párrafos, no he tenido incon- 
ventente alguno en utilizar extensamente los conocimientos de Matemáticas ele- 
insnlales, incluso si las mociones correspondientes no se hallaban definidas 
lhsda nda adelante cn este Tibro (enteros, racionales, reales, complejos) o in- 
efusn to ose fratan cn él (funciones continuas, funciones derivables, integral 
definida, vectores libres, desplazamientos). No existe, en efecto, inconveniente 
Hylóo nbjumo en ilustrar las nociones de relación de equivalencia y de conjunto 
puelaate mediante la noción de entero módulo p y a dar en seguida la definición 
de los enteros racionales con la ayuda de una relación de equivalencia. Como 
henios hecho observar más arriba a propósito del capítulo 3, el llegar a com- 
promdvr totulmente un libro de Matemáticas exige frecuentes vueltas a lo 
pntericr: ima definición no puede ser completamente comprendida más que 
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sine dispone de ejemplos a los que ella precede con frecuencia en una expo- 
slelón tóglea única, 

emos dedicado un gran cuidado a la elección de los términos y notacio- 
Hex. De un modo general hemos adoptado las denominaciones y las notaciones 
de N, Bovinaxi, al menos tal como se las puede conocer en los últimos fas- 
elculon aparecidos, Y esto por dos razones: por una parte, porque son cada 
vez más ulilivadas en todo el mundo, e inmediatamente después porque son 
el fruto de serias discusiones colectivas, que garantizan, frecuentemente, su 
carácter más correcto. Naturalmente el tratado de N. BOUBARKi no es directa- 
mente accesible a los estudiantes de propedéutico; pero debo decir que en 
velnte años de enseñanza, cuando yo he encontrado una dificultad en la elec- 
ción de una “buena noción” o en la elección de una definición o de un 
lérmino, es casi siempre en N. BOURBAKI donde he encontrado la solución. 
Pero igualmente hemos dado denominaciones y notaciones que el lector podrá 
encontrar en otros textos o tratados, 

Además de los ¡fascículos de N. BOURBAK1, he utilizado mucho los libros 
y cursos policopiados de Algebra aparecidos estos últimos años, en particular 
los de MM, CHEVALLEY, CHOQUET, DEiXMIER, DUBREIL, GODEMENT, Pisor, 
LICINEROWICZ y ZAMANSKY, sin olvidar el libro de VAN DER WAARDEN, que 
hoy es aún, bajo un volumen reducido, el tratado de Algebra más completo. 

Para los ejercicios, he utilizado mucho, tanto obras antiguas como recientes, 
(ranceses y extranjeras. También he tomado algunas de las colecciones de 
problemas dados estos últimos años en la Facultad de París; mi agradect- 
miento a todos mis compañeros profesores- «adjuntos y adjuntos por la colabora- 
ción que así me han prestado. 

Agradezco vivamente a mi antiguo camarada y amigo ANDRÉ REvUz los 
constantes ánimos y preciosos consejos que me ha prodigado, así como a 
madame REVUZ, que redactó el curso de A.P. M., desarrollado por su marido, 
cuyo texto y ejercicios me han sido muy útiles. 

A mi colega mademoiselle BRETIN quiero expresar también mi agradeci- 
miento por su ayuda en el ingrato trabajo de la corrección de las pruebas. 


M. Q. 


Nota, Cada capítulo está dividido en general en secciones (L, H, ...). 
Las secciones están divididas cn párrafos numerados de principio a fin del 
libro del 1 al 240, Las referencias envían a los párrafos (ejemplo: ver 3 25). 
Los ejemplos y ejercicios incluidos en el texto están numerados por párrafos 
(ejemplo: 8 137, ej. 4. Los cjercicios de fin de capítulo están numerados 
consecutivamente de un extremo a otra del libro (ejemplo: ej. 208, al final 
del capítulo 8). 
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1 
CONJUNTOS 
APLICACIONES. RELACIONES 


d itroilueción, Nociones ce lóglea. Conjunto (elemento, pertenencia). 
H. Juelualós. Reunlón. Inlernacción. 

ll. Producto curteslono, Relcilones, Correspondencias. 

Y. Aplleaciones de A en B, 

Y Ralaclones de equivalencia, 

YI. Haluctones de orden, 

MI Cencluslón. 


l, Introducción. Nociones de pertenencia. 
Conjunto (elemento, pertenencia) 


i, Introducción 


Lina feorín matemática se presenta bajo la forma de una sucesión de enun- 
vlados (delimiciones y proposiciones) tales que toda definición viene dada 
liwllaute términos ya definidos y toda proposición demostrada mediante pro- 
puslelonez ya admitidas. Es este orden lógico en los enunciados el que trans- 
lora una colección de resultados, sin relación alguna entre ellos, en una 
teorlo deductiva: el primer ensayo de constitución de una tal teoría se debe 
pPuenibes, o a sus predecesores inmediatos (siglos 1Y y MI antes de J.C.). 
Frlas consideraciones exigen varias aclaraciones: 

Jaws definiciones, las proposiciones. y sus demostraciones son enunciadas 
con lus palabras de una lengua (el griego para EUCLIDES, el español para 
nonolros) dejándoles su sentido ordinario, si ninguna confusión puede origi- 
hule, precisando ciertos términos en el caso contrario, 

Lis demostraciones se efectúan mediante las regías de la lógica. La his- 
hora «el pensamiento muestra, por otra parte, que la elaboración de la lógica 
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y lu constitución de los primeros “Elementos” de Matemáticas se han efec- 
tuado conjuntamente y que en cada momento de la historia en que una pre- 
vcupución de mayor rigor se ha manifestado (siglo XVII, fin del XIX y principio 
del xx) hubo una acción recíproca entre-la lógica y la matemática (los mate- 
máticos piensan, generalmente, que es el progreso de la matemática lo que 
hue favorecido el progreso de la lógica, pero puede que sea un punto de vista 
subjutivo...). j 


-Suñalaremos, no obstante, que la imagen dada anteriormente de una 
teoría matemática es en parte falsa, ya que inicialmente se presentan los 
tárminos primitivos que no se definen y las proposiciones primitivas (axiomas) 
que no se demuestran; términos y proposiciones que constituyen lo que 
M., DANIEL LACOMBE ha llamado “dominio intuitivo de base” de la teoría 
considerada, 

La preocupación siempre creciente del rigor lleva consigo el retroceso de 
este dominio en el desarrollo histórico de las Matemáticas. Asimismo en una 
misma época, la nuestra, por ejemplo, este dominio intuitivo de base en 
una teoría expuesta a un auditorio (alumnos, estudiantes, investigadores) dis- 
minuye con la madurez intelectual del auditorio. 

Una de las mayores preocupaciones de los matemáticos ha sido reducir 
ly más posible este “residuo intuitivo”; salvando todo lo que puede tener de 
excesiva limitación el esquema siguiente, se pueden distinguir tres etapas en 
la historia de las Matemáticas: 


- - Matemáticas clásicas (hasta el siglo XIX, último tercio inclusive). Todos 
los términos primitivos y axiomas no están siempre expuestos de un modo 
claro; se recurre ampliamente de manera explícita o implícita —lo que es 
más grave— a la intuición para las demostraciones, El recurso a “nociones 
comunes” que constituyeron más tarde la teoría de los conjuntos es muy utili- 
zada con la lógica clásica (la de ARISTÓTELES y los Escolásticos). 


--- Matemáticas axiomatizadas (desde el final del siglo xix). Bajo la influen- 
cia de Pano y sobre todo ds HILBERT se subsanan en parte las insuficiencias 
señaladas más arriba. Los términos primitivos y los axiomas de cada teoría 
son enunciados de un modo preciso. Pero el empleo de la lengua corriente 
y de las reglas de una lógica perfeccionada hacen aún uso implícito de la 
intuición; de donde la existencia de un residuo intuitivo —relativo en par- 
ticular a la teoría de los conjuntos, base de toda matemática—, bastante consi- 
derable para suscitar numerosas paradojas que alimentan las controversias entre 
matemáticos, Estas paradojas serán poco a poco eliminadas al precisar de 
modo conveniente la noción de conjunto (ver 8 3), 


— Matemáticas formalizadas (primera mitad del siglo Xx). Entonces fue tan 
grande la tentación de sustituir los objetos matemáticos por puros símbolos 
sin contenido intuitivo y los enunciados por simples reglas de empleo de 
estos símbolos: de este modo se encuentran fundidas a la yez e inexplicable- 


(0) PD, LACOMBRE, Los jedécs actuelles sur du structure des mothématiques. XXe Semaine de Synthése. 
París, 1956. 
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mente mezcladas la lógica y la teoría de los conjuntos, habiendo sido excluido 
dle la matemática todo juicio sobre estas teorías y relegado a la metamatemática. 
lata última ciencia puede ser inmediatamente formalizada y así sucesivamente: 
u cada etapa, el contenido del “dominio intuitivo de base” se reduce; no nos 
corresponde afirmar si esta concepción formalista ha conseguido reducirlo a 
la nuda. 

La actitud adoptada en este texto será definida precisando nuestro “dominio 
intuitivo de base”: 


reglas de la lógica de las proposiciones convenientemente precisadas; 


--nociones de conjunto, de elementos, de pertenencia, intuitivamente ad- 
mitidas, ilustrándolas con ejemplos y precisándolas, como se dirá en el 8 3; 


- admitir la existencia del conjunto de los enteros naturales N (esto para 
almplificar el curso, pues esta existencia resulta de la teoría de conjuntos). 


Presentados estos preliminares en esta sección 1 del capítulo 1 y en la 
iveción I del capítulo 2, el resto del curso se desarrolla con todo el rigor 
vompatible con la madurez de nuestros estudiantes: pues no se trata en 
miestro nivel, después de todo muy elemental respecto al conjunto de las 
Mulemáticas, de eliminar completamente la intuición de nuestros estudiantes) 
vto ellos la entienden, sino de recurrir a ella únicamente en casos explícitos. 

Naturalmente utilizaremos nuestra lengua maternal convenientemente pre- 
vinla, separando claramente el texto, que debe estar redactado en español 
vorrecto, y el lenguaje simbólico (fórmulas) relativo a cada teoría. Cuando no 
pueda surgir ninguna ambigiiedad emplearemos expresiones o notaciones sim- 
plilicadas (abuso de lenguaje, abuso de notaciones) destinadas a simplificar 
el texto; cada vez que así lo hagamos procuraremos indicarlo. 


2 Nociones de lógica 


tina aserción es un enunciado del que se puede afirmar sin ambigiiedad 
sl en cierto o si es falso, 


Por ejemplo, «3 < 10» es una aserción verdadera; «5<2» es una aserción falsa. 
“lodo triángulo isósceles es equiángulo» es una aserción verdadera. 


Los enunciados que encontraremos a menudo son más generales: el enun- 
ello nerá verdadero en ciertos casos, falso en otros, pero para una situación 
Hinlú podremos decidir si un enunciado es verdadero o si es falso, Este enun- 
élado ne lama una proposición. Representaremos una proposición por una 
letra P,Q)R o... 


Falo uetitud elemental no prejuzga la existencia o la no existencia de enunciados 
de Jon que no se sabría demostrar si son verdaderos o falsos. 


Ne ve que una aserción es una proposición siempre verdadera o siempre 
, Vn lugar escribi 1bi ] 
lala, Un lugar de escribir “P es verdadera” escribiremos solamente “P": es 


14) N. del T.— Tal como el estudiante entiendo tal palabra. 


E] AL UBANA 


F, 
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decir, cuando escribimos “P” nos colocamos en una situación en que “Pp” 
es clerla, 


Por ejemplo, «x 10» es una proposición, es verdadera para los números estrictamenté 
inferlorca y 10, falsa en los demás casos. 

«La eltura del triángulo T es mediana del triángulo T» es una proposición verdadera 
pura los triángulos T isósceles, falsa en los demás casos. 


La negación de una proposición “P” que escribiremos “no P” es verdadera 
cuando P es falsa, falsa cuando P es verdadera“), 

La negación de una proposición se puede esquematizar en la tabla E, que 
se llama una tabla de verdad: 









































A 
P Q |PyQ|PoQ|P>Q|Po=sQ| 
1 2 3 4 (5 6 
a ES 
¡po e M V v V V 
P no P OS _ — 
¡Y F F y F F 
Ba e EF V F V V F 
y FEO| F F F vo| v 
PA An 4 
TapLa 1 "TABLA HI 


La tabla I se lee fácilmente: Y significa verdadero y EF falso. Consideremos 
ahora «dos ¡propiedades P, Q. Las situaciones respectivas en que son verda- 
deras o falsas conducen a cuatro situaciones posibles indicadas por cada línea 
de las dos primeras columnas de la tabla Il. Podemos definir una nueva 
proposición R indicando en otra columna el valor de R (Y o F) correspondiente 
a cada una de estas cuatro situaciones: se pueden definir así dieciséis propo- 
siciones nuevas (ver ejercicio 1 más abajo). En las columnas 3 a la 6 de la 
tabla 1 hemos indicado las tablas verdaderas de las cuatro proposiciones más 
usadas deducidas de las proposiciones P, Q. 

La conjunción de dos proposiciones P, Q (col, 3) que escribiremos “P y Q” 
es verdadera si y solamente si P y Q son simultáneamente verdaderas y en 
todos los demás casos falsas. Dos proposiciones són incompatibles si su con- 
junción es siempre falsa. Por ejemplo, las proposiciones P, no P, son incompa- 
tibles, pero éste cs un caso particularísimo de incompatibilidad, 

El punto de vista intuitivo consiste en Considerar como siempre falsa la 
proposición “P y (no P)" ("principio de no contradicción”). 


Así x<3 y x>5 son incompatibles. 
La disjunción de dos proposiciones P, Q (col. 4) que escribiremos “P o Q” 
es verdadera si al menos una de las proposiciones P, Q es verdadera, falsa en 


(2) Se designa lombién la negación de Di e PP, 
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los demás casos (es decir, si y sólo si P y Q son falsas simultáneamente), Se 
observa que el sentido de la palabra “o” precisa el del lenguaje corriente, para 
el que “o” tiene dos sentidos: 

- -el que hemos dado; 


—el sentido exclusivo: o bien P es verdadero (y Q es falsa) o bien Q es 
verdadera (y P es falsa). 

En Matemáticas tomaremos siempre el sentido indicado más arriba; vere. 
mos más adelante una de las razones de esta elección. 

El punto de vista intuitivo consiste en considerar siempre verdadera la propo- 
sición “o bien P, o bien no P” (“principio del tercio excluso””), 


La proposición “(no P) o Q” llamada ¿mphicación (col. 5) se designa 
CS P=0Q 


y se enuncia: “P implica Q” o “P entraña Q”. Siendo P y Q aserciones si 
“Pp >Q” es verdadera, se dice que es un teorema (es decir, una aserción demos- 
trado en la que P es la hipótesis y Q la conclusión. 

Si P y Q dependen de variables y si “P=>Q” es verdadera, no importa 
vuáles sean los valores atribuidos a las variables, se dice indistintamente: 


P es una condición suficiente de Q 
Q es una condición necesaria de P 


Observemos que las dos últimas líneas de la tabla de verdad de "P=>Q” 
inttestran que el sentido que hemos dado a las palabras “implica” y “entraña” 
es máis general que el del lenguaje corriente: 


Así «4 es un número primo» => «Madrid es la capital de España». 
«Barcelona es la capital de España» => «2 es un número primo» con dos implicaciones 
(verdaderas). 


Dos proposiciones son equivalentes si cada una de ellas implica la otra 
teol. 6): las situaciones en que P es verdadera [resp. falsa] son exactamente 
hoi nismas situaciones en que Q.es verdadera [resp. falsa]; se escribe 


(PQ) y (0>=P) 
(2) PQ 


en este caso los dos teoremas: (up 2 =Q" y “Q ml ” son verdaderos simultánea- 
tente, se dice que son recíprocos uno del otro. Por ejemplo, en las dos equi- 
vilencias siguientes 


no (no P)=>P 
(P=Q)= (no Q= no P) 


lu implicación del segundo miembro se llama la implicación contrapuesta de la 
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del primer miembro, Para dos proposiciones equivalentes P, Q diremos indi- 
lorenlemente: 

Para que Q [resp. P] sea verdadera es necesario y suficiente que P 
[resp Q[ sea verdadera. 

Q) [resp. P] es verdadera si y sólo si P [resp. Q] es verdadera, 

«La verdad de Q [resp. P] es una condición necesaria y suficiente de la 
verdad de P [resp. Q)]. 

La implicación (1) es transitiva, es decir, 


(PQ) y (Q>R)]]=>(P=>R) 
y análogamente para la equivalencia (2) 
[(PSQ) y QSR)]=>(PSR) 


Señalemos finalmente que 


(P>0) y (Q>R) se designa P>Q=>R 
(PQ) y (Q>R) se designa P>SoSQeR 


Por otra parte, dadas dos proposiciones P, Q, las dos equivalencias siguien: 
es, conocidas por el nombre de reglas de duulidad, son verdaderas 


no (Py Q (no P) o (no Q) 
no (Po Q)* (no P) y (no Q) 


la simetría presentada por esas dos reglas es una de las razones de la elección 
del sentido de la palabra “o” en Matemáticas. 


Razonamiento por reducción al absurdo. — Supongamos que se quiere pro- 
bar que la proposición P es verdadera; el razonamiento consiste en introducir 
la proposición no P que se designará por P” después a demostrar una impli- 
cación tal como 

P* => Q 


donde Q? es la negación de una proposición Q, de la que se sabe que es verda- 
dera. Ahora bien, 


(P=Q) > (no Q'=n0 P)=(Q=>P) 
siendo Q verdudera, resulta que P es verdadera. 


Recordemos que se presenta a menudo este razonamiento diciendo: supongamos que P 
sen falsa, es decir, P” yerdadera, de la implicación P* > Q” resultaría que O” es verdadera; 
ahora bien, se sabe que Q es verdadera y el principio de la mo contradicción permite 
entonces afirmar que Q% es Calsa. Según csto una proposición falsa no puede ser implicada 
por una proposición verdadera, luego P? es falsa, es decir, P es verdadera (principio del 
tercio excluso), 

La introducción de la hipótesis «P es falsa» en realidad no ha servido para nada, 
ya que la demostración por reducción al absurdo consiste en establecer la implicación 
P'= 0' que no depende de la verdad o no verdad de P. 
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JERCTCIOS 


l, Construir le tabla de verdad de las 16 proposiciones que se pueden obtener 
u partir de dos proposiciones P y O. Enunciar en lenguaje corriente el sentido de cada una. 


2. Verificar que la conjunción y la disjunción son asociativas, es decir, que 


Py(Q y Be>(Py O y R 
Pod o R=o(P o 0) o R, 


5. Comprobar que la conjunción y la disjunción son distributivas una respecto la otra, 
vs decir, que . 
Py (Qo Ri>(P y 0) o (P y B) 
Pod(Q y R)e=>(P o Q) y (Po R) 


4. Determinar las proposiciones equivalentes a 


(Po 0)yv“M(Ro Ss) 
(Py Oo (KR y 5). 


%. Siendo x e y números reales, resolver el sistema 


(x— D (y —2) =0 
(x— 2) (y — 3) = 0, 


), Noción de conjunto 


«d) Tanto los seres físicos (piedra, ahumno, perro, mesa ...) como los obje- 
han dle nuestro pensamiento (número, función ...) que representaremos por las 
letras €, by .., U% By... X, ... se considerarán bien definidos si poseemos un 
erilerio que permita afirmar que dos de estos objetos representados por a y 
por h son o bien ¿idénticos o bien distintos; escribiremos 


() a=b (D axb 


wn el primer caso diremos que a y b son iguales, en el segundo que a y b son 
isiguales. Las dos proposiciones (1) (igualdad) y (2) (desigualdad) son cada 
ini la negación de la otra. En el final del capítulo (8 26, c) precisaremos esta 
uoción de igualdad y el abuso de lenguaje de que es objeto. Basta decir que 
ln igualdad a = bh significa que habiendo considerado al objeto de dos maneras 
distintas ha podido recibir dos “denominaciones” distintas representadas por 
y), reconociendo seguidamente que se trataba del mismo objeto se escribe 
tod 


Por ejemplo, se calcula el número 5+7 se le llama al resultado a, se calcula el 
bnero 3x4 se le llama 5, las reglas de aritmética permiten decir q = b. 


Lu noción de conjunto corresponde a las nociones corrientes de conjunto, 
¡ln volección, de agrupación, de clase, etc., de objetos de cualquier naturaleza 
tvomo los considerados al principio del párrafo); en el lenguaje corriente 
nslun objetos se llaman elementos, miembros, individuos ... del conjunto, de 
la colceción, de la agrupación ... 
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Los matemáticos han escogido las palabras conjunto y elemento y dicen: 


Un conjunto está constituido de elementos, palabras ambas que están pre- 
elsadas por las siguientes reglas: 

il. [nh conjunto E está bien definido cuando se posee un criterio que per- 
mile ufirmar si el objeto a pertenece al conjunto E o no pertenece «a dicho 
eotjunto; se escribe y se lee, respectivamente, 


(3) aeE (4) agE 
“a pertenece a E” “a no pertenece a E” 
o “aces un elemento de E” “a no es un elemento de E” 
o “E contiene a” “E no contiene a” 


La fórmula (3) interpreta la proposición llamada pertenencia de un elemento 
a tn conjunto, (4) su negación. 

Las colecciones, agrupaciones, etc., considerados en el lenguaje corriente 
no verifican siempre este criterio; por ejemplo, la clase de las “personas 
rubias”. En las clasificaciones que hace la Historia Natural: reino, rama, clase, 
encuentra seres difíciles de situar en una de estas agrupaciones, la pertenencia 
a una de ellas resulta ambigua: estas clasificaciones no son conjuntos en el 
sentido matemático, : 


2. Un mismo ser matemático no puede ser a la vez un conjunto y un ele- 
mento de este conjunto, es decir, no nos permitimos escribir a8 a. 


3. La colección de todos los conjuntos imaginables no es un conjunto, 
si se llegase a tratar este caso, cosa poco frecuente (ver $ 20), diremos la 
“clase de todos los conjuntos”, No es posible aplicarle las propiedades de los 
conjuntos que vamos a demostrar y las operaciones que vamos a definir sobre 
los conjuntos, 

Es el desconocimiento de estas reglas lo que ha motivado las paradojas 
señaladas en el $ l. 


b) Dos conjuntos son idénticos (o iguales) si están constituidos de los mis- 
mos elementos; si no se les dice distintos (o desiguales), y se escribe 


(GS) E=F (60) ExF. 


Aparte de estas reglas, acordamos una gran libertad en la definición de los 
conjuntos, como lo demuestran los siguientes ejemplos: 


c) EJEMPLOS 


1. El conjunto N de los enteros naturales 0, 1, 2... 

El conjunto Z de los enteros racionales ... —2, —1,0,1, 2... 

El conjunto Q de los números racionales, 

El conjunto de todos los «números» utilizados en matemáticas elementales: enteros, 
racionales, 42, Tu ... que se llama conjunto de los números reales, representado por R. 
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! : Tenemos 
; 3eN 3EZ 3seQ 3eR 
: 5 
—2eZ E eQ TER, 











juro 


5 
—2éN E TéQ 


ego entorn conjuntos N, Z, Q, R son distintos 


3 Y vonlunto de todos los puntos de un plano. 
1 ES ovafuato de todos los triángulos isósceles es igual al conjunto de todos Jós 


O di raro ¡0 Hess elos ángulos iguales, 
j lo renjunte de todos dos trlángulos isósceles es distinto del conjunto de los triángulos 


— relÁngaras. 
: 4 Bl venputo ol umtrdicantes inscritos en el primer curso de Matemáticas el 1 de 


tetabra de (487 sn la Prultad ade Zaragoza, 

. 4 $ estsfuita eya elementos aan: 

A 14 Ar a la anterio cularales paren, el perro ' perteneciente al autor 

ES poe de 1968, ln uo volmica «del mercurio, los estudiantes 
bnÍ 8 Ratecicula de hear eroal presi cues do Mutemáticas cn 1966,» 


le pepe ei illa, tra del por ejemplo, designe un elemento 
he amm jua de E, vol contras to yu losigne un elemento cualquiera 


de un ¿ganfunta Ej este ultlno caso se enuaciorá indistintamente: 


Pre elemento enalquienda de 10%; 

Pesa ele mnto arbitrario de Y; 

Mr un elemento genórico de E”; 
te alles tamabiión «que: “e es una variable que describe E”, o simplemente: 
Pedereribe 1, 

4) Los conjuntos de la vida corriente, por grandes que Sean, son Siempre 
finitos: precisaremos esta palabra en el capítulo 2. En Matemáticas conside- 
Hitenos los conjuntos no finitos-llamados infinitos, por ejemplo, N, el conjunto 
de los puntos de un plano. 

ln conjunto finito puede estar definido por la enumeración de sus elemen- 
las; por ejemplo, el conjunto definido más arriba en el número 4. Si E tiene 
por elementos e, b, e, d, e, se escribirá 


= (a, b, c, d, e) 
al arden en que se escriben los elementos es indiferente, así 
(a, by=1b, aj. 


Nos vemos así conducidos a considerar los conjuntos de un solo elemento a, 
lo escribiremos (2) luego 


EA A A A e nr 
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asfa) y brxasbéftea) 


lista distinción entre a y [a) es fundamental; si no se hiciera se violaría 
la regla 2) antes citada. Corresponde a una distinción hecha en la vida corriente: 
sl en un instituto hay un solo alumno que estudia el vasco, hay que distinguir 
entre este alumno y la clase de vasco que no comprende más que este alumno. 

Se puede también considerar como conjunto a un conjunto que no tenga 
ningún elemento; se le llama conjunto vacío y se representa por (5; así cual- 
qulera que sea q 


ase es siempre falsa 
at (5 es siempre verdadera. 


H. Inclusión. Reunión. Intersección 


4. Inclusión. Parte. Complementario. Conjunto de las partes 


a) Diremos que un conjunto F está incluido en un conjunto E cuando fodo 
elemento de E pertenece a E; se escribe E CTT Wie -. *e E 


(0 FcE o. (5) E>F 
por definición 
DM (EcEs>(reF=>x*w.EE), 


La fórmula (1) se lee indistintamente: 


"E está incluido en E”; 
-"E es una parte de E”; 
“E es un subconjunto de E”, 


y la fórmula (15: 


“E contiene E"; 
-“E admite F como parte”; 
“E es un superconjunto de E”, 


La expresión, con frecuencia empleada, “E contiene E” no se recomienda 
por la posible ambigúedad con la expresión “E contiene a”, siendo a un ele- 
mento de E, 

Las fórmulas (1) y (15) traducen de dos maneras distintas una misma pro- 
posición que se llama inclusión de conjuntos. 

La fórmula (2) muestra inmediatamente que la inclusión es: . 

— reflexiva, es decir, EcE para todo conjunto E; 

—antisimétrica, es decir, HE cCF) y EcE]>E=F; 

-—— transitiva, es decir, (ECO y FocoG]>E<G. 
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La reflexividad de la inclusión muestra que ia igualdad de los conjuntos 
es un caso particular de la inclusión; se emplea el término de inclusión es- 
tricta% para caracterizar el caso en que 


FcE y ExF. 


E es, pues, una parte de E, se le llama la parte plena de E. La definición 
que hemos dado de la implicación (ver $ 2) muestra que, para todo x y todo 
conjunto E, 


re D>x€cE, 


luego para todo conjunto E: (Y c E, es decir, el conjunto vacío es una parte 
de todo conjunto, se le llama la parte vacía de E. 


Una parte no vacía de E, distinta de E, se llama parte propia de E. 
Los conjuntos considerados en el ejemplo 1 del $ 3 verifican 


NcZcQcR, 


cada uno de ellos es una parte propia de los siguientes. 
Cuando existe al menos un elemento de F que no pertenece a E, se dice 
que E no está incluido en E y se escribe 


FE. 


ATENCIÓN: F q E no es de ningún modo equivalente a Ec F (ver 8 5, 
ejercicio 6), 


b) Dada una parte A de E, se llama complementario de A con respecto 


« E el conjunto de elementos. de E que _no pertenecen_a A; se le designa” 
Ñ A (o [ A si no ha lugar a duda) o bien E—A. 
E 


Tenemos, cualquiera que sean un conjunto É y una parte Á de E, 


E E 


dicho de otro modo 


en particular 


[,E=0 [,2=E: 


(3) Ciertos autores emplean las notaciones FCE para la inclusión y Fo E para la inciusión 
exfricta. Nosotros no lo haremos, escogiendo el símbolo más simple para la inclusión, que se presenta 
von bastante más frecuencia que la inclusión estricta. 
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Los complementarios respectivos de (0) con relación a los conjuntos N, Z, 
Q, R ose designarán 
N*, ze, Q%, R* 


” 


que se leo: “N estrella, Z estrella, ...”. 


0) Consideremos todas las partes de un conjunto E; describen un nuevo 
cunfunto llamado conjunto de las partes.de E designado S(B); se tiene, pues, 


AcEsSAc85(E) 
en particular si a es elemento de E (no vacío) 
aeEsfa] cEs(a)estE). 
Cualquiera que sea E tenemos 
ges(E) Es8S(b), 


aunque E sea vacío, $(E) no lo es: contiene al elemento (£ como elemento 
único. — : 


UJERCICIOS 


l, Determinar los elementos de $(E) para E=(a, b,c, d, e a, b, c, d, e siendo 
distintos dos a dos. 

2. Determinar S(E) y $(8(E)) para un conjunto de dos elementos. 

3, Determinar 8(E), 8(8(E)) y S(E(S(E))) para un conjunto de un elemento, 

4. Teniendo E n elementos, ¿cuál es el número de los elementos de 3(E)? (razonar 
por recurrencia). 


Se pueden representar los conjuntos por esquemas; estos esquemas sirven 
solamente para ayudar a la intuición, no pueden de ningún modo utilizarse 
para demostrar enunciados sobre los conjuntos; así el esquema (1) es una 
“figura” representando la inclusión; el esquema (2) una “figura” representando 
la transitividad de la inclusión. 





FIG, 1  FiG, 2 
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5, Intersección y reunión de conjuntos 


Se llama intersección de dos conjuntos E..E y. se designa.E..A-E, leyéndose 
“li intersección E” el conjunto descrito par. las..elementos..comunes-4-E.y.a..F, 
luego 


xeENnNFe(GreE y xepP) 


.Enundo la intersección de dos conjuntos E y F no es vacía, se dice que 
"BL pp Axé cortan” o que “E corta F” o que “F corta E” y también que “E y E 
48 Hcuemntran”, 

Cuendo ln intersección de dos conjuntos E y F es vacía, se dice que “E 
ACE a dix juntos”, 

Ha llum reunión de dos conjuntos E, F y se designa E U F, que se lee 
“HEountón E", el conjunto de los elementos pertenecientes al menos a uno de 
den contuntos E, F, luego 


“eEUFo( eE o xeB), 


La Interaseeión 


y lá reunlón de dos conjuntos se representan por las partes 
-Fayadas de los esquemas 1 y 4, 





Fig. 3 Fic. 4 


Se ve inmediatamente que: CA 


la intersección y la reunión son conmutativas, es decir, cualesquiera que 
aran los conjuntos A y B 


ANB=BNnNA AUB=BUA; 


-la intersección y la reunión son asociativas, es decir, cualesquiera que sean 
los conjuntos A, By €  -: 
(ANBNC=AN(BNCO). (AUBUC=AUBUO); 


--la intersección es distributiva respecto a la reunión y la reunión distri» 
huttva respecto a la intersección, es decir, para todos los conjuntos A, B y € 


ANBUCO=(ANBJU(ANO) 
AU(BNO=(AUBIN(A UC); 


A —_——————_——————— 
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un fin, cualquiera que sea Á 


ANA=A AUA=A 
ANB=9  AUJZ=A, 


El lector podrá dibujar los esquemas correspondientes a estas distintas igual- 
dades sin que constituyan una demostración, pudiendo, sin embargo, ayudar 
4 construir esta última. 

Demostremos, por ejemplo, que 


AN(BUC)I=(ANB)JU(A NO) 


sex y un elemento de A N(B UC), x pertenece a A y a B o C, pertenece, 
pues, ANBOANC; 
luego a (AN B)U(A N O). 

Sea y un elemento de (A N BJ U(A N C), es un elemento de A NM B o de 
A (1 C, en todos los casos, es un elemento de A y un elemento de B o C, 
luego y pertenece a Aya BUC,aAN(BUC) 

La asociatividad de la intersección y de la reunión nos permite definir la 
intersección de tres, cuatro... conjuntos que designaremos 


ANBNC AUBUC 
ANBAEND AUBUCUD. 


Se puede en particular definir la intersección y la reunión de dos partes 
A y B de un conjunto E; se demostrará fácilmente que cualesquiera que 
sean A y B 


o pana=(Cajo(c.) 
o (avm=((,a)0((0,8). 


Se puede generalizar la notación E-—A designando por B-—Á el conjunto 
de los elementos pertenecientes a B que no pertenecen a A, luego por definición 


B—A=B--(A N B). 
En particular si A y B son partes de E 
B-A=BN [ ZE 
É 


EJERCICIOS 


1. Se llama diferencia simétrica de los conjuntos A y B el conjunto definido. por 
AAB = (AUB)—(ANB); demostrar que AAB = (A — B)U (B —- A). 


2. Demostrar que si para foda perte A de E se tiene 
AUX :=E [resp. ANX=A] entonces X =E. 
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Demostrar que si para toda parte A de E se tiene 
AUY=A [resp. ANY = DH] entonces Y = (H. 


3. Siendo A y B dos partes cualesquiera de E, encontrar todas las partes X tales 
que BNX=A, y todas las partes Y tales que BUY =A. 


4. Demostrar que 


ANB=A=>ACB 
AUB=A=>BcA. 


5. Dadas dos partes propias distintas A y B, expresar todas sus respectivas posiciones, 


6. Propiedades definidas sobre un conjunto. Cuantificadores 


a) Propiedades definidas sobre E 


Dado un conjunto E y una parte A de E, llamaremos propiedad caracteris- 
tiva de los elementos de A todo criterio que permita decidir para todo ele- 
mento x de E entre las dos proposiciones 


xeA, stasze[ A 


Pues si p es una propiedad característica de los elementos de A, ro p es 
una propiedad característica de los elementos de [ a diremos que p es una 


propiedad definida sobre E. 
A. “x pertenece a A” podemos, pues, sustituir la proposición equivalente 
“x posee la propiedad p”, que se escribe abreviadamente “p(x)”. Así escribiremos 


A=(x€E|p(x)) 
o bien si no ha lugar a duda 
A = (x | p(x)) 


ue se leerá: “A está descrito por los elementos de E poseyendo la propie- 
lud p”. Se escribirá, pues, 


A A =(x€El|no p(x)). 
Por ejemplo, el conjunto de los números reales positivos R, estará definido por 
R, = (xeR]|x >0) 
el conjunto de los números reales estrictamente positivos R* se designará por 
R'=(xeR¡x>0) 


Dos propiedades características de los elementos de una misma parte A 
de lose les lama equivalentes sobre E. 


Es AN A 
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Por ejemplo, sobre el conjunto E de los triángulos T la propiedad p «T tiene dos 
Isdos Iguales» y q «T tiene dos ángulos iguales» son dos propiedades equivalentes, 


ly) Cuantificadores 


Sea p una propiedad definida sobre E, y A una parte de E cuyos elementos 
tienen como propiedad característica p. Se pueden presentar tres casos: 
A no es vacío, existe, pues, al menos un elemento de E poseyendo p, 
escribiremos 


(0) (Ax € Ejp(ar) 


que se lec: “existe al menos un elemento x de E poseyendo p”, 

--A es vacío: ningún elemento de E posee p; se podría escribir: no 
LG x € EJp(x)]; más adelante veremos una manera equivalente de escribir esta 
fórmula. 

A es la parte plena de E, todo elemento de E posee p, se escribirá 


(2) (v x € EJp(x) 


que se lee “cualquiera que sea x de E, w posee p”, o más brevemente “para 
todo x de E, pGo”. 


Los símbolos 3, Y se llaman los cuantificadores; no son solamente signos 
estenográficos para las expresiones “existe al menos uno" y “cualquiera que sed”, 
sino simbolos sometidos a reglas de empleo estrictas que derivan de su signt- 
ficado y de los que daremos algunos ejemplos. 


Las fórmulas (1) y (2) traducen los enunciados verdaderos o falsos, inde- 
pendientemente del valor atribuido a x, son las aserciones (ver 8 2); se podría 
reemplazar x por cualquier otra letra y, a, ...; se dice que las proposiciones 
expresadas por estas fórmulas no contienen a x, o bien que x es una variableO, 

Repitamos que los cuantificadores definidos en este párrafo se refieren 
« los elementos de un conjunto determinado E. No indicaremos este conjunto; 
para abreviar la escritura, solamente cuando no pueda surgir ninguna ambigiie- 
dad sobre el conjunto E, se escribirá entonces 


GEupG), (Yap). 


(4) Se observará que pueden existir varios elementos de E poseyendo p;, si existe uno y sólo mo 
clerlos sutores Cscriben 
(1!1x e EJp(). 


(5) Ustu situación se aproxima $ estas que Se encuentran en las notaciones siguientes: 
E n 


5 
U Al Bi TH elas, > ds, f He dl 
a 


! n 
ES ] > 
se El i=1 í=1 i=1 


(ver $5 32, 33, 34 y 535 para las tres primeras, 8 133 d, nota 1, para la cuarta y un curso de análisis 
para la última) 
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Un el ciemplo siguiente esta práctica sería catastrófica: sea p una propiedad carac- 
iftlallca de una parte propia A de un conjunto E, tenemos a la vez 


Qe Ep), (Y xe AjpG). 


La introducción de los cuantificadores permite distinguir netamente lo que se llama 
gn la enseñanza elemental «igualdad» e «identidad», por ejemplo, 


(vx e R) + 1 =x2+Y2x+1 
(3 xeR) 2x+1 =0 


iginimente 
[(YxeR) ax+b=0]+»+a=b=0 
[GxeR)  ax+b=0]>ax0 o a=b=0, 


) Relaciones entre los cuantificadores 3 y Y 


"Todos los elementos considerados se les Supone pertenecientes a E, Las 


Hiimulas 
(VadpG)  Gx)p(x) 


mm proposiciones (de hecho las proposiciones particulares que hemos llamado 
iserciones, ver $ 2); busquemos su negación; tenemos 


(V)p) > A = (re El p(x))= E 
pues C a = (6, La negación de esta proposición es A A x= (Y, es decir, 
“axlite al menos un x de E que posee no p”. Igualmente 

Gp) B= (rEE]|p(x)) = D 
la negación de esta proposición es B= Z luego (¿5 =E, es decir, “todo 


elemento de E posee no p”. 

Venemos, pues, 
no [(Wa)p(0)] > [G x) no p(1)] 
no [4 p()] > [(V 1) no p(x)]. 


Vistas dos reglas son muy importantes para transformar la negación de una 
proposición haciendo intervenir una propiedad, en la afirmación de una pro- 
muición haciendo intervenir la negación de la propiedad. Precisan, además, el 
ajo corriente que es muchas veces ambiguo; en este último la locución 
"odos los x no poseen p” podría ser interpretado por “todo + que no posee 


de 


ps por “toda Y que posee. no p”, 


dy Relaciones entre partes de un conjunto y propiedades definidas sobre 
Hi conjunto 


Scan dos partes A y B de E, p una propiedad característica de los elemen- 
Jue de Á y q una propiedad característica de los elementos de B. Como hemos 
dieho anteriormente “p(x)” y “qlíx)” son propiedades relativas a los elementos 


de E, La proposición 
pa) = a(x) 
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se leerá “todo elemento de E que posee p, posee q”, dicho de otra maneta 
AcB 
de lo que resulta 
[(Y x € E) [p(x) e qa)1] > [A = B] 
lo que justifica el termino de propiedades equivalentes sobre E dadas a p y q 


en este caso: las ¡proposiciones correspondientes pla) y q(x) (relativas a los 
elementos de E) son proposiciones equivalentes, 


Tenemos igualmente 
ANnB=(xeElp) y ql) 
AUB=(xeElpw) o ax). 


Podemos construir el cuadro siguiente dando las correspondencias entre las 3 
partes de un conjunto E y las propiedades definidas sobre, este conjunto E: 





xEA 


p(x) 
dÑ Sn qe) 
A=B (Vx € E) [p60) > al) 
Da | (V y € E) [p(a) «> g(x)] 
E [,2 no plx) 
l [ A ) =A (Vx e E) [no (no p(x)) => p(x)] 
E 
 cAnB p(x) y alu) 
e A UB pix) o ar) 
ANnNB=0 (Vx € E) [p(x), q(x) incompatibles] 
ANB=9 y AUB=E (Vx e E) [q(2) = no pla)] 





Se podría ¡prolongar aún este cuadro (transitividad de la inclusión y de la 
implicación, distributividad de la intersección con relación a la reunión, dis- |] 
tributividad de la conjunción en relación con la disjunción, etc.); en particular 
las reglas de dualidad enunciadas en el $ 2 corresponden:a las fórmulas (1) 
y (15 del 8 5. 


Estas dos maneras de razonar, ya sobre los elementos de E, ya sobre las propiedades 
de los elementos de E, son rigurosamente equivalentes. Hasta el último tercio del siglo XIX 
los matemáticos preferían razonar en términos de propiedades más que en términos de 
elementos y conjuntos, por el reparo en emplear los conjuntos que son con frecuencia 
infinitos (N, conjunto de los puntos 'de un plano, etc.). Utilizaban, por otra parte, una 
noción de propiedad extremadamente vaga, que, junto con la ambigiedad del verbo ser 
(ver 8 26) y a la de «o», entrañaban muchas veces errores en los razonamientos, en 
particular en la negación de las proposiciones. La definición precisa que hemos dado 
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de la noción de propiedad definida sobre un conjunto a partir de la noción de parte de un 
conjunto y el uso de los cuantifícadores hacen desaparecer estas dificultades. 

Esta correspondencia biunívoca entre las partes de un conjunto E, y las propiedudes 
¡alefinidas sobre E, muestran la equivalencia de dos puntos de vista clásicos de la lógica 
Iitadicional: punto de vista de la extensión (razonamientos sobre los individuos), punto 
de yista de la comprensión (razonamiento sobre las propiedades): los matemáticos moder- 
hos han adoptado claramente el punto de vista de la extensión. 


7. Generalización de la noción de reunión de intersección 


Consideremos un conjunto E y un conjunto $ de partes E, se llama también 
una familia $ de partes de E; $ es, pues, una parte de $(E). 
Se llamará intersección de la familia $ que se escribirá 


A F 
Fey 
la parte de E tal que cada uno de sus elementos pertenece a todos los conjun- 
tos de $, luego 
NF=41WFeS)xeF). 
Fes 
Se llamará reunión de la familia $, que se designará 
U F 
Fes 
lu parte de E tal que cada uno de sus elementos pertenece al menos a uno 
de los conjuntos de $, luego : 
U)JF=4*16Fe8)=eF). 
Fes 


. «Algunas familias de partes de un conjunto E tienen un papel importante : 
dos recubrimientos y las particiones. 


e: DEFINICIÓN 1.— Un recubrimiento R de una parte A de E es una familia de partes 


le E cuya reunión. contiene A. 
Esta definición puede, pues, expresarse de la manera siguiente 
(Vxe A) QXER) rex. 


DerINICIrÓN 2.— Una partición $ de un conjunto E es un cubrimiento de E cuyos 
elementos (partes de E) sor no vacíos y dos a dos disjuntos, 


De donde X =E con 


(VWXEP) XA y (WX,Xe PAX => xXANX=02) 
de lo que se deduce: todo x de E pertenece a uno y sólo un elemento de 3. 


3. — ALGEBRA 


ho ANDAR OO rre 
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MM. Producto cartesiano. Relaciones. Correspondencias . 


8. Producto cartesiano 


Dados dos conjuntos A y. B descritos, respectivamente, por el elemento -« 
y por el elemento y, se llama par (x, y) o doblete un objeto tal que 


A yra Nelr= : yy) 
de donde por negación (ver $ 2)' 
yr yNelr= o yy) 


x us la primera coordenada e y la segunda coordenada del par (x, y). 


Los pares (x, y) describen un nuevo conjunto llamado producto cartesiano Y 


de A y de B designado A x B 


AxB=((r, y|xe A, yeB) 
AXB se puede leer “A cruz B”. 


e 
ATENCIÓN: No confundir la noción del par (x, y) y la noción de conjunto 
de dos elementos (x, y) 


E YEAXB  (x, y)e8(A U B) " 
en particular (x, y) = (4, x). 


Por el contrario, si x€ A, y€B, (x, y) es un elemento de AX Be (y, 31). 
es un elemento de BXx A y no de A x B en general, igualmente en el caso en 4 
que A=B, (x, y e (Y, x) son dos elementos de AxB=A Xx A, que son 
en general distintos (sólo son iguales cuando x= y). En este último caso J 
(A = B) se puede escribir Ax A= A?, si no ha. lugar a confusión (ver $ 50), ? 
Observemos las siguientes propiedades 


(ACA y y ocB>AXxBCAXB 
AXB=DZs=S(A=0 o B=Q) 
AXBNCO=(A xB) NA x C) 
AX(BUO=(AxB) U(A x 0) 

(Cr=D y AXC=BXCI>A=B, 


Dados tres conjuntos A, B, C, descritos, respectivamente, por x, y y 2,* 
se lama triplete (x, y, z) tanto al objeto ((x, y), z) como al objeto (x, (4, 2)). 4 
Los tripletes (x, y, 2) designan un nuevo conjunto llamado producto cartesiano | 
de A, B, € y denotado A x B Xx C. Tenemos por convenio a 


AXBXC=(AXxXB)xC=A Xx (B x C) 
Si| A=B=C, se puede escribir, si no ha lugar a confusión, 
AXAXxXA= A? 
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RJEMILOS 


1, El pluno de ta geometría analítica es el conjunto producto R?; el espacio es 
El conjunto de los tripletes (x, y, 2) de tres números reales, luego el conjunto Ri, 

d Eb cunfento de las homotecias del espacio, es decir, el conjunto de los pares 
IA. A). en dlondo A ox un punto del espacio R3 y k un número real no nulo, luego un 
Alea ale MF, en el conjunto producto Ri x R*, 

1 EL ronjunto ale lus fracciones a/b es el conjunto de los pares (a, b), donde a 
Bl a valleyulera y h un entero no nulo; el conjunto es, pues, Z Xx Z*. 


A Relnelón. Gráfica de una relación 


o 0 Re llana relación Ro entre x e y describiendo, respectivamente, dos 

- ¿Banjuntia A y 8, toda propiedad definida sobre A X B, es decir, una propie- 

MR er tendió. ade los elementos de una parte G de AXB. G se llama 

iillicn de lu relación de, 

CA 0 pertene os al padlemos, pues, sustituirla por la proposición 

Eras aos ggo trerifican de relación AU que se designa abreviadamente 

RIA, Yi nel 

0 Ha, Hs la, mero, 

MA yá 
: Els (e, 41 A + 11 Ko 0). 


a 
He Biar 11 (a, 0 Gu 
JAM 


Ma da tiña general todo lo que Renos dicho de las propiedades defi- 
h ña sebiro Ben válido para las telaciones entre elementos de A y de B, 
jane gue sem lus propiedades definidas sobre A X B, En particular sí R y 
k Honda pue gráficas cenpecllvas (y 6 


; Go Ge [R(r s>R, 9)] 
Ga tre] Ri NeR, YN] 


Án ente olblnio cano se dice que las relaciones R y R” son equivalentes, 
Ay Alguno vez ne consideran fórmulas como 
(WUYcA)  GyeB)  R(xy) 


MH relación WU-11 orden de los cuantificadores es esencial. Escribamos todas 
lga fórmulas posibles (siendo x un elemento de A e y de B, tomaremos la 
Hats dire lada) 


y veo enuncia “Piura todo x de A, existe un y de B tal que x e y verifican 


Ea CM VN VY Ry) (10 (Vvy (vx) Rx, y) 
| (0 Ca (y RG, y (09 Ey GQ RG y 
(Y (VvnN Ey RO y MW y (Vx) RG. y) 


1 (10 (4 Ry: (60 (vy QQ Rs, y. 


SSA er 
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. DS 
(WD y (1) son equivalentes, igualmente (2) y 29%, Contrariamente no es 
lo mismo para (3) y (4); tomemos, por ejemplo, A == B= N, siendo la *rela- 
ción Rx <y 
VO AN rx=y es verdadera 
YN Wa r<y es falsa, 


Se podrá demostrar a título de ejercicio que (5) entraña (6). 

Observemos que una vez los conjuntos A y B y la relación K escogidos, 
las fórmulas precedentes no contienen ni x, ni y: cada una de ellas es o bien 
verdadera, o bien falsa, son aserciones, En el mismo orden de ideas, la fórmula 


Gay Rx y 


no contiene y (ver 8 6, b), los conjuntos A; B y la relación R escogidos, esta 
proposición será o bien verdadera, o bien falsa siguiendo la elección de y en 
Á: es, pues, una propiedad: de x; igualmente 


(va): RG, y) 


es una propiedad de y, etc, Esta observación nos permitirá formar la negación 
de una aserción tal como (D), (15, ..., (6). Consideremos (3), por ejemplo, 
pongamos : 

n0>o0n Ry 
obtendremos las afirmaciones siguícntes, todas cquivalentes entre sí 


ro [xa Ay R(, y9l]=n [NV po] 


Qx) ro AOS no TG Rx, y)] 
Qx) (YY) no Ríx, Y). 


Así, pues, utilizando dos veces el resultado de 6, e vemos que se obtiene la. 


negación de (3) reemplazando cada Y por un 3 y cada 3 por un Y, y reemplazando 
R(x, y) por no Ríx, Y). 

Se comprobará fácilmente que la regla es general; en particular es esta 
regla la que realza el interés del uso de los cuantificadores. 

c) Se definirá una relación R(x, y, 2) entre x elemento de A, y elemento 
de B, z elemento de C; como aquella que expresa una propiedad definida 
sobre Ax BxC, es decir, es una propiedad característica de los elementos 
de una parte G de AXBXxC, G es el gráfico de la relación R. 





(6) Las fórmalas (1) y (2) podrían escribirse, respectivamente, si Au Bo E 
(4 Ne) Rx. (66) Ríx y 


se utilizan a menudo las fórmulas abrevíadas 
(Y vel) RO, vw, (3x yEFR) Ríx y 


o si no ha lugar a confusión £ 
(yx y RO y. (Gx y) RG y) 
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Lina fórmula como la 


Vx) Ey (v2 RG y 2) 
a a aserción, cuya negación es 
| Ex) (YY (7) no R(x, y, 2). 


HD Hatidiaremos en fin el caso particular en que A =B = E; una relación 
éntea ay e y de 1 ne llama relación binaria entre elementos de E o relación bi- 
ña definida nobwo 13; está caracterizada por su grafo o gráfica G, que es 
AA puerta de J6o< 10 
¿Pe ejemplo, la Igualdad as y es una relación binaria definida sobre un 
- Gablunteo $0 runlgulera, su grafo A se llama la diagonal de EXE, A está 
 Banerita pur das pares (x, 4), «dloscribiendo x el conjunto E. 

Ál una colación dellaida solica 0 ex verdudera para todo par (x, y), se dice 
lunas veeñs que ss una identidad. au grafo es Ex E. 





(Va Htr x) 
(Vr) [Roy => RO», 1)) 
(Vr) Jia, y y RG] => x 2 y 
Var, 9) Jia y y R(Gwz2] => Ríx 2). 


da Cernerorion: ln A repre do los grulon «de las relaciones binarias definidas 
ha Ñ que tengan una dle lan qroplecliclos precedentes (reflexividad, simetría, etc.), 


4 le penalderan lan relmetonies algulentes definidas sobre N 
E Fe Y Y Y Xx +y=p (p entero natural dado). 


, Helermbiiss de propiedades de estas clistintas relaciones, así como su grafo. 


E Iiualss preguotas para cada una de las relaciones definidas sobre E = (1, 2, ..., 10): 
bh iivida a y, « e y primon outra sí. 


1 Curcenponcencia entre elementos de un conjunto A y elementos de un 
svorjunto D 


4) ea lt ouna relación entre x elemento de A e y elemento de B, sea G 
Bl goalo; se lnma correspondencia entre A y B el triplete (A, B, G). A es el 
e du sutida, B el conjunto de llegada, G el grafo de la correspondencia. 

de lima corte según x el conjunto de los elementos y de B tales que los 
Parar (e, 1/1) pertenecen a G, igualmente corte según y el conjunto de los ele- 
henfos y de A tales que los: pares (x, 4) pertenecen a G. 
Bl mmijunto de definición de la correspondencia (A, B, G) es el conjunto X 
de lan eleventos x de A tales gue los cortes según x no sean vacíos; el con- 


AIN AREA rre 
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A 

junto de los valores de la correspondencia es el conjunto Y de los elementos 

y de B tales que los cortes según y no sean vacíos. Luego 


X=(x/GyeB) (x, yeG) 
Y =(y|GxeA) (x, y seG). 


Se dice también que para todo x de X la correspondencia está definida y 
que todo Y es un valor tomado por la correspondencia. 

Estos diferentes conjuntos están “figurados” en la figura 5, el corte según 
x=«a es no vacío, igualmente el corte según y =b, los cortes según x =«4" 
e y =b' soñ vacíos. 





Fic. 5 
A ; 
by Una correspondencia da origen a dos familias “de ecuaciones” 


(D R(x b) (2% Rí, y. 


Resolver (1) es buscar el corte según y = b, los elementos de este corte 
(elementos de A) son las soluciones de (1). Lo mismo para (2) las soluciones 
son los elementos del corte según x=. 


Fig. 6 
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e) Una correspondencia (A, B, G) es funcional en relación con la segunda variable 
ad, eunlquiera que sea x de A, existe un elemento único y EB tal que fx, y) EG. Dicho de 
uta unniera, el conjunto de definición es idéntico al conjunto de salida y todos los cortes 

regilttoy contienen un elemento único. La siguiente sección se va a dedicar al estudio de 
galan correspondencias particulares y muy importantes. 

Cunndo la correspondencia es funcional respecto a las dos variables: 

Pina todo x EA, existe y única de B, tal que fx, y) € G. 

Pi todo y EB, existe x única de A, tal que (x, y) EG. 

Su dice que es una correspondencia biunívoca entre A y B. 


Hauicricio 
A 1. R se considera las correspondencias definidas por las relaciones 
xX=y snx=p x23i<y d=y *+yx=1 


dielsronens para cada una de ellas los cortes según x= 4, según y =b, su conjunto de 
definición, su conjunto de valores. Determinar las que son funcionales en x, las que son 
fanetonaler sn y. 


7 
+ 


WWV. Aplicación de A en B 
H, Noción de aplicación (o de función) 


Maidos dos conjuntos A y B, una aplicación f de A en B es una correspon- 
Henola entre un elemento de A y un elemento de B, funcional con relación a este 
elemento de B, 


Dieho de otra manera: 


_. Undlquiera que sea el elemento x de A la aplicación f hace corresponder 
Hai elemento único y de B, Se dice que f aplica A en B o también que f 
A hint aplicación de A en B. 


bu pulabra función es sinónimaO de la palabra aplicación; se dice que 
la funvión f está definida en A y tonta sus valores en B, 
Aus el conjunto de salida o conjunto de definición de f, B el conjunto 
de Heyuta de f. 
y elemento arbitrario de A es la variable o el argumento de la función. 
Bl elemento único y de B que corresponde a x se designa f(x); es el valor 
He la lunción en x o la imagen de x por f, se lee “f de x”. 
La grifica de la aplicación o de la función f es la parte A X B definida por 


G=((4, YA xBiy= (0). 


Nottciones. —Se escribe 








f: ASB o abs 


, 0 ss hace que se emplee principalmente ia palabra «función» cuando el conjunto de llegada 
Hdi emmjunto de «números», es decir, una parte de R o C, pero esta regla no es general. 


en: A 
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que se lee: “f aplica A en B”. Se escribe igualmente 
(VxeA) r>oy=f()eB 
o simplemente 
x>y o x > f(x) 
cuando no da lugar a confusión; se lee “x da y por f” o “x tiene por imagen 
y por f" o “f envié x sobre y”. : 


En lugar de f(x) se escribe en ciertos casos f,, que se lee “f índice x"; 
volveremos a tratar esta cuestión de indices en 8 17. 


Una aplicación es, pues, un triplete f=(A, B, G), dos aplicaciones 
f=(A, B, G) y Ff =(A' B', G' son, pues, iguales si y sólo si 


A=N B=B 6G=G;, 
us decir, si tienen el mismo conjunto de salida, igual conjunto de llegada y si 
(VreA) f(x) = 801) 


se escribe entonces Íf = g. 


Serán desiguales (f x= g) si al menos una de estas condiciónes no se cumple. 
En particular sí A=A" y B=BP", f x g es equivalente a 


BxeA) fía) 260). 


El conjunto de todas las aplicaciones de A en B es un nuevo conjunto 
designado $(A, B). 


OBSERVACION 


Cuando no ha lugat a confusión hemos indicado que se puede decir «sea la aplicación 
(o la función) f:x >)»; por el contrario, la expresión «sea la función f(x)» es un 
abuso de lenguaje grave; en éfecto, 


foeB festa, B). 


Esta confusión entre el valor de una función en x y la función f, demasiado frecuente, 
es la causa de múltiples errores: 

Así no se debe decir «la función cos Xx», sino 

-——la función x+>>C08 X; 

—o la función coseno. 


12. Ejemplos 
a A=B=R (a, d, c reales). 


x>ax +6, x>a? + bx+<c, x= Sen x 
a>fi) cono f0=0 si xQ y f0)=1 si xéQ 
son funciones definidas en R y con valores en R. 
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Az=[—1, +1]<R, B=R, x>yY1l—3? es una función definida en 
1, + 1] y con valores en R. 

De una manera general se llama función numérica real toda aplicación de 
un conjunto E en R, y función numérica real de variable real toda aplicación 
de una parte de R en R. 


b) Las “transformaciones geométricas punto a punto del espacio” son apki- 
caciones del conjunto R' en sí mismo; por ejemplo, las traslaciones, rotacio- 
nes, homotecias de razón k 0, etc. 

La inversión 10, k + 0) es una aplicación de R3-—(0) en sí mismo, 

c) La aplicación f de A en B definida por 

(VWxeA) fa) = 


y, es una función constante (donde b es un elemento particular de B). 
La aplicación f de A en A definida por 


(VxSA)  f=x 


es la aplicación idéntica de A, o identidad de A; se le designa ida. 

Si A c B, la aplicación f de A en B tal que 

(Vxe A) fo =x 

vs la aplicación canónica de una parte A de B en B. 

d) Si el conjunto de salida es el producto cartesiano A X B y el conjunto 
de llegada es C, la aplicación 

f: AXB>C 

"definido también por 
A (x, y>2z = Kx, y) 


ño la llama función de dos variables, o de dos argumentos x, y. 


Así la aplicación de A x B en A definida por (x, y) >x es la función: pri- 
muera coordenada designada pr, Se definirá igualmente pra; en consecuencia, 
o tiene 


prix, y =x prÁx, y) = 
Á partir de una aplicación f de A x B en C, se puede definir una femilia 


úe aplicaciones de A en C: supongamos y fijo, la aplicación de A en C defi» 
mida por 


x> f(x, y) 


“depende de y; se le llama ía aplicación parcial definida por f relativa al valor 
y del segundo argumento; se le designa f, o f(., 4). Se tiene, pues, 


fh:A4 —C con £0) =f(, y. 
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A 
Se definiría de manera semejante f, o f(x, .) que es una aplicación de B 
en C relativa al valor x del primer argumento; se tiene, pues, 


y > Í4y) = f(x, y). 
e) Sea E un conjunto y A una de sus partes; la aplicación pa de E en 
(0, 1) definida por 


xeA palx) = 1 
reE—A pal) = 0 


se llama función característida de la parte A de E. : 
Es una aplicación parcial de la aplicación q de E X 8(E) en (0, 1] defi- 
nida por 
,l si xeA 
E Aj 0% A=CO y geE—A, 
EJERCICIO 
Demostrar que, siendo A y B dos partes de E no vacío, para toda x de 'E 


Pg-a(x) =1—og(x) 
PA = px) > A = B 
Panse) = 9er) 
Paya) 900 + Po — Pel. 


13, Imágenes e imágenes recíprocas de subconjuntos 


Sea f una aplicación de A en B y X una parte de A, se llama imagen de X 
por f y se escribe f(X) el subconjunto de B definida por 


0) = (fx) |xeX); 


dicho de otra manera, f(X) se halla descrito por f(x) cuando x describe X. 
En particular, (A) se lama la imagen de f, es un abuso de lenguaje por: 
la imagen del conjunto de salidá de f por f, se la designa algunas veces Im f. 
Siendo Y un subconjunto de B, se llama imagen recíproca de Y por f y se 
escribe f-XY) el subconjunto de A definido por 


FID) = (x¡f0) € Y). 


Observerios que f(X) es vacío si y sólo si X es vacío. Por el contrario, 
FXY) puede ser vacío sin que Y lo sea, por ejemplo, si existe Y no vacío 
tal que 

Y cB—AA). 


Si X= (x), f(X) tiene un solo elemento, es el conjunto (f(0)J es una 3 
parte de B, mientras que f(x) es un elemento de B. Contrariamente, FfU(yY 3 
puede ser vacío o contener varios elementos; con un abuso de notación, se: | 
le designa f-(y). 
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Por ejemplo, sea f: R+>R, fx) = sen x 





: Pan. Dl 
JU) = 0, m3 = er T, uN Tpkel 

Se demostrará a título de ejercicio los resultados siguientes, si X, y X, 
ii «dos partes de A e Y, e Y, son dos partes de B 


(DD XX >fAX)cC AX) (MM Y Y fHYy CAY) 

(Y AA UA) SAUS) Q) PAU Y)=fPUY) U FAY) 
VARONES NA BO PAN YY =P FAY 
DM PRARD)ORX (4) FOOD) e Y. 


Se observará en particular los resultados (3), (4) y (4). Para estos tres 

curra, los ejercicios 2 y 3 del 8 14 darán una condición necesaria y suficiente 

20 quita que la inclusión sea reemplazada, bien por la inclusión estricta, bien por 
la igualdad. 





a? 


PJrkoIicio 
Con la ayuda de la función pri: E, Xx E,>E, dar un ejemplo en el que 


(X, MX) > A) NM FOL). 


e 2d Cuindo A = B se pueden producir algunas particularidades: 
5/0) EX, se dirá que X es una parte estable por f. 
qa Si f(X)=X, se dirá que X es una parte invariante por f. Un elemento 


Y dr A tal que fíx) =x se dice invariante por f. 


Para una parte X invariante, se distinguirá una parte X descrita por elementos in- 
¿Varhíttes de una parte en la que no todos los elementos son invariantes (parte globalmente 
inverlunte). Por ejeriplo, en la inversión plana 1(O, R2) para el círculo (O, R) cada 
, Aito es invariante, mientras que todo círculo que es ortogonal al círculo (O, R) es 
: vá Alobmimente invariante. 





14. Suprayecciones, Inyecciones. Biyecciones. Aplicación recíproca de una 
biyección 


4) Dada una aplicación f de A en Be y un elemento de B, surgen dos 
preguntas: 
Ef UG), ¿es vacío o no? 


4" Si (y) no es vacío, este subconjunto de A ¿contiene uno o varios 
Aementos? 


Conocemos la respuesta de la primera pregunta (si A « Z) 
ye (No « D, 


Mx que nos permite definir una clase particular de aplicación: 
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4 


5 
DREINICIÓN 1.-—Una aplicación [| de A en B es suprayectiva, o también es una 
suprayección si y sólo si 


f(A) = 


Se dice también que f es una aplicación de A sobre B. 


Si [ es suprayectiva para todo y de B, f- (y) no es vacía, se dice también 
que f transforma A en B. 


En cuanto a la segunda pregunta, para y perteneciente a f(A), nos lleva 
a definir una clase particular de aplicaciones, aquellas tales para las que 
cuando f (y) es no vacío, contiene uno y sólo un elemento: 


DEFINICIÓN 2.—Una aplicación f de A en B es inyectiva o también es una inyección 
si y sólo si 
(Vx e A) [f£00) =$) => x=xY'] 
o también si y sólo si 
VYxxeaA) [4 => ff) % f0)]. 
Derinición 3.—En fin, una aplicación de A en B es biyectiva, o bien es una 


biyección de Á sobre B, si es a la vez suprayectiva e inyectiva. Se dice también que es 
una aplicación biunivoca de A sobre B,. 


b) A toda aplicación f de A en B y a todo clemento b de B corresponde 
una ecuación (ver 8 10 6), es decir, la propiedad de x 


(0) = 


verdadera para ciertos elementos x de A y falsa para los otros. Estos valores 
de x, que son los elementos de f-'(b) son las soluciones de la ecuación; 
encontrarlas es resolver la ecuación. 


Las definiciones precedentes nos permiten presentar la discusión siguiente :- 


f cualquiera  : bef(A): al menos una solución, 
BECA): ninguna solución. 


Íf suprayectiva : cualquiera que sea b: al menos una solución. 


f inyectiva : DEf(A): una única solución, 
»DEF(A): ninguna solución. 
 biyectiva : cualquiera que sea b: una solución única. 
TeormMA.— La aplicación f de A en B es biyectiva si y sólo sí la ecuación f(x) = y 


tiene una única solución cuelquiera que sea y de B. 


c) Supongamos f biyectiva; cualquiera que sea y la ecuación y = f(x) tiene 
una solución única; designémosla por x= g(), definamos así una aplicación 
de Ben A 


sg: BsrA  y=>x= gy) 








4 Iv] APLICACIONES DE A EN B : : - 45 


' que es visiblemente biyectiva, pues 
y =/() >=). 


La aplicación g se llama aplicación recíproca de la aplicación biyectiva f, 
se la designa f!, lo que no presenta ningún inconveniente, pues la equi- 
vulencia anterior muestra que £(Y) = f-(Y). 

Una biyección y su recíproca pueden representarse 


AzB 
fp 





por otro lado, 
: (Vx € AV y € B) ly =f(0)<=x=f 9]. 
4 OISERVACIONES 


l. Algunos autores llaman función inversa a la función recíproca de una biyección. 
Kutn costumbre se debe desechar, pues si f es, por ejemplo, una' aplicación de A en R* 
ln. inversa de f es"la aplicación definida por x= 1/f(x). 

2. No se corfifundirán las fórmulas f-(Y) y f-Uy) utilizadas *. todos los casos (ima- 
eN recíproca de Y, a de y por f) y la fórmula f-1 utilizada unicamente cuando f es 
Hyecliva. 

3. Se puede considerar la aplicación F de 3(A) en $(B) definida: por 


XcCA —-F(X) = f(X) 


qUe hu llama extensión de j a los conjuntos de las partes de A y de B y la aplicación G 
ne N(B) en 8(A) definida por 


YcB. G6N=HI0. 


Ciertos autores representan F y f con el mismo símbolo, así como G y f-1; desgraciada- 
tente en general, F y G no son biyectivos (ver filas 4 y 4” del $ 13 y ejercicio 2 a 
femtinuación) y F y G no son recíprocas una de otra. Nosotros no haremos esta asimi- 
hhelón y nos limitaremos a las fórmulas definidas en el $ 12 y recordadas en la observa- 
elón 2 más arriba. 


HIENCICIOS 


I. Entre los ejemplos dados en el parágrafo 11, determinar las aplicaciones que son 
ipinyectivas, inyectivas, biyectivas. Determinar las aplicaciones recíprocas de las bi 
yeoriones. 

+ Demostrar que 

¡cualquiera que sea XCA, —X"=fK(KX)=X]=f es inyectiva 
cualquiera que sea Y CB, Y = (FM) = Y] > f es suprayectiva. 


lid ejemplos en que 
XxX e YAY 
4. Demostrar que y 
fesmlqulera que sean Xy y X, de A,  (X,NX)=fAX)Nf(X)]=f-es inyectiva. 
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i 
A 


15, Composición de aplicaciones 


a) Sean tres conjuntos A, B, C distintos o no y dos aplicaciones f de A 
en B y g de B en C definidas por 


>y=ÍK) Yy>2=2E4) 
se puede definir una aplicación kh de A en C por 
(YvxeA)  2=h(x)= gx); 
h es la aplicación compuesta de g y de f y se representa gof, luego 
(YxEA)  £( (0) = (80 (). 


Esta operación, que asocia a toda aplicación f de SF(A, B) y g de $(B, C) 
una aplicación determinada gof de F(A, C), se llama “composición de las 
aplicaciones”; puede ser representada por uno de los diagramas siguientes: 


B f g 
Ha Ne 1 A > Br C 
AP 
A _—_—_—— € 
gof fog 
Dado el diagrama 
E L 4 
Ade 
E! => F' 


se dice que este diagrama es conmutativo si y sólo si ff'op =wy0of. 
EJEMPLOS 


1. SA=B=C=R, gof es la aplicación llamada «función de función» en matemá- 
ticas elementales, 

2. S¡A=B=C=E, E espacio de la geometría elemental, f y £ dos transformaciones 
puntuales de E (desplazamientos, homotecias, etc), gof es el «producto» de las dos 
transformaciones puntuales f y E. 


OBSERVACIONES 


1. En la notación gof, g escrito primeramente es la aplicación efectuada en segundo 
lugar, análogamente f escrita en segundo lugar es la aplicación efectuada en primer lugar, 
se dirá que g es la aplicación de izquierda y no la primera aplicación, que daría lugar a 
confusión, igualmente f será la aplicación de derecha, 

2. En lugar de aplicación compuesta, se emplea algunas veces (ver ejemplo 2 más 
arriba) el término de aplicación producto; en general esta expresión no se debe usar), 


(8) Se podrá decir en rigor «producto» cuando no haya lugar a confusión; por ejemplo, «producto 
de dos traslaciones, de dos desplazamientos...» O producto de dos permutaciones: de un conjunto 
(ver 8 85). 
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pues si A=B=C=R., por ejemplo, se llamará aplicación producto (ver $ 54) de q y / 
la aplicación p definida por 


Yxre BR) pad gd. 
Aaí si 

E Ad ANT 

HAY Gao DAN) sen (a) 

BA) CAR 


naturalmente Á >< p, 
bj) Sean cuatro conjuntos A, B, €, D y tros aplicaciones «definidas por el 
diagrama siguiente 
f 8 h 
A>B=> CD, 

Comparemos (Hog)of y ho(gof); observemos antes que 
hogE HB, D)>(hRogrofe FA, D) 
gofestA, C)>hol(gof)e F(A, D). 


Compararemos los valoras de (Rog)of y hofígof) para todo valor de A 


[Rogof] () = hoy [0] = Hed) 
[ho (303 (5) = h[(8 060] = AB) 


luego estas dos aplicaciones, teniendo el mismo conjunto de salida A y el mismo 
conjunto de llegada D y tomando el mismo valor cualquiera que sea x de A, 
son iguales 


| : (hogrof=holgaf) 


se expresa esta propiedad diciendo que la composición de las aplicaciones es 
asociativa; se puede representar esta asociatividad por el diagrama siguiente 


a B 
| 
Á 


y se escribirá simplemente 
(hog)jof=holgof =hogof. 











ES 
hogof 
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c) Observemos que para que gof tenga un sentido, es suficiente que 
conjunto de Negada..de.f =. conjunta de salida..de.g, 


luego en particular si A=C, gof y fog, aunque tienen sentido al mismo 
tiempo, éste es tal que 


go Í € S(A, A) fo g € $(B, B), 


luego finalmente la cuestión relativa a la conmutatividad de la composición de 
las aplicaciones no surgirá, en el caso estudiado, más que cuando A=B=C, 
Un contraejemplo nos mostrará que en general gof <fog, sea, 
A=B=C=R y 


f(x) = g(x) = sen x 
hi =gof h=fo08 
Huila) =sen (1) —RhAx)= (sen xy, 


Sea f una biyección de A en B (B distinto de A) y f* la aplicación 
recíproca de f, vemos que 


pp E 
A>B>A B>A->B, 
es dacir, 
Hof=id,  fof- = id. 


dy Teorema. —Si f y g son suprayectivas (resp. inyectivas) go] es suprayectiva 
(resp, inyectiva). 


Si hy £ son biyectivas, gojf es biyectiva y 
(gofi!=fldogru 
Escribamos 
f: A=B, g: BC, h=gof: ASC 
t>y=f0>z= (1) = Mx). 
Supongamos f y g suprayectivas para todo z de € 


GyeB) 2=é£) 
y S(reA) 2= ha) 
GxcA) y= f(x) 
luego h es suprayectiva. 
Supongamos f y g inyectivos 
ho) => g(y) = (y) > y = Y 
y=y f(M=(0>r=w 


luego h es claramente inyectiva. 
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ALT y 4 son biyectivas, análogamente gof; cualquiera que sea z de C 


22 ROMO OT e 2 fe 2) 
luego 
op =flrog! 


e) Hielo foamosplicación «de A en A ose puede escribir 


Hof Lo hood foso] 


a illes Ane [y e la Herido e ónima dde f (e entero estriclimente positivo). 
Mi, eli, Y dy, je ereribbltal lr entero estrictmente positivo) 


; ta dl a f mo if DB 
UNER A ll 


ls petrrlli lan e Pa Digi les, pa rs lación puede confundiraoa en 
A A 


hipiElelt. 








PA ¡ A 3d, inighial un lei +] yectlv, y que qu] 
2] mer hoi 
A pille dia he A ri A, tine que Jogo fut hoi y sólo 

E MIR Rede het uo hos yo ol ao] apra yectiva, 
Aa hot ile ade la Alen que of ida fo hi idas 
he fou delpaaddra oque o He po 
Mé dia esmjerioss AL HA0, o e i ts iyección $ de A sobre B (resp. E 
ile Hada UL quis heridas plc ion beds A 0, existe g de Ben C (resp. f de A en B) 
El) Aid pejo+h 

Pentrendo J quee esputo de salida Á y teniendo g por espacio de salida B, deter 

piba he comidlicions creara y suficientes verificadas por A, B, KA), £(B) para que 
his asyell das po fo y fog exístun simultáneamente, 

ho titeudo foo apliención de A en Á demostrar que las propiedades siguientes son 


Le TI 
( bo poes hiyectiva y f= fl; 
de ¡ 


1 nf id 
he oadice entonces que f es involutiva. 


Paro las aplicaciones siguientes buscar las que son involutivas 


A=R HAY ax ld 
Pi d | ax | b 
A=R—¿— — ON) “e (c 0) 
£ ( Í vada 


lh. Restricción y prolongación de una aplicación 
Sieudo f una aplicación de A en DY y X una parte de A, se llama restricción 
cafe fa X la aplicación g de X un MU olefinida por 
(Var Xi] ES) 
oy una prolongación de E. 


1, — ALGEBRA 
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Se representa algunas veces g por los símbolos fx o f|X. 

Si la restricción de una función está bien determinada por el conocimiento 
de f y X, no ocurre lo mismo con las- prolongaciones: siendo g conocido, 
unu prolongación f de g tiene sus valores bien determinados en X; por el 
contrario, en A—X sus valores son arbitrarios, 

Siguiendo el-mismo orden de ideas, siendo f una aplicación de A en B 
e Y una parte de B tal que (A) c Y, se puede considerar la aplicación Á 
de A en Y definida por hí(x)= f(x) para todo y de A, que se le denomina 
aplicación con valores en Y inducida por f. 

Es frecuente que, por abuso de notación, se representen todas estas apli- 
caciones por la misma letra f, no sin inconvenientes; consideremos, por ejemplo, 


f: R>YR y fx) = sen x 
£: IE a —>R g(x)'= sen ax 
-h: R>o[—1, + 1] h(x) = sen x 
k: E +1] KG) =sen x 


Estas cuatro funciones no son iguales (sus conjuntos de salida y lHegada 
respectivos no son los mismos); por otra parte, no tienen las mismas pro- 
piedades: 

Í no es ni suprayectiva ni inyectiva. 

É es inyectiva y no suprayectiva. 

h es suprayectiva y no inyectiva, 
k es biyectiva. 


Por el contrario, toman las cuatro el mismo valor para todo a de 


Te T ] oa 
—=, + —|; de una manera general diremos que dos aplicaciones 
2 , 2 3 > 


f: AsB 8: C>D 
coinciden sobre una parte común X de A y de € si 
VxreX)  f(0= gb), 


naturalmente esto supone también que B fi D no sea vacía y contenga f(X). 
l boss TT 
Las cuatro funciones f, g, h, k coinciden sobre | >> 5| , no las con- 
fundiremos, pero para simplificar designaremos su valor común en x por sen ., 
De manera general, se puede deducir de toda aplicación f de A en B una 
aplicación suprayectivta g que coincide con f sobre A, la g: A-—>f(A) defi- 
nida por 


(Ye A) ado = fa) 
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sl, además, f es inyectiva, g será biyectiva. Se observa que si i es la inyección 
canónica de F(A) en B (ver $ 12 b), se tiene f= 08, fórmula que se puede 
representar por el diagrama 


FA) 


ON 


4 —_——— B 


f wnu aplicación cualquiera; g, suprayectiva; ¿, inyectiva canónica. 

ln de si A=B y si X es una parte estable de A por f, es decir, si 
MX) X, llamaremos aplicación inducida sobre X por f, la aplicación g de 
X en A que coincide con f sobre X, 


17, Notación de Índices. Familia de elementos, Familia de partes 


Memos dicho que se utilizaba algunas veces en lugar de la notación f(x), 
ln notación por fallos f, (ver $ 11), Se dice entonces que la aplicación f: I->E 
define una familia de elembntos de E von indices pertenecientes al conjunto I 
gue we lama conjunto de dos nó en lugar de la notación 1->4, se 
etiples a mentadas la cotución 

Ue 


e e] oal o eoujusto (4),,, es una subfamilia de (a); se dice también 
pj estritla de ln fomilia (a) (Es D, 

ioel vonjunto de los índices es un producto cartesiano 1 x J, se define 
una beendlla doble 


Miner . 


Dido un conjunto E podremos definir la noción de familia de las partes 
de lo con Índices; escribiremos 


(Adier a 


llemos definido 8 7 la intersección y-la reunión de una familia de par- 
les de E, para una familia con índices, tendremos 


NP a=(] (vie rea) 
FEl 
Ua= (x(3iel) xeAj). 
i86lI 


ll conjunto de las A, cuando i describe I será un recubrimiento de F 
parte de E (ver 8 7), si y sólo si 


FolJa. 


¡el 
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La aplicación ¿—> A, siendo inyectiva, el conjunto de las A,, -recubrimiento 
de E, cuando ¿ describe 1 será una partición de E si y sólo si (ver 5 7) 


(vieD Air 0 
(WiPeD [41 => A¡NAr=9], 
es decir, todo x de E pertenece a una y sólo una parte A,. 
OBSERVACION 


Si => f(1) = a, se comete alguna vez el abuso de lenguaje que consiste en llamar 


familia (2), 61 no a la aplicación f: 1—E, sino a la imagen de f, es decir, al conjunto f(D. 


V, Relaciones de equivalencia 


18. Definición. Clases de equivalencia. Conjunto cociente 


a) DEFINICIÓN. — Una relación binaria R entre elementos de un conjunto E es una 
relación. de equivalencia. si es reflexiva, mec transitiva. 


o 


Se escribirá 
x=Y (mod R) 


que. se. enuncia :“x e y son-equivalentes —o congruentes— módulo R”, o bien 
“x es equivalente -—o congruente-— a y, módulo R”. Luego si R es una relación 
de equivalencia, tenemos (ver 3 9, d) 


fvxeE) x=Y (mod R) 
(Yx, ye E) [x= y (mod R) ==> y = x (mod R)] 
(Vx, », 28 E) [(<=y (mod R) e y=z (mod R)) ==> x= 2 (mod R)] 
b) EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


Demostrar que las relaciones siguientes son relaciones de equivalencia: 
1, En E, x= y (igualdad, o identidad). 
2. En E, x == y cualquiera que sean x e y de E (equivalencia absoluta), y 
3. En Z, siendo p un entero estrictamente positivo la relación «p|x— y», es decir, 
«p divide x-—y». Se le llama congruencia módulo p. Ñ 
4. En R la relación «existe un entero racional k tal que x—y= 2kn», Se le Hama + 
congruencia módulo 2. 4 
5. En el espacio E de la geometría elemental el paralelismo de las rectas (resp. de 
los planos), considerando por convenio que una recta o un plano es paralela a ella 
(o a sí mismo). 
6. Siendo L el conjunto de los dedicas ligados del espana de la geometría elemental, 


la equipolencia, es decir, la relación «AB! se deduce de AB por una traslación». 
7. Siendo L kl! conjunto de los ds ligados del espacio de la ) eme tta elemen- 3 


tal, la relación «AB se deduce de AB por una traslación paralela a AB». 
8. Si f es una aplicación de A en B, la relación definida en A por f(x) = Kx5). 


Ed 
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e) Clases de equivalencia módulo R. Conjunto cociente 


Si R es una relación de equivalencia definida sobre E, se llama clase de 
wpuivulencia, módulo R, toda parte de E descrita por todos los equivalentes 
a otino de ellos x, se le designará [2 se dirá que x es un representante de la 
cuño Y 

Vodo 4% equivalente a x módulo R pertenece a *; luego *” c Xx; como la 
relación xo x% (mod R) es simétrica, se tiene también x cx finalmente 


[x=x*x (mod R)] ez =x, 


Conaldoremos dos clases de equivalencia módulo R, x e y; o bien son 
disjuntas, o bien existe z de E tal que 


7EX y  2€Y, 


Tego «en equivalente, módulo R, a x y a y y en virtud de la transitividad 
* 4 4onon equivalentes, módulo 6; Juego las clases % e y se confunden; 
pur inde! 


'Teekita: << Hon eluras de eputendencin, qeidulo BR. son disjuntas 0 confundidas, 









la lada, tdo a ade E pertenece nl menos a una clase £ (aquella que 
ña aola, puentes opus a als om disjuntas o confundidas; 

Ny A elas en yacía, puento «ue Y contiene al menos a x, luego el 

An elgaes uddalo le va ma partición de 18 

Ag4lmente, sen Noms partición de 1 (ver 8 7 y 8 17), la relación 
A y durtamacón al mixmo elemento 1 de la partición” es visiblemente una 

prablñn de sulvalencia definida sobre E, Juego: 


VROREMA Y DEIINICIÓN, Dia ona relación de equivalencia R definida sobre un com 
"MA Bal o wentunta de lux clases de equivalencia, módulo R, es una partición de E. 
raramente, todo puettelón de Y define una relación de equivalencia sobre E. 
*“ csnlunto de lu claros de equivalencia de E, módulo R, se llama conjunto cociente 
dee li por da relación de equivalencia Ro y se designa E/R. 


Mendo lun cluses de equivalencias partes de E son los elementos de $(E), 
BR .n, pues, ina purte de 3S(E), luego un elemento de $(8(E)) 


A EE eE) 
ve E/R E/R C8(E)  — E/Reg8(8(E)). 


Consideremos la aplicación de E en E/R definida por x > x; por definición 
del conjunto E/R es suprayectiva, se le llama la suprayección canónica de E 
hilo 1/R. 


PRARRYACION 


Hobie el término «representante» de una clase de equivalencia. 
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Si £ comprende más de un elemento, la noción de representante no es una noción 
canónica. Pero puede ocurrir que haya un representante privilegiado determinado por una 
condición natural: 


1. Por ejemplo, en Z para la relación plx—y [p>0), para todo.x existe q y * 
únicos (ver 5 36) tales que x =pq+ry0=<r<p se tiene i=r re(o0, Diriis » p—1) 
y r es único. ] 

2. Análogamente en R para la relación «sen x =sen y existe un xp único tal que 


» . T T 
x= xo y Xy € re . 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


Verificar la tabla siguiente dando las clases de equivalencia y los conjuntos cocientes 
relativos a los ejemplos anteriores y las denominaciones de algunas de estas clases y de 


estos conjuntos cocientes, 
Relación R Ciases módulo R Contunto cociente E/R 
1x1)... (69, ...S(S(E) 


x = y (identidad) 
ps e Pe (Ey) 
Z/pZ 





























Enteros módulo p 


Números teales tnó- 
dulo 27 
Dirección de recta 


Pix—=yY 
¡keZ) x—y=2 







R/2nZ 
Conjunto de todas las 
direcciones de recta 
Conjunto de todas las 
direcciones de plano 
Conjunto de los vec- 

tores libres 







5. Rectas del espacio) Paraleismo 














Planos del espacio Paralelismo Dirección de plano 
















6. Vectores ligados! Equipolencia 
del espacio 


7. Vectores ligados AB se deduce de AB 
del espacio por traslación paraq Vector deslizante 
lela a AB 
f E=F 

Ho) = f0) 


Vector libre 












Conjunto de los vecto- 
res deslizantes 


UN, ] ye KE) 





















HN (y e KE) 






Cuando hayamos definido Z (estudiaremos con detalle la relación p|x—y (ver $ 64, «i 
. €)) explicaremos en el $ 75 la notación Z/pZ. Por otro lado, la medida de un ángulo 4 
es un número real módulo 27. 


19. Compatibilidad de una relación con una relación de equivalencia 


a) Una relación de equivalencia sobre E presenta un mayor interés cuando 
conserva para ax” equivalente a x, módulo R, ciertas de las propiedades de x ; 
de donde las siguientes definiciones; 7 
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1. Una propiedad P definida sobre E es compatible con una. relación de 
equivalencia R definida sobre E si 


Vxx) [60 y RG, x) => Po0)]. 
2. Una relición binaria S definida sobre E es compatible respecto a x 
(resp. a y) con una relación de equivalencia R definida sobre E si 
War) [5% » y Ríx 4) => Su, »)] 
respectivamente, 
(Vx, y») [(S(x, y) y RO, y) => Síx, y)l. 


3. Una relación binaria S definida sobre E es compatible con una relación 
de equivalencia R definida sobre E si 


(Y1x,9,x,3)9 [(Stx, Y) y Rí(x,x) y RG, y) => SQr, y')]. 
bj En particular, dada una aplicación ¿ de E en F, la relación 
(1) = f(x) 
es una relación de equivalencia definida sobre E y 


lyu=f0 y fo=f4M]=y=f) 


de donde: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. —— Dada la aplicación | de E en F, la relación y =$f(0) es 
enmpatible respecto a x con la relación de equivalencia Kx) = [(x"); esta relación se Hama 
relnción de equivalencia asociada a la aplicación f. 


Esto nos permitirá factorizar de una manera canónica toda aplicación. 
Memos dicho anteriormente (8 16) que f=10g, siendo g la suprayección 
de E sobre f(E) que coincide con f sobre E e i la inyección canónica de 
KE) en F 


[O = [(1) = gl) = g(x) 


ken R la relación de equivalencia asociada a f (de E en F) o a g (de E sobre 
Í(11)), Designemos por Y la clase de equivalencia, módulo R; si se: pone 
Yo f(x) = g(x), Xx no es otro que f-(4), si se considera la suprayección canó- 
viva s (ver $ 18) definida por x—>s(x)=x% de E sobre E/R, cada clase 
é->f Uy) corresponde biunívocamente a y elemento de f(E); dicho de otro 
odo, j 

g=bo0s 


álendo A la biyección de E/R sobre f(E) definido por X->bD(x) = y, tenemos 


s b i 
E>E/R->f(E) >F 
>i —>Yy =>Y 
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es decir, 
f=iobo0s, 


fórmula que se puede representar por el diagrama 


Í 
E —>F 
Sa) Pi 
E/R =>((E) 
b 


s suprayección canónica de E sobre E/R. 
b biyección canónica de E/R sobre f(E). 
i inyección canónica de f(E) en F. 


Conclusión. —Las consideraciones desarrolladas en este párrafo y el pre- 
cedente muestran que, para un conjunto E, definir: 

-— una partición de E, 

— una relación de equivalencia R sobre E, 

—una aplicación de E en un conjunto no vacío cualquiera F 


son tres aspectos de una sola noción: se trata de descomponer. siempre E 7 
en subconjuntos no vacíos tales que cada elemento de E pertenezca a uno 
y sólo a uno de estos subconjuntos. 


EJERCICIOS 


1. Siendo f una aplicación de E en F, demostrar que hay sobre E relaciones de j 
equivalencia S distintas de la fix) = HKx”) tales que y = f(x) sea compatible respecto x 
con $ (ver ejercicio número 22, fin del capítulo 1). 


2. Determinar las descomposiciones canónicas de las siguientes aplicaciones de R 
en R 
xx Xx ->sen X. 


20. Potencia de los conjuntos 


Dados dos conjuntos E y F, consideremos el enunciado “existe una bi- 
yección de E sobre E”. Como no existe ningún conjunto del que todo con- 
junto sea elemento (ver $ 3), diremos, por extensión de la noción de relación, 
que el enunciado precedente define una relación sobre la clase de todos los 
- conjuntos. 


Precisemos las propiedades de esta relación: 

l. Existe una biyección de E sobre E: identidad de E. : 

2. Si existe una biyección f de E sobre F, existe una biyección de F 
sobre E; a saber, f-* (ver 8 14). 

3. Si existe una biyección f de E sobre F y una biyección g de F sobre G, 
existe una biyección de E sobre G; a saber, gof (ver $ 15), E 
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Luego esta relación entre conjuntos cualesquiera posee las tres propie- 
dudes de una relación de equivalencia. La relación “existe una biyección de 
E sobre F” se traduce por “los conjuntos E y F tienen la misma potencia” 
v bien “E y F son equipotentes”, y se escribe 


E ey F. 
FÍERCICIOS Y EJEMPLOS 
l. Todos los conjuntos que tienen / elementos distintos dos a dos son equipotentes 


entre sí y en particular a (1, 2, ..., n—1, n). 


2, Los conjuntos equipotentes a N o a una parte de N se llaman numerables, Demostrar 
gue el conjunto de los enteros pares positivos con el O es equipotente a N, análogamente 
el conjunto de los enteros positivos con el (O que son los cuadrados de enteros, o las 
potencias p-ésimas de enteros (ver $ 42). 


5. Demostrar que el conjunto de los reales x tales que 0<x<1l es equipotente 
al conjunto de los reales y tales que a < y < b y que los dos son equipotentes a R, se dice 
ile ticnen la potencia del continuo (utilizar una función lineal, después la función tangente). 


VI. Relaciones de orden 


21. Relaciones de orden. Conjuntos ordenados. Ejemplos 


«) DeriniciónN. — Una relación binaria R entre elementos de un conjunto E es una 
telución de orden si es reflexiva, antisimétrica y transitiva, 


En lugar de R(x, Y), se designará una relación de orden bien por un signo 
específico (ver los ejemplos), bien por 


xy 


e se enuncia indiferentemente: 

-“x es inferior a y”, o “y es superior a x”, 

-“x es anterior a y”, o “y es posterior a 2”, 

La relación y <x (entre x e y) se llama la relación de orden opuesto a 
7 

Para toda relación de orden tenemos, pues (ver 5 9, d), 


(vxeE) <x 
(Vx yeE)[x<y e y<x)=>x=y] 
(Vx y, 78 E) [r<y e y<z)>x<2z). 


Un conjunto provisto de una relación de orden se lama conjunto ordenado 


por esta relación de orden, se dice también que posee una estructura de orden. 

Sea Á una parte de un conjunto E ordenado por la relación x<y, para 
hmm elementos de A esta relación define una relación de orden sobre A, se 
dico que esta relación sobre A es inducida por la relación x-<y sobre E. 
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Representaremos una relación de orden sobre E y las relaciones de orden 
inducidas sobre las partes de E por el mismo símbolo; una relación de or- 
den definido sobre E es una prolongación de la relación de orden definido 
sobre A. 


b) EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Sobre R la relación a < b es una relación de orden, ella induce sobre Q, Z, N 
la relación « < b. Se enuncia «a inferior a b» o «b superior a a». 

2. Sobre N* la relación a]b que se enuncia «a divide b» es una relación de orden. 

3. Siendo E un conjunto, sobre 8(E), la relación ACB (inclusión de las partes) 
es una relución de orden. 


4. Sobre el conjunto de los puntos regados por un río, sus afluentes y los afluentes 
de estos últimos, la relación «A es posterior a B en el sentido de la corriente de las aguas» 
es una relación de orden. 

ce) La relación 

EXY y xAY 
no es una relación de orden: no es ni reflexiva, ni antisimétrica, es sola- 
mente transitiva; se enuncia 


“x es estrictamente míerior a y” 


“x es estrictamente anterior a y”. 


OBSERVACION 


Algunos autores llaman esta relación «x<y y x > y» relación de orden estricto, esta 
expresión no es aconsejable, pues esta «digamos relación de orden estricto» debería ser 
un caso particular de relación de orden, luego debería tener al menos las propiedades 
de una relación de orden; sin embargo, no es así, como acabamos de ver. 


En R se escribirá x< y (x estrictamente inferior a y) por x<y yx: %Y 
Se verá que nos alejamos del lenguaje al cual, quizás, el lector está acos- 
tumbrado enunciando 


“x inferior a y” para ez 
“x estrictamente inferior a y” para te < 
para evitar una posible ambigúedad, se puede también decir 
“x inferior a y en sentido amplio” para  “x=<y” 
(pero esto recarga el lenguaje). 


Así, para x 20 (resp. 1 <0), se dirá “x positivo” (resp. Xx negativo), 
“x positivo en el sentido. amplio” (resp. x negativo en el sentido amplio). 


22. Orden total, orden parcial. Conjunto totalmente ordenado 


a) En el ejemplo 1 (8 21), cualesquiera que sean a y b de R una de las 
dos relaciones 
a<b ba 








rara A 
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én siempre verdadera. No ocurre lo mismo para los ejemplos 2, 3, 4. En N* si 
consideramos 3 y 7, ninguno de los dos divide al otro. De donde las defini- 
vjones siguientes: 

DIEUINICIÓN. — Se dice que una relación de orden KR define sobre E un orden total 
MM, cudlesquiera que seán a y b, se verifica 


a<b o ba, 


Se dice también que dos elementos cualesquiera son comparables en el orden definido 
por R. Se dice igualmente que E está totalmente ordenado por R oO que E posee und 
entrictura de orden total. 

Cuando existe al menos un par (x, y) de elementos de E no comparables por el 
enden definido por R, se dice que R define un orden parcial o que E está parcialmente 
ordenado por R. 


IN En un conjunto totalmente ordenado se llamará segmento o intervalo 
verrado [a, b] e intervalo abierto Ja, b[“? las dos partes de E definidas, 
respectivamente, por 

[a, b] =(xla<x=<b) 
Ja, b[ =frla<r<b y xxa y *x3xb) 


Igualmente adaptaremos las notaciones siguientes 


(1) [a, bl =fxJa<x<b y xxb) 
(2) Ja, b] =(xJa<r<b y xmxa) 
0) [a >[ =(x[a<%) 

65 Ja, >[ =(xla<xr y xxa) 
(1) Ia, 24] =([(x xr <a) 

¿el le, a[ =[(xlx<a y xa] 


(1) (resp. (Q)) se llama intervalo semicerrado a la izquierda (resp. a la 
derecha), semiabierto a la derecha (resp. a la izquierda). 


(O) (resp. (3%) se llama sección terminante cerrada (resp, abierta). 

(4) (resp. (4) se llama sección principiante cerrada (resp. abierta). 

Todas estas notaciones se utilizarán principalmente en R, así como en Q, Z, N 
totalmente ordenados por Y <yY. 


(dd) En E totalmente ordenado, se llama sucesor a” de a todo elemento 
fui yue Ja, d'[ sea vacío, se demostrará fácilmente que si tal elemento existe 
ws único; se llamará igualmente predecesor 'a de a todo elemento tal que 
e, e[ sea vacío. Si existe es único. 


Por ejemplo, en R o Q un elemento no tiene ni sucesor ni predecesor; en Z; 
Wo att y ta=a—l. 


() Con ab, 
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23. Elementos notables de un conjunto ordenado o de una parte de un 
conjunto ordenado 


a) Mayorantes (cotas superiores) y minorantes (cotas inferiores) de una 
parte X de un conjunto ordenado E 


DEFINICIÓN, — Dada una parte X de un conjunto * ordenado E, un elemento a de E 
es un mayorante (cota superior) de X sí 


(vxeX) xa 


Se dice que X es una parte mayorada“) de E. Igualmente b de E es un 
minorante de X si 
(vxeX) b<x. 
Se dice que X es una parte minorada*'" de E. 


Una parte a la vez mayorada y mivorada se llama una parte acotada de E, 
Es evidente que todo elemento superior a un mayorante es también un 
mayorante, y todo elemento inferior a un minorante es también un minorante. 


EJEMPLOS 
í. En un conjunto totalmente ordenado (por ejemplo, R) una sección principiante 
es mayorada, una sección terminante es minorada, un intervalo es. acotado. 
2. Designemos por €l el conjunto de las partes de E contenidas en una parte A 
no vacía de E, €l es mayorada por todas las partes de E que contienen AÁ, 
bj Máximo y mínimo elemento de un conjunto ordenado 
Supongamos que existe, en E, un M tal que 
(y x e E) x <M. 
Este elemento es único; en efecto, sea M' otro elemento tal que 
(yx € E) a M', 
tendremos a la vez 
M'<M y MM; 
luego M = M'; de donde: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. — Si existe en E ordenado un elemento superior a todos Los 
demás es único, y se le lama el máximo elemento de E, 

Igualmente si existe en E ordenado un elemento inferior a todos los otros es único, 
y se le llama el mínimo elemento de E. 


Se podrá definir, si existen, el máximo y el mínimo elemento de una parte X 
de E ordenado; son únicos y pertenecen a X, 


() Acotada superiormente, (N, del TF.) 
Que) Acotada inferiormente. (N. del T.) 
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HIIMPLOS 


1, R,0O, Z, ordenados por x < y no tienen ni máximo ni mínimo elemento, N orde- 
mudo por x <y tiene un mínimo elemento O. 


Un intervalo cerrado [a, b] de R tiene un mínimo elemento a, un máximo elemento b, 
a ocurre lo mismo en Ja, b[. 


2. En N* ordenado por x|y hay un mínimo elemento 1, pero no hay máximo. 
3. 8(E) ordenado por A B tiene un mínimo elemento 4 y un máximo elemento E. 


c) Límite superior (resp. inferior) de una. parte acotada superiormente 
(resp. inferiormente) de un conjunto ordenado 


Verinición. —Se llama límite superior en E, de una parte acotada supériormente X 
de li ordenada, la más pequeña de las cotas superiores (si existe) y límite inferior en E de 
ina parte acotada inferiormente X de E la más grande de las cotas inferiores (si existe). 


Estos límites, si existen, son únicos, y se les designa 
b=infp X B = supg X, 


qe se enuncia “inf de X en E” y “sup de X en E”. Observemos que estas 
tociones son relativas a X y a E; si 

XcFcE 
X puede tener muy bien un límite superior (o inferior) en E y no tener en EF 


(ver ej. 4 más abajo). 
Si no puede surgir ninguna ambigúiedad, se escribirá 


b= inf X B = sup X. 
MJIUMPLOS Y EJERCICIOS 
1. Si E es totalmente ordenado y si 4<b 
inf la, by=a sup (a, b) =b, 


Igualmente si X =(4,, 8, ..., q,) con 4,<4d,<... <a, el límite inferior es 4, 
y el límite superior es a, se escribirá ' 


inf (a, b=a inf (4, Uy ..., 4) =4, 
sup (a, bp=b Sup (8; dy ..., 2) =4M,. 
2. EnQoR 
inf [a b]= inf Ja, b[ =inf la, b] =inf [a, b[ =4 
sup la, b] =sup Ja, d[ = sup. Ja, b] = sup [a, b[ = 0. 


3. En 3(E) ordenado por A < B demostrar que inf (X, Y) y sup (X, Y) existen 
y dleterminatlos. 

La misma pregunta para [x, y) partes de N* ordenada a|b. 

4. Sea X el conjunto de los racionales x positivos tales que x?< 2, demostrar que X 
ibne un sup en R y no en Q 
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5. Teniendo X e Y partes de E un límite superior y un límite inferior en E, 
demostrar que 
xY il X> inf Y Y sup X <sup Y. 


6. Se considera la parte X de Q: (x,),¿y. definida por 


ES 


E] 


1 
=—+ (1) 
” sl 


ordenado por a < b. Demostrar que X diene un límite inferior y un límite superior. 


Con algunos de los ejemplos precedentes se ve que el límite inferior —o 
superior—- de X (si existe) puede o no pertenecer a X. Se demostrará fácil 
mente el siguiente resultado: 


TEo0REMa. — Si X es una parte de un conjunto ordenado, las dos propiedades siguientes 
son equivalentes: 

a) Mes límite superior (resp. inferior) de X y perienéce a X. 

by Mes el máximo (resp. mínimo) elemento de X, 


d) Elementos maximales, elementos minimales de un conjunto ordenado 


DEFINICIÓN. —Si existe un elemento q de E ordenado tal que 
[xeE y a<x]=>x=a 


se dice que a es un elemento maximal de E. 
Si existe un elemento a de E ordenado ítl que 


[xeE y x<al>ox=a4a 
se dice que a es un elemento minimal de E 


Dicho de otra manera, un elemento de E ordenado es maximal si no hay: h 
en E elementos que le sean estrictamente superiores, y minimal si no hay en E] 
elementos que le sean estrictamente inferiores, 

Es evidente que el máximo elemento M de E, si existe, es maximal; por 
otra parte, es el único; igualmente si hay en E un elemento mínimo m, es 
minimal y es también el único. 

Como se verá en los siguientes ejemplos, las recíprocas son en general 
falsas; sin embargo, si el conjunto E está totalmente ordenado y si a es un 
elemento maxímal, es comparable todo elemento * de E y es imposible que a 
admita elementos que le sean estrictamente superiores, y es, pues, superior 
a todo x de E, luego es el máximo y es único, Análogamente en E totalmente 
ordenado, si a es un elemento minimal, es el mínimo y es único, 


Entonces las nociones de elemento maximal y elemento minimal de un? 
conjunto ordenado no tienen verdaderamente interés más que para los con- ] 
juntos parcialmente ordenados. 
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AIRMPLOS 


4 Sm KG) ordenado por Á < B, como hay un elemento mínimo ¿2 y un máximo E, 
HH dilo elemento minimal es Y y el único elemento maximal es E. 


zo Prim em YO) 10 no hay elemento mínimo, las partes (x] con un solo elemento 
4H la plementos aninimales. 


En MED 449, E) (conjunto de las partes propias de E) hay elementos múnimales 
4) y elenmentos imasdemales 1 (x) 


db NAO [1 ordenado por «[b huy elementos minimales; los números primos no 


Min elementos contrictamente inferiores», es decir, elementos que los dividan y sean 
Piñatas » ellos. 


4 Bn eb ejemplo 4 del $ 21, In desembocadura del río es a la vez el mínimo y el 


4 mb mbiliónd; pero dolo ancimiento de río, de un afluente, de un subafluente, 
0 460 pleparógr dos osorno ra) 


H Orden unbre el producto vcarteslane de dos conjuntos ordenados 


Mudar den venjuntes ordenmdos 1 y Uy se pueda preguntar cómo definir un 
id AN Y iedlanio don memos definidos sobre E, y Ez, se puede 
Ai iúñieas, de las que davetos aolumente ejemplos, 


¡=> MA B TN A y E, descrito por Xy Ya +... 
Ba Halñemios de orden pus la notación +. 


Y (4), 1) Yon 1) 
Be la palaelón 0 definida sabre Ey < Es por 
On wMels om y vodal 


E 


3 Melbnanta qué la relición O debian sobre E, X E, es una relación 
hi Ne Hles ue enla andes es el orden producto de los órdenes defi- 
ae A y E 

Penta que al 1 y 0 tienen cada uno más de un elemento, el orden 
8 04 parela) (ml e, dns 1 dos pares (A, Ya) y (4, %2) no son com- 


Ue). 

Ape par ejumiplo, Ey 5) R, siendo el orden sobre R el orden 
al, eonableremos al elemento e (a, da), las rectas 1,4, 1=2) 
leon Ausrosmjgumsr 0) plano Hox Ren cuatro partes (fig. 7), 


Loxa y Xx) = da 
hs a y Xx» ÁÚ Gr. 
UL :-.0 y Sh. 
IV. YX - 4 y X2 > Ga. 


pon Mala dencompierieión es un recubrimiento del plan RxR, lo que no es 
MAR pariluión, puen Toy TIE tienen por intersección (a). 
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Se observa que a= (a,, a) es comparable 'con los elementos * = (x, 
de 1 (a los que a es inferior) y con los de III (a los que es superior). Pero 
no es comparable con los elementos de 11 ny de IV, 


% 








Fic. 7 Fic. 8 


b) EjempLo 2.—Con la misma notación que en el ejemplo precedentj 
consideremos la relación O” definida sobre E, X Ez por 


Ox Pel <Yy o (bh =YH y *%<VY)l. 


Se prueba fácilmente que O” es una relación de orden (resulta sólo un pod 
más largo que en el ejemplo precedente). Naturalmente si al menos uno 
los órdenes sobre E, o E, es parcial, el orden definido sobre E, Xx Ez ( 
también parcial; pero si el orden sobre E, y Ez son órdenes totales,.se ol 
aj que el orden sobre E, X E, es también total. Tomemos, por ejempif 

=E,=R, siendo el orden natural el orden sobre R. Consideremos W 
alo a= (4, a), la recta 1, =4, y el punto e permiten descomponj 
el plano en dos regiones solamente 


L x>4 o (,=4 y 24). 
IL 1 <a, o (,=a, Y Xx: <4)) 
Es un recubrimiento del plano (no es una partición, pues la intersección d 


l y de ll es (ap). a es comparable a todo punto del plano: es inferior a' E 
puntos de 1 y superior a los puntos de IL i 


EJERCICIO 


Demostrar utilizando un cambio de coordenadas en el plano que se podría defif 
en RX R una infinidad de órdenes análogos bien a O, bien a O”. 


E 
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£) Orden Joxleográfico 


Primos Mellmente ex ener esos “os ejemplos al producto de más 


ads A ao tentes, Consido="=="08 soleoontoo on co oojpotoo igolo 
a O A E ent ordenados y consideremos el conjunto 
elo. Pongamos 


: " “(Ey y 0 Y) Y = (Un Un -<<» Yn) 
Benaidarenos li relación | definida por: 

B hlen ne Vi 

0 bl lc cs lesa do 10 dal que 


Red paratudo ¿hi y <a, 


sb puta dudes NT y Yo S Ya 


A polavión l, ñ e veluelón de orden total, se le Hama 


el -Ifubotb- le «uu Iengua —rdenada 
ii a, cy 8 él vrdea de las palabras en un 


HA ( Haturalens, 
A lA 8 A amdenadon) 


Hhjunta A on un conjunto 1 ordenado 


a a falmolón que designnremos <, consideremos 
AIN IdA por 


(VAR AL [00 


a ba pelación de orden, se lo designará f<g. 


ualmente al sl orden sobre Bes total, el orden así 
FA, BD) és parelal emuido A tiene más de un elemento. 


gniliva ad y lao eno dde (ver BUD, 
[War A! Hed gor ya [VicA) $6) = ¿001 





;S PIV+ EA) fiv) 00] y  [BxcA) ¿00>g0)). 

ga parta, al CA) Llena um Símito superior (o inferior) en B, se dirá 

Papiro yue exto mile superior (o inferior) es el límite superior 
Rf euando a dexeribe A y se escribirá 


sta [Á) — sup f infg f(A) = inf f. 
anA eA 
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Igualmente si f(A) es acotada inferiormente (o superiormente, o acotada 
en B), se dirá, siempre por abuso de lenguaje, que la función f es acotada in- 
feriormente (o acotada superiormente o acotada). 

En particular si X es una parte de un conjunto ordenado A, considerando ;j 
la aplicación canónica de X en A (ver 5 12, b), se escribirá 


sup X= sup Y inf X = inf x, 
xEX e X 


EJERCICIO 


Demostrar que supg FÍA) es el valor de la menor aplicación constante superior a f; 
igualmente inf, FA) es el valor de la mayor aplicación constante inferior a f, 


b) Aplicaciones de un conjunto ordenado A en un conjunto ordenado B 


" Designaremos con el mismo símbolo las dos relaciones de orden sobre 
A y B (3). 


DerIixicióN 1.—Se dice que la aplicación f de A en B es creciente si la relación 
x < x, entraña Hx,) < f(x); se dice ee f es decreciente si la relación x, E x, entrañ 


f (x) z fx). 


Se dice que [ es monótona si f es creciente o si f es decreciente. 


OBSERVACIONES 


1, Se observará que si el orden sobre A y B es parcial, la definición de una función 
decreciente (o creciente) indica que, si x, y x, som comparables, también lo son 10): 
y fx). 

2. No hay que pensar que una función no creciente es decreciente. En efecto, la 
negación de «para todo par (x, xp) tal que x, < xp se tiene f(x) 5 f(x)» es «exis 
al menos un par (x,, x,) tal que f(x) > f(x,)». 


DEFINICIÓN 2.-—Se dice que la aplicación | de A en B es estrictamente crecien 
si la relación x, < x, entraña f(x) < f(t); se díce que f es estrictamente decreciente si 
relación x, <x, entraña f(x) > Fc). 

Se dice que f es estrictamente monótona si | es estrictamente creciente o estrict 
mente decreciente, : 


TEOREMA. —$Si f y g son monótonas (resp. estrictamente monótornas) goj es monótonf 
(resp. estrictamente monótona); gof es creciente (resp. estrictamente creciente) si y sóla 
si f y g son las dos crecientes o las dos decrecientes (resp. estrictamente crecientes, o estrictan 
mente decrecientes). - 


Pongamos 
f: AB; g: B>C; h=gof 
x>y=f(1)>2= g(y) = Mx). 


Supongamos, por ejemplo, f creciente y g decreciente, tenemos que 
113074 =Y4>2% 2 2) 
luego h es decreciente. 
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NHERCICIOS 


l. Se considera las aplicaciones siguientes de una parte de R en R. Determinar los 
lintervalos en que ellas son monótonas 


xj) =0a?+bx+c pa 
x+d 

x-—>log f(x) x > e 

x log g(x) x — e2(x) 

x—arctg f(x) x > arcta g(x). 


2. Demostrar que toda aplicación estrictamente monótona de E totalmente ordenado 
en | ordenado es inyectiva. 


«) Isomorfismo por el orden de des conjuntos ordenados 


Dados dos conjuntos ordenados A y B y de una biyección monótona de A 
hubre B, tenemos 














a far (e) 


llego una biyección monótona de A sobre B es estrictamente monótona; 
hor otra parte, siendo f biyectiva y estrictamente monótona, si x, y x, son 
tunmparables, resulta que f(%) y f(r) son comparables (observación 1 de b 
tiás arciba), pero si f(x). y f(x) son comparables, no se puede afirmar en 
feneral que a, y x, son comparables (salvo naturalmente si Á es totalmente 
wrdenado), de donde la definición siguiente: 


DiINiCtÓN, — Dados dos conjuntos ordenados A y B, se llama isomorfismo de A 
“abre 0, para los órdenes respectivos A y B, toda biyección tal que las relaciones x, % x, 
Y Hx) 3 Hx) esean equivalentes, 


Esti definición y las consideraciones anteriores muestran que: 


luonuma, — Para que una biyección | de A ordenado, sobre B ordenado, sea un iso- 
fiefismo: para los órdenes respectivos definidos sobre A y B, es condición necesaria y 
Miliclente que | y [ul sean crecientes. 

Los órdenes definidos sobre A y B son los dos parciales, o los dos totales. 


inversamente, dado un conjunto A ordenado y f una biyección de A 
hblive 1, podemos definir un orden sobre B de la manera siguiente: 
A 100, y =f(x) de B serán comparables si y sólo si x, y *z lo son y 


4 EMOYS Ye 


Mabrii evidentemente un isomorfismo entre A provisto de su orden y B 
Fovlalo del orden así definido sobre él, Se dice que este orden ha sido 
Blnido sobre B por transporte del orden definido sobre A. 
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Vil. Conclusión 


26. Sobre las nociones de conjunto, de igualdad, ... 


Las nociones que hémos definido y los resultados que hemos adquirido 
relativos a las operaciones sobre los conjuntos, las aplicaciones y las rela- 
ciones, nos permiten completar el 8 3 mediante las observaciones siguientes: 


a) Las dos maneras principales de definir un conjunto 


En el $ 3, hemos definido un conjunto finito por una enumeración; sea 
(1) este proceder; y en el $ 6, hemos definido un conjunto A contenido 
en E mediante una propiedad p definida sobre E y característica de los 
elementos de E; sea (2) este procedimiento 


(1) Aza, b,c, d, e, f) 
(2) A= (re El p()). 
El procedimiento (1) puede generalizarse así: sean E y F dos conjuntos 


y f una aplicación de E en F, se puede deducir de ella (ver $ 16) una supra- 
yección s de E sobre A = (E) = s(E) 


E->A=s(E) 

tor =s(. 

Se dice que s es una representación paramétrica de A mediante E, llamado ] 

conjunto de parámetros (procedimiento 1”). ] 
EJEMPLOS 

1. Consideremos la aplicación f de R en R? definida por 


t>(x y) x=c08s Í y =sén f 


Si los elementos de R? se expresan en función de un sistema de referencia orto: ke 
normal, [(R) será el conjunto de los puntos de un círculo de centro (0, 0) y de radio 1, 
2. Consideremos la aplicación F de R? en Ri definida por 


(a, yo(yzm  x*=]Jfu v) y=gu v)  z=Hhu v) 


siendo f, g, h tres funciones continuas de las dos variables reales yu y v. z 

Se verá más adelante que con ciertas condiciones F(R?%) está constituido por un : 
conjunto de puntos llamado superficie, por ejemplo, en R* expresado en una referencia ; 
ortonormal si . 


X= COS H c0s Y 
y = cos u sen Y 
Z = sen U 


F(R2) es una esfera de centro (0, 0, 0) y de radio 1, 
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línlo procedimiento (1) de definir A mediante una suprayección s: E->A 
Ne parece a (1); en efecto, conociendo los elementos de E, x, y, ... conoce- 
mos los elementos s(x%), s(), ... de Á por así decir uno. por uno como en 
la enumeración de un conjunto finito. Los métodos (1) (1% nos “proporcio- 
nan” los elementos de A, pero no nos indican de estos elementos más pro- 
pledud que la siguiente: *€A, Si queremos definir otras propiedades de los 
alamontos de A, será preciso demostrar teoremas. 

Consideremos, por el contrario, un conjunto definido por el procedimiento 2, 
Vtonbocemos una propiedad característica de los elementos de A, pero no co- 
hoventon ologún elemento de Á, ni siquiera sabemos si A es vacío o no, 
ña nos presenta un problema para resolver: encontrar los elementos * de E 
talas que a posca p. Si la resolución de este problema nos da A x= (A, enun- 
glaremon un teorema de existencia, En el caso particular en que A =(x), 

aalución del problema precedente nos conducirá a enunciar un teorema 

e unteldad, Lon teoremas de existencia y de unicidad son seguidos a me- 
do de una definición. 


HIEMIION 


4 Canalderemos R? uxprenido mediimnte tnu referencia ortonormal, sea A el conjunto 


$4 104 (%, y) bios que 

o sl ptes l, 

A minas dos Esruclones elecularen vemos que 

A sli 1] 4 ya les dGo Y] (VteR) xo. cos £ y =sen £) 





Bs talado do existencia de low elementos de A, y demostrado, además, la 
valeñela quen ste ojemplo del procedimiento (1% y del procedimiento (2) de defi- 
y Pan hisenvenela el ontmelado del problema debe ser precisado por una discusión antes 
de Pñuanebar 141 terca dle existencia o de unicidad. 

4 Bl ar y de ados renles encontrar la parte A de R descrita por *: tal que 
Ma bn 


10 A =([—b/a) 
4 0 y bx0 A=% 
dass bz 0 A:x=R. 


hy Conjuntos deducidos de un conjunto E 


Palos 0, puslemos definir las partes de E: A, B, ... después el conjunto 
MU), don conjuntos A UB, AN B, conjuntos productos A X B, conjuntos 
feelantes TI, conjuntos de aplicaciones F(A, B). 

Hstando definidos todos estos conjuntos, podemos aplicarles estos mis- 
hos quroesdimientos y tecomenzar indefinidamente. 


En estro nivel, todos los conjuntos que vamos a Considerar serán dedu- 
ela ad de Ni por ejemplo, Z será (N X NB, OQ será (Z x Z9/R” (siendo 
Y BH dan relaciones de equivalencia convenientemente escogidas (ver $ 58 
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y 5 107). R será descrito por los elementos de sd, C será R xR, estos l 
conjuntos R y C están provistos de ciertas operaciones (ver 8 109 y $ a 
El conjunto de los puntos del espacio de la geometría elemental qe Ri, 


ce) Noción de igualdad 


Nosotros hemos dicho en-el 8 3 que dos objetos son iguales si son idénti- 
cos. Por ejemplo, un elemento que está representado por un símbolo más o 
menos complicado se le puede representar por un símbolo más simpie, así si ¿ 
f(x) es la imagen de x por f, se escribirá y = f(x), los dos objetos y y f(x) A 
son idénticos. . 

Hemos visto que una propiedad de un elemento x definido sobre un Ccon- : 
junto puede ser verdadera o falsa según la elección de x en E; sucede a me- ] 
nudo que esta A se expresa mediante una igualdad, entonces tenemos 
una ecuación (yer 8 14). 

(4) = 


Se dice que es una ¿igualdad condicional, se transforma en una igualdad si. ; 
xEf-(b), es decir, si « es solución de la ecuación. 3 

En una teoría, dos elementos distintos de un conjunto E pueden hacer un 
papel análogo; hemos sustituido esta noción vaga por la de equivalencia mó- 
dulo R (R relación de equivalencia definida sobre E) 


a=b (mod R)ea= bh, 4 
Sucede a veces que se confunde una clase de equivalencia y un represen | 


tante, es un abuso de lenguaje frecuente que es preciso evitar; pero si sel 
comete hay que ser consciente de ello. , 


EJEMPLOS 
1. Cuando escribimos (ver $ 18, ej, 6) 
—_» —» 
(1 AB =CD 


no queremos, en general, decir que los vectores ligados AB y ob. son idénticos, sino quej 
son equivalentes; es qeñta el «vector libre representado por AB es idéntico al vector] 


libre representado por CD»; haría falta escribir 


(1) (5) = las) 


pero los vectores ligados se usan poco, se escribe «la igualdad» convencional (1) porÍ 
la (15. 
2. Veremos que para las fracciones a/a”, b/b”, la relación ab” = a'b es una selación] p 


de equivalencia, la clase de equivalencia (aja!) es un número racional cuando escribimal 


(2) 


a| 
1l 
isa 


4 VI] CONCLUSION 7 


No ygueremos decir con esto que las fracciones 9/6 y 3/2 son idénticas (lo que es 
Falso), sino que 


> ()-() 


Ba decir, que son dos representantes de un mismo número racional. 








(f) Observación sobre el verbo ser 


lil uso del verbo ser es un excelente ejemplo de la precisión obtenida al 
jur «del lenguaje corriente al lenguaje matemático, Consideremos los enun- 
vindos siguientes: 


l. 2 es el número de los elementos de fa, b) axb (le diremos el cardinal de 
La, bj. ver 8 31). 


2. « €s un Número par. 
4. Los números pares son enteros. 


ñl 1 designa el conjunto de los enteros pares, estos enunciados traducen: 


1. Una igualdad 2 = card (a, 6] (a yx Dd), 
2. Una pertenencia ascP, 
3. Una inclusión Pz. 


La confusión de estas tres nociones es la causa de las paradojas surgidas 
bh la lógica tradicional. 


¿e 
A in conclusión, preferiremos siempre al lenguaje corriente, forzosamente 





c Ainhiguo, la precisión del lenguaje matemático y si empleamos abusos de len- 
pr “sin los que todo texto matemático resultaría pedante e incluso ilegible” 
. MoursaKD, los señalaremos como hemos hecho en este primer capítulo, 
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Ejercicios 


l. 


Ta 
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Dados tres conjuntos A, B, € tales que 
AUBCAUC y ANBcCAnCc 


¿qué se. puede decir de los dos conjuntos B y C? 
















Dadas dos partes A y B de E, se lama diferencia simétrica de A y B (que se escti- A 
birá AAB) el conjunto 3 
AAB=(AUB)—(ANB). 


a) Demostrar que AAB =(A—B) YU (B— A). 
b) Demostrar que, cualesquiera que sean tres partes Á, B, C de E, 
(AABDAC=AA(BAC). 


€) Demostrar que existe una sola parte X de E tal que, 1) para toda parte A 4 
de E: AAX=XAA=A, 2) existe una sola parte A' de E tal que * 
AAA =A»AA=YZ. bh. 


En el plano de la geometría elemental se suponen conocidas las definiciones de una j 
traslación, de una rotación, de un desplazamiento, de una semejanza, Se designa, 7 
respectivamente, por T, KR, D, RX, S el conjunto de las traslaciones, de las rotaciones, 
de los desplazamientos, de las homotecias, de las semejanzas del plano. Determinar 
las intersecciones dos a dos de estos cinco conjuntos. 


Siendo f una aplicación de A en B (A y B no vacíos), demostrar que las dos propíie- e 
dades siguientes son equivalentes: a) f es inyectiva; b) existe f' de B en A tal que; 
fl of = ida. 4 
Cuando f' existe, ¿es única? Estudiar el caso de A=B=N con f(1) = 2n. 
Siendo g una aplicación de A en B (A y B no vacios), demostrar que las des pro- ¿ 
piedades siguientes son equivalentes: a) g es suprayectiva; b) existe g” de B en Af 
tal que gog' == idp. : 
Si g' existe, ¿es única? Demostrar que, si existe gí y £) tales que g,(B) = g,(B),] 
entonces 8 = 8: Estudiar el caso Á=B=N con g(2p) = p, gp + 1) =0. 
Sean tres aplicaciones f:A >B, g:B->C,f:C-—>A, demostrar que si entre las tres] 
aplicaciones hogof, gofok, fohog dos son inyectivas (resp, suprayectivas), y la; 
lercera suprayectiva (resp. inyectiva), entonces f, g, h, son biyectivas. E 


Sean tres aplicaciones [:A >B, g:B>C, h:C>D tales que gof y id sean 
biyectivas, demostrar que f, g, A son biyectivas, : 


Siendo a un entero natural estrictamente positivo, se consideran las aplicaciones de NE 
en sí mismo definidas por 
y=f0)=Día, x) 2 =elx) = Mía, x), 


Donde Día, x) y Mía, x) designan el MC.D. y el MOM, de a y x, respectivamente; 
Determinar (NY), NY, HU» y go. ] 


Siendo A una parte fija del conjunto E, se consideran las aplicaciones de S(E) en sf 
mismo definidas e 
Y=HX)=ANX Z=2gQ0)=AUX 
Determinar 
(EEN. ASE). 0D y  guiZ) 
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Mi hen A y MB don conjuntos no vacíos. 


8) Blendo X, y X, dos parles no vacías de A y f, y f, dos aplicaciones f, : X, >B, 
hu A; e Y dermontrar cue, pura que exista una aplicación f de X, U X, en B tal que f 
iva la teatelvción de fu X, y f, la restricción de f a X,, es necesario y suficiente que 
Bra dodo y ade MX 0 + a. 

b Eenecallear u una Ecmblla do partes (X) de Á y a una familia de aplicaciones (1, 
ne A, BABA, (Y y (4) referidos nl mismo conjunto de índices 1, Demostrar que para 


Huo sxinlo ) 
(Un) 


la 




















tal gue para tibia lod 1] orcas la rentrleción de f a X,, ts necesario y suficiente que 
Pura NC TS XNOX), 100 = E00. 


Vebah rel rrcda rro agite ds le jeridedo 9, determinar las relaciones de equi- 
y A nmvebndas, reapeelivamente das aplicaciones f y g; determinar S(E)/R 
JE y pe qué mudado cata Inyección de ECI/R sobre 8(A) y una biyección 
JU ohira BRA 

0 E id andecto agentes ll on mn relación binaria definida 
MT Tus Riv. 99 Bl os) Gimena) y RO, => Ríx x) 
8 Folialve y. por vonegelente, ea relación de equi- 


hon? (pe y Fon vals, exdato cs relación de equiva- 
Raul Rola redada Ho por 


Ma. vi 9 IL, Uv). 
ñ Hip pajuetdo de epuolvadenida. ¿bos somos clases? ¿Es com 


ha Ey 1 rectos presto, tospectlvanucnte, de una relación de 
Be vta reli des espariyaloricda 8, se dlesiana por u y y las aplica- 
Bs BJ, dr +5 Bo dirá que) aplicación de E en F, es 
Ao hy Aloe o compatible coa KR. Detuostrar que en este caso: 





Ki 


A) + pu 10 mal, 
p A TIO 


YA veltelón de cxulvalencia definida sobre E, se dice que una parte $ 
iria que Roal, pura todo oy «de 5, S contiene la clase de x módulo R. 


UOBi Parte etrada orgurcdradie por sm parte A de E y se designa sat (A), la 
PugueAa pario animen de E conteniendo A, 


DÍ fiemestrar ee ent LA) — LU» 
 eÁ 


$ LO Moda relaoión de espulvalencia asociada a una aplicación f de E en un 
: as etiluleta 8, deroadrar que, quee que S esté saturado por R, es necesario 






lid «que Y RIN, 


AdiLidA Á om pte de dt, determinar sat (A) para este relación R. Demostrar que 
AF ha hi yecelósn soto Loc purtes seturadas de E y las partes de f(E). 


pp die agallas hr fo dde 4 en, se designa por $ la familia de partes de $ de E 
bz que) AND) O 
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17, 


18. 


19. 
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a) Siendo A una parte cualquiera de E, demostrar que f-I(f(A)) es un conjunto 
de 8. 


b) Demostrar que toda intersección y toda reunión de conjuntos de $5 es tun con- 
junto de 5. 


e) Siendo S un conjunto de $ y A una parte de E tal que S y A sean disjuntos, 
demostrar que $ y f-U(f(A)) son disjuntos. 


d) Siendo S, y S, dos conjuntos de $ tales que S¡ C 5,, demostrar que S,—$, es ¡ 
un conjunto de $. l: 


Siendo R, una relación de equivalencia definida sobre un conjunto E, y R, una rela- 
ción de equivalencia definida sobre un conjunto E,, se designa por R la relación « 
entre 1 


x=(xp Xx) € y=(% y) de E=E,XE, definido por Rj(x,, ») y Ral» y). 


a) Demostrar que R es una relación de equivalencia; ella se llama equivalencia pro- . 
ducto de R, y R, y designada R, x R,. 


b) Demostrar que: (E, x EJAR, x R,) = (E/R,) x (E,/R)). 


Dado un conjunto E, se designa por R el conjunto de las relaciones de equivalencia 
definidas sobre E; para simplificar se representará con la misma letra una equi- 
valencia y su grafo. 


a) Siendo R, y R, dos elementos de R, se considera la relación R: «R, y Ry» amada 
intersección de R, y R,. Demostrar que R es una relación de equivalencia. ¿Cuál es 
su grafo? Demostrar que una clase módulo R es la intersección de una clase módulo 
R, y de una clase módulo R,. E 
Estudiar los ejemplos siguientes: a) E = Z, R, y R, siendo las congruencias de módulos | 
respectivos p, y p, (p, y p, enteros estrictamente positivos distintos). $) E es el plano 4 
de la geometría elemental. R, y R, son, respectivamente, las relaciones «MM” es $ 
paralela a d¡», «MM” es paralela a d,» (d,, d, son dos direcciones distintas del A 
plano). 
b) Con las misma notaciones anteriores, averiguar si la relación «R, o R,» es una 

relación de equivalencia. ¿Cuál es su grafo? E 
e) Siendo (R¡) una familia de relaciones de equivalencias definidas sobre E, cuyo? 
conjunto de índices es ], se designa por R la relación siguiente, llamada intersección 3 
de las (R), 


R(x, y) <> para todo í de I, Rx, y). 
Demostrar que R es una relación de equivalencia, ¿Cuál es su grafo? Demostrar que 


una clase C módulo R está contenida para todo ¿ en una y sólo una clase. C; m“dulo 
R, y que C es la intersección de la familia (C,). 


Tomamos las mismas notaciones generales que en el ejercicio 18, Se dice que R es 
«más fina» que R” si y solamente si 

R(x, y) > Rx, y). 
a) Demostrar que esta relación entre R y R” define un orden sobre AR; comparar los; d 
grafos de R y R”; este orden, ¿es total o parcial? 4 


b) Demostrar que R es más fina que R” si y solamente si toda clase de equivalencia 
módulo R” es un reunión de clases de equivalencia módulo R, 


ec) ¿Existe un elemento mínimo y uno máximo en K ordenado por la relación de ] 
orden definido más arriba? 3 
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Jo”. 


dl, 


4 


d) E-=Z, determinar todas las congruencias módulo un entero estrictamente positivo 
«que son más finas que x = y (módulo 1) o que son menos finas que esta relación. 


Con las mismas notaciones que en los ejercicios 18 y 19. 

a) Demostrar que el conjunto de las relaciones de equivalencias más finas que R, 
y R, no es vacío y que entre estas últimas hay una menos fina que las otras, a Sabe 
«Ri y Ro» que es, pues, inf (R,, R,), 

hb) Demostrar que el conjunto de las relaciones de equivalencia menos finas que 
R, y R, no es vacío y su intersección 5 (ver ej. 18 e)) no es vacía. Demostrar que esta 
relación $ es la más fina de todas las que son menos finas que R, y R,, es decir, $ 
es sup (R,, R,). Determinar la relación $ para los dos ejemplos « y f (ej. 18, a). 
«) Se considera la relación $' definida sobre E de la manera siguiente: «S'(x, y) 
si y solamente si existe una sucesión a,, €), ..., a, de elementos de E tales que 


[Ry(x, a) o Riíx, ay] y [Ria 2) o Ría, a)] y... 


y [R¡(a,, y) o Ría, y)]». Demostrar que $” es una relación de equivalencia definida 
sobre E a la vez menos fina y más fina que la relación S definida en la pregunta 
b) anterior, luego que S” es equivalente a S = sup (R,, R)). 


Siendo A y B dos conjuntos, se designa por F el conjunto de las aplicaciones de una 
parte de A en B, siendo f un elemento de F, se designará por D(f) el conjunto de 
definición de f. 

a) Demostrar que la relación definida sobre F, «g prolonga f», es decir, «D(g) > D(f) 
y In restricción de g a D(f) es f» es una relación de orden sobre F. Este orden, ¿es 
vin] o parcial. 

b) Determinar los elementos máximos de F para el orden así definido. 

«) Siendo f y g dos elementos de F (o bien (f) una familia de elementos de F con 1 
tomo conjunto de índices), determinar en qué condiciones existe sup (f, g) o sup, (f,). 
(itilizar el ejercicio 10.) 


Duda la aplicación f de A en B, la relación y = fíx) es compatible respecto a x 
con la relación de equivalencia R: f(x) = f(x”). Demostrar que hay otras relaciones 
de equivalencia definidas sobre Á que poseen esta propiedad; caracterizar R entre 
ratas últimas con la noción de finura (ver ejercicio 19). 


Se dice que una relación binaria definida sobre E es tuna relación de preorden si es 
rellexiva y transitiva; seta P una relación tal. Se considera la relación R definida 
mbiro E por 

Ríx, NY =P y) y PQ, 2). 


4) Demostrar que R es una relación de equivalencia. 


hi Demostrar que P es compatible con R, deducir que se puedo definir sobre E/R 
mun relación O mediante 


O(3, Y =P(x, y). 
PDemostrar que O es una relación de orden definida sobre E/R, Se la llama relación 


de orden O asociada a la relación P. 


elo Demostrar que las relaciones siguientes son relaciones de preorden, buscar las 
tebinlones de orden asociadas. 
em) 1--RXR la relación P entre x=(x, x) e y =(9, ya) siendo x, = y, 
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B) Ex=8%, $ conjunto de partes finitas de N, se designa por 5(X) la suma de los 
enteros de una parte finita X de N, la relación P es 5X) < 51). 
Y E=BZ* la relación P es «x divide y». 


Se dice que un conjunto ordenado T es un retículo lo un conjunto reticulado) si y 
sólo si. existe para todo par (x, y) de elementos de T, inf (x, y) y sup (x, y). Todo 
conjunto totalmente ordenado es un retículo, luego la noción de retículo es intere- 
sante principalmente para los conjuntos parcialmente ordenados. 

Demostrar que cada uno de los conjuntos siguientes parcialmente ordenados es un 
retículo, determinar en cada caso inf (x, y) y sup (x, y). 


a) S(E) ordenado por Ac B. 
b) N* ordenado por x|y (x. divide y). 


e) *K conjunto de las relaciones de equivalencia ordenadas por «R es más fino que 
R'%» (ver ejercicios 18 y 19). 
d) £ conjunto de las partes del espacio E de la geometría elemental comprendiendo 
únicamente: la parte vacía y la parte llena de E, las partes de E reducidas a un punto, 
las rectas y los planos, La relación de orden es la inclusión inducida sobre £ por la 
inclusión definida sobre 8(E). 


Sea (a, b) una familia finita (1 <i<mx) de intervalos (cerrados, abiertos o semi- 
abiertos), de R tales que dos cualesquiera de entre ellos se cortan. Demostrar que 
la intersección I de dicha familia es un intervalo cerrado no vacío (cerrado, abierto 
o semiabierto) que se determinará. ¿Se podría en este enunciado reemplazas R por 
un conjunto cualquiera E totalmente ordenado? 
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ENTEROS NATURALES 


l. Conjunto N de los enteros naturales. 

ll. Conjuntos finitos. 

Ill, Operaciones sobre los enteros naturales. 
IV. Andlisis combinatorio. : 
“Y, Nociones sobre los conjuntos numerables. 


|, Conjunto N de los enteros naturales 


27. Los programas de estudios (Ciencias y escuelas especiales) correspon- 
lentes al nivel intelectual a que este libro va dirigido autorizan al autor 
4 ulmitir la existencia del conjunto de los números enteros N, sus propie- 
úndes y las operaciones clásicas entre sus elementos, 

E Sin embargo, todos los demás conjuntos de números estudiados en este 
twrso Z, Q, R, C al construirse a partir de N, nos ha parecido que un cierto 
hilmero de “estudiantes estarían interesados en la exposición de un modo 
ide introducción de N. 

Por otra parte, los que no sigan sus estudios matemáticos hasta el final de 
la licenciatura y se dediquen a la enseñanza de la Aritmética les agradará 
cBeñocer uno de los sistemas de axiomas que definen N y sus consecuencias: 
bo para que enseñen estos axiomas a sus jóvenes alumnos, sino para que sepan 
Algo más que ellos en esta materia. 

La vxistencia de N deriva de la teoría de conjuntos, Para simplificar admi- 
hHimax la existencia de N, contentándonos con determinar las propiedades clá- 
blenú partiendo de un reducido número de ellas (sección D. Estudiaremos 
asgulldiumente los conjuntos (sección II). Esto nos permitirá definir correcta- 
Ménte lus operaciones en N (sección 11D. 

Á coninuación con los resultados así adquiridos y con la noción de apli- 

felin, «demostraremos un cierto número de propiedades de los conjuntos 
ñlton conocidas bajo el nombre de análisis combinatorio, Esta sección reitera 

Al entudio de resultados en parte ya conocidos por el lector, si bien se pre- 
Mentan a partir de la teoría de conjuntos. 
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En fin, en la sección V, daremos algunas indicaciones sobre los conjuntos 
numerables, 


28. Introducción de los enteros naturales 


Designemos por E un conjunto mo vacío adi las tres propiedades 
designadas más abajo por Ni Na Na. 


Axioma N,—E es un conjunto ordenado, toda parte no vacía de E tiene un elemento 
mínimo, 


Consecuencias: 


1, Toda parte tx, Y) de E tiene un elemento mínimo, luego E es total- 
mente ordenado. 
2. La parte llena de E tiene un elemento mínimo, juego E tiene un ele- 
mento mínimo m. 


AxioMa N,—E no tiene elemento máximo. 


Consecuencia: Todo elemento a de E tiene un sucesor q” (ver $ 22, c), 


Sea X el conjunto de los elementos x de E inferiores o iguales a a e Y 
el conjunto de las cotas superiores de X no pertenecientes a X, es el com- 
plementario de X con respecto a E, Y no es vacío, si no «a sería el máximo 
elemento de E; luego Y tiene un elemento mínimo (axioma N,), sea a”; el 
intervalo abierto Ja, a'[ es vacío, pues si existiera b tal que a<b<a', b 
sería una cota superior de X que no pertenecería a X, fuego un elemento 
de Y y a” no sería el mínimo elemento de Y. 


AxioMa Nj,.—Todo elemento a de E distinto de m tiene un predecesor 'a (ver 
$ 22, 0). 


Consecuencia: Toda parte no vacía de E acotada superiormente tiene un E 
elemento máximo. 


Sea X una parte no vacía acotada superiormente de E, y sea Z el conjunto 
de las cotas superiores de X, Z no es vacío, puesto que X es acotado superior- 
mente, y tiene, por lo tanto, un elemento mínimo a (que es la menor de ¿ 
las cotas superiores de X, es decir, sup X). E 

Sia=m, X =(m)], m es entonces también el mayor (y único elemento 
de X). 

Si astm, a pertenece a X; en efecto, sí a ho perteneciera a X, su pre- 
decesor 'a sería también cota superior de X, puesto que 7]'a, a[ es vacío, 
y a no sería la más pequeña de las cotas superiores de X. : 


En resumen, un conjunto E verificando los axiomas N,, Na, N, tiene las. 
propiedades siguientes: 1 


-—E es totalmente ordenado. 

—E tiene un elemento minimo m y no tiene elemento máximo. 

— Todo elemento x de E tiene un sucesor ** y todo elemento x sm de E: 
tiene un predecesor "x. 
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-—Toda parte no vacia de E tiene un elemento mínimo y toda parte 
acotada Superiormente no vacía de E tiene un elemento máximo. 


Para simplificar la exposición (ver ejercicio 28 fin del capítulo), admiti- 
mos que todos los conjuntos E que poseen las propiedades N,, N,, Ny son 
inomorfos para la estructura de orden y designamos por N aquel cuyo primer 
elemento se representa por 0, el sucesor de O es 1, el de 1 es 2, a Los 
elementos de N se llaman enteros naturales, Se representa N* =N-—-(0). 


Observemos también que el sucesor y el predecesor de un elemento x 
viendo únicos (ver $ 22, c), las aplica ¡ones " 


f: N >N* definido por fa =x 
g: NF>SN definido por 200) = 


kon biyecciones recíprocas una de otra, pues 


(VreNs (xy =xw 
(vxeN) (a) =x, 


Por otra parte, x<_ implica 1<" <_<y', luego f es 
creciente; análogamente con g. 

Toda familia de elementos (ver 8 17) cuyo conjunto de índices es N o una 
¡mrte de N se llama una sucesión, Una sucesión a,(n e N) es estacionaria si 
existe p tal que 1 >p entraña 4, = 4. 

Todo conjunto equipotente (ver.8 20) con N o con una parte de N se 
lima niunerable (ver 8 42). 


30, Noción de recurrencia 


Ocurre que se toma por uno de los axiomas definiendo N el resultado 
siguiente, que es el principio de razonamiento por recurrencia; con el modo 
de exposición adoptado, este enunciado se transforma en un teorema: 


Teorema. — Toda parte X de N tal que 


DeX y (xeX > x'e X) 
Pa léntico e N. 


Suu Y el complementario de X con respecto a N, si Y es vacío, el teorema 
sat demostrado; supongamos, pues, Y no vacío, Y tiene, por lo tanto, un 
elemento mínimo a (axioma Ny), a es distinto de 0, puesto que O pertenece 
RH X, luego 'a existe y es estrictamente inferior a todo elemento de Y, luego 
fit perlenece a Y, sino a X; en virtud de la segunda hipótesis ('aY =a per- 
lañeoce a X, lo que es imposible, puesto que a pertenece a Y, luego la hipóte- 
als hecha sobre Y es falsa: Y es, pues, vacío y X =N. 

Memos enunciado este resultado utilizando las nociones de elementos y de 
partes del conjunto N, podemos también enunciarlo mediante la noción 
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de propiedad definida sobre N (ver $ 6), Sea, en efecto, p una propiedad 
definida sobre N escribiendo 


X = (x€N | p(x)). 


Obtenemos el teorema siguiente, fundamento del razonamiento por re- 
currencia: 


TEOREMA. — Si p es una propiedad definida sobre N tal que 


p(0) y [(vxeW (p() => p())] 


. entonces p es verdadero para todo x de N. 


Este teorema sirve también para construir una sucesión de elementos de 
un conjunto A en las condiciones siguientes: se conoce 4 y Conociendo 4. 
se posee un método que permite formar q,.. Designemos por p la propiedad. 
siguiente: “se sabe formar a, de A”; según las condiciones dadas, p verifica ; 
las hipótesis del teoremá precedente, luego p es cierta para todos los enteros 
naturales y sabemos construir, en consecuencia, la sucesión (a,) (n € N). y 

- En los teoremas precedentes, las hipótesis sirven para mostrar que X= N j 
o que p es verdadera para todos los enteros naturales, se dice entonces que “$ 
se efectúa una recurrencia sobre N; con hipótesis distintas se obtendrá los + 
resultados siguientes que el lector demostrará fácilmente: 


CoROLARIO 1. — Sí q es un entero natural distinto de O, toda parte X de N tal que a 
aeX y [xe X)x"eX] E 
contiene [a, —[ (recurrencia a partir de a). 
COROLARJO 2.—£Si b es un entero distinto de OQ, toda parte de N tal que 
DEX y [tv xelo, bp) x"eX] 


contiene [0, b] (recurrencia hasta b). 





CoroLario 3.— Si a y b son dos enteros naturales tales que 0<a<b, toda parte X ; 
de N tal que J 


asX y [(Y xe [a,b x"€X] 


contiene [a, b] (recurrencia sobre un intervalo). 


ll. Conjuntos finitos 


30. Definición. Partes finitas de N 


DerInicióN. — Un conjunto Y es finito, si es vacío o si existe una biyección de F ¿ 
sobre un intervalo cerrado [1, a] de N (a 0). Un conjunto no finito se llama infinito, 


Estudiaremos primero en este párrafo las partes finitas de N. 
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Emma 1.— Si a y b son dos enteros naturales no nulos, si existe una inyección 
de A=|l al en B=[1 bb] aso. 


Muronenios por recurrencia sobre a, el teorema es verdadero para a=1, 
fento que d >. 
"— Miponganios el teorema cierto para a, siendo q” el sucesor de a; consi- 
Heramos sm Inyueción f de A'=[1, a] en B=[1, b], pongamos 


e = fía”) C€=B-—[cj. 


PRO PL por 4 la aplicación de A en C coincidiendo con f sobre A,' 

hunblén uva loyección; o bien e=b 0 bien e <b: sic=b, C=[1, 'b] 

0 prielóvanor de /), luego (hipólesis de recurrencia) a < “b. y (crecimiento 
Y la aplleawión e 9 


Wi (by =b. 
J tg h eonaldereneas la plicación: q de (sobre [1, b] definida por 


len. . ql) = x 


: Al és Í 4 p A SE h qa) E Y 


<Q esdo lero tar 
d ? ÚC abra Pd, 0], lego sp es inyectiva y pog que 
EN ht va na lo yeceión (compuesta de dos inyecciones, 
de la es recurren) e e y como más arriba a <b. 
Pa, clemonirado. 


Y A yo de ao desa tro ictrales na utldos, sí existe una biyección 
A 


OPM, aepiin l tesrma Der a luego ass bd, 


AU as gro tt to alo, toda inyección de A=[1, a] 
hi lvl 


haria e rela dro para aL Sea a42> Ll, supongamos el teorema 
Hdadéra pura e Oilpolesto de recurrencia) y sea f una inyección de A en A. 
Hyatt e fun y o A fe] y sea g la aplicación de [1, 'a] en C que 
Bipélda con fo sale Jl, el 

o Broca Es du] on es biyectiva (hipótesis de recurrencia), luego f 
-Hiñblan. 

bo 1 veteranos, como en la demostración del teorema 1 (haciendo 
jose, ln Ielyección ep de Co sobre [1, a], pog es entonces una inyección de 
¿len [l, 41, luego una biyección (hipótesis de recurrencia); y asimismo 
Y, put dato, f2 con lo que el teorema queda demostrado, 


Freir ñta Podi parte no vacía de N es finita sí y sólo si es acotada superior- 
+ Mente 


h AD MA 
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a) Toda parte no vacía finita FE de N es acotada superiormente, Existe, 
pues, un 2 0 y una biyección f de [1, 1] sobre F. Razonemos por recurren 
cia; sin=1, F=(F$0)) y F está acotada superiormente por todos los enteros 
superiores a f(1). Supongamos cierto el teorema para n y sea M una ceot 
superior de (f(1), f(2), ..., f(n)), veamos que también es cierto para n'; en 
efecto, sup (M, f(1)) es una cota superior de (f(D), f(2), ..., (m)). 


b) Toda parte no vacía acotada superiormente F de N es finita. 
Por la consecuencia del axioma N, (8 28), F tiene un elemento máximo p 
Razonemos por recurrencia sobre p. j 
Si p=0, F=(0) y E es finito, pues existe una biyección (única, por 
otra parte) de (0) sobre (1) = [1, 1]. . 
Supongamos el teorema verdadero hasta p. Sea F una parte cuyo máximo! 
es p'; pongamos X =HE-—fp') el elemento máximo de X es <p, lueg 
existe una biyección (hipótesis de recurrencia) f: X>[1, a]; consideremos; 
la aplicación g de E sobre [1, a'] que coincide con f sobre X tal que g(p) = 4] 
es una biyección de F sobre [1, a], siendo el teorema cierto para p es ciert 
para p”, siendo verdadero para p=0, es cierto cualquiera que sea p máxim 
elemento de F, luego para toda parte no vacía acotada superiormente de N 


CoroLario 1.— Toda parte G de una parte finita Y de N es finita. 
En efecto, si G < F, toda cota superior de F es una cota superior de Gá 
COROLARIO 2.— Toda intersección 1 de partes finitas de N es una parte finita de Nj 
COROLARIO 3.— La reunión de dos partes finitas de N es Jinita. 


Sean F, y F; las dos partes finitas de N, sup EF, y sup F;, existen, s E 
(sup F;, sup F,) es una cota superior de F, U F,, luego F, U F, parte acotadd 
superiormente, es finita. Í 


CoroLario 4.—Toda parte complementaria respecto 4 N de una parte finita de 
es infinita. En particular, N es infinito, 


En efecto, si F es finito [F no es finito, ya que si ambos F y [E fueseff 


finitos serían acotados superiormente, así como F U | F=N, pero N no estf 


acotado superiormente (pues N entonces tendría un elemento máximo, lo quá 
es falso; axioma Na). 


31. Propiedades de los conjuntos finitos 


TEOREMA 3.—Si a y b son dos enteros naturales distintos de cero, si existe Y á 
bivyección f de un Pompa F sobre [1, al y una biyección g de F sobre |1, bi 
entonces a = b. ñ 


gof”? es una biyección de [1, a] sobre Fl, b], luego (corolario del teore 
ma ll) a=b. h 
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klerotanto Y burinición, — Dados varios conjuntos E fínitos no vacíos equipotentes 

HN Al, exlate sin antero natural único no nulo a tal que cada conjunto Y sea equi- 

to 40, 

Á m1 de Hana el curdinal de F, o bien el número de elementos de F; se escribe 

card F=au. 

Pur defimieida vard 10 0, 

Als enral 1, 4] += a, curd (1)=1 y si xy, card (2, yp=2, 

Th hMa d. — Peda parte A de tía conjunto finito B es finito y card A = card B. 

Jard A eal MO lpllcer A 

EN 6, lo e Jamil A y el teorema es evidente, Igualmente si A= Q. 
UN A y Domo vacios, Sen £ una biyección de B sobre [l, bj 
H deniguenios por q lu aqulicación de A sobre g(A) que coincide 

FO A 0 na hiyuvvión pero ¿0A) purte de [1, b] es finito (coro- 
di én, pues, finito, Jc=mos f una biye“ción d A 

MÁ) Y y le tuyección canónica de A en B (ver 8 12, 0); 


de y 
kh rt h] 


Veuvlón, luoga (iserama 1) dd. 
ión (ieoprenia 15, imbién lo es p=8g" ct 
UPEAyveLiva, luego vs la ilentidad de A y A= 


| liitarameccidn de ia furia exalgulera fíuita o infinita de con- 





Did Pa o aplica old ds E ffilto e a conjunto cualquiera F, 
catala e verd E 
Bad AE) + vano E ato «olas if ex iuyectiva. 


pléndoa y a AE). excojamos aux ústico en ada sub onjunto f- (y), 
Ph de E odlenorita por extos elementos a; consideremos la aplicación 
A télira KI) volnoidiende cou / sobre A, g es biyectiva, luego (teorema 4) 


var? (1) cord A < card E, 


Mar etra quinto, eo virtud del teoremo 4, card f(2) =c rd A= cra E equi- 
RAE, an ddecir, a Uf es inyectiva”. 


Enánranio 4 Ni lo ex tiña aplicación suprayectiva de E finito sobre F, E es 


flia y 


Ademas, avd dio card Eosi y sólo si f es biyectiva. 


curd Fo card E. 


Kn stecto, ex suficiente de aplicar el corolario precedente a F = f(E). 
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COROLARIO 4," Si f es una aplicación inyectiva de E en F, si f(E) es finito, también 
lo es E y 


card E = card f(E), 


En efecto, la aplicación g de E sobre f(E) coincidiendo con f sobre E es : 
una biyección (ver $ 16). 
Algunos de los resultados precedentes pueden resumirse en el enunciado - 
siguiente: 


dá 
CoroLarto 5.— Dados dos conjuntos E y E finitos de igual cardinal y siendo f una * 
aplicación de E-en FE, las propiedades siguientes son equivalentes: : 
a) [es inyectiva. 
b) jes suprayectiva. 
ca) [es biyectiva. 


OBSERVACION 


Este teorema es falso para los conjuntos infinitos, es suficiente considerar las apli- : 
caciones f y g de N en sí mismo definidas por 


f(m) = Zn (inyectiva, no stuprayectiva) 
R par gl) = 2/2 (suprayectiva, no inyectiva) 
nr impar £(m = 


TEOREMA 5.— La reunión de dos conjuntos finitos es finita, 
Cualesquiera que sean Á y B se tiene 

| AUB=AU(B—A). 
Luego se puede suponer A y B disjuntos. 
Si A es vacío, 1d UB=B, el teorema es cierto. 


Supongamos el teorema demostrado para card A=a 0. 
Consideremos un conjunto A” de cardinal a” (siguiente de a), pongamos ¿ 


A'=1[X1, Yo 5 a) B= (Y, Ya »-» Yo) 


existe una biyección f de (A” — (xp) U B sobre [1, c] (hipótesis de recurren-: $ 
cia), sea g una aplicación de A” U B en [1, c'] definida por 


[vz e(A— (Xp U B] az) = f(2)€ 1d, cl 


gra) =<«e[1, cl. 


Es ciertamente una biyección, pues f es una biyección y A” y B son dis- á 
juntos. Luego A” U B es finito. 

Por recurrencia, se demostrará el resultado siguiente: 

CoroLario 1.—La reunión de una familia finita de conjuntos finitos es finita. 


COROLARIO 2, —Sea Í una aplicación de E en F finito tal que cada imagen recíproca 4 
de un elemento y de HE) sea finita, entonces E es finito. b 





) 
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Sea R la relación de equivalencia asociada a f (ver $ 19 b), la aplicación 
tanónica y: E/R-—=>f(E) es biyectiva, luego E/R es finito (pues f(E) parte de 
Y finito es finito). Luego E reunión de un número finito de clases f-*(y) finitas 
su finito. 


COROLARIO 3.—El conjunto producto de dos conjuntos finitos es finito. 


Sean A y B dos conjuntos finitos descritos, respectivamente, ¡por x y por y, 
consideremos la primera proyección pr, de A X B sobre A (ver $ 12, d), si 
vid A=a y card B=b, card (pr; lx) = card B, pues para x fijo, la apli- 
ención y > (x, y) es una biyección, luego se puede aplicar el corolario anterior, 


Y. Notaciones para una familia finita de elementos o de conjuntos 


lemos indicado en el 8 17 las notaciones, para una familia de elementos 


du conjuntos cuyos índices pertenecen a un conjunto L Si el conjunto: 1 


fr una: parte finita de N, se dice que la familia de elementos, o de conjun- 
los, es una familia finita. Si no es vacia, se puede tomar por conjunto de 
inlicos [1, 1] y se escribirá 


: Fdicion Abisicn 


almeryemos que r no será el cardinal del conjunto de las. x; (o de las A¡) más 
le en el caso en que la aplicación 


i—>% (=> A;) 


at hiyectiva, 
La intersección, la reunión de los Adl <ic<m) se notarán, respectiva: 


Hiente 
len i=n 
Ja fa 
i=1 tal 

Análogamente, si para l <3<m, a, describe A, definiremos el conjunto 
prnlucto de los conjuntos (A), .;... por recurrencia de l a 1 poniendo 
A XA, Xx a X Aj =(A, XA, x mn X Ap) X Ay 
¡ 


fé alguiente de p, siendo p tal que l <p <'n) (ver 8 29). Escribiremos 


Axa Xx. xa =|[a. 
¿1 


lnte conjunto está descrito por (4, da, ..., a.) que llamaremos una n-étupla. 


aw Hana el a-coordenado de la 2-étupla. 
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Observemos que en las notaciones precedentes 
i=.n 1=54 i=n 
Ya Us [la 
ia1 dl i=1l 


i representa un indice entero que toma todos los valores de 1 a n. Podemos 


reemplazarlo por cualquier letra j, k, ... o simbolo, excepto por 1; primer 
valor especificado, o por n: último valor especificado. Así, por ejemplo, 
tan p=n : 
A;¡= A, 
YU 


contrariamente un símbolo como U A, no tiene sentido. Diremos que 1, O p, 
es un índice mudo, o que los términos precedentes no contienen i (ni p) (ver 
8 6, b, nota 2). 

Supongamos, además, que Aj ..., A, sean conjuntos finitos, hemos 
visto en el 8 31 (corolario 1 del teorema 4) que toda intersección finita o in- 
finita de conjuntos finitos era finita, y que toda reunión finita de conjun- 
tos finitos era finita (corolario 1 del teorema 1), se demuestra por recurrencia 
mediante el corolario 3 el resultado siguiente: 





CoroLarto 4.— El conjunto producto de un número finito de conjuntos finitos es a 


un conjunto finito. 


1l. Operaciones con los enteros naturales 


33. Sumas de dos o varios enteros naturales 


a) TEOREMA Y DEFINICIÓN. — Sean dos conjuntos finitos disjuntos A de cardinal a ; 
B de cardinal b y A! y B” dos conjuntos disjuntos equipotentes, respectivamente, q 
ES a B. entonces 

card (A U B) = card (A* U B5. 


El cardinal de A UB se llama la suma de los enteros a y b y se designa a+b; 
a y b son los términos de la suma; la operación que permite pasar del par (a, b) a a+b q 
se Mama suma en N. 


Existe, en efecto, una biyección f de A sobre A” y una biyección g de B 
sobre B'; consideremos la aplicación 


F: AUB>A' UP” 
definido por 
(VxeA) Fl) =f00; —(AreB) F(x) = £(x) 


es una biyección, cualquiera que sea y de A” U B', la ecuación F(x) = y tiene a 
una única solución, al ser A” y B” disjuntos y f y g biyecciones, 
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Por otra parte, A U B es finito (ver 8 31, t. 5), puesto que card (A U B) 
tio depende de A y de B, sino del card A y card B, podemos escribir por 
definición 

(card A) + (card B) = card (A U B). 


Las propiedades de la reunión (ver 8 5) muestran (con las notaciones evi- 
dentes) que cualesquiera que sean los enteros naturales, a, b, c cardinales 
respectivos de conjuntos finitos dos a dos disjuntos 


lu+b+co=a+(b+c) (asociativa) 
a+b=b+a (conmutativa) 
a+0 =0+a=a (existencia de un elemento neutro para la suma). 


_ Por inducción sobre el entero 4£1 <i< mn), definiremos la suma de n 
enteros representada 


=p 


a; Ha + 4, =Y a, 
i=1 


Observemos que en el término del segundo miembro i es mudo (3 6, D, 
nota 2). Las demostraciones fáciles en su principio, pero pesadas y que omi- 
tiremos (ver capítulo 3, ejer. 42 y 43), establecen que en una suma de enteros 
se puede modificar arbitrariamente el orden de los términos de la suma, y 
reemplazar un grupo arbitrario de estos términos por su suma, sin modificar 
l: suma primitiva, 

Y Siendo la suma de dos enteros un entero bien determinado, cuales- 
quiera que sean a, b, c, tenemos 


. a=zb>a+co=b+c 


y de una manera más general 


it i=1 


ex decir: se puede “sumar miembro a miembro” un número finito de igual- 
dndes entre enteros. 

Recíprocamente, sean tres conjuntos finitos A, B, C (de cardinales respec- 
livos a, b, c), se ve fácilmente que 


ANnNC=BnNC=9 
y >A=B 
AUC=BUC 
luego cualesquiera que sean los enteros naturales a; b, c 


arc=b+c=oa=b; 
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se dice que todo entero natural es regular para la suma, o también que las 1 
igualdades entre sumas se pueden simplificar por un mismo número entero. * 
Por otra parte, hemos visto (ver $ 31, teorema 4) 


AcB=>a=x<b 
se ve fácilmente que 


ANC=BnNC=G 
+AUCCBUC 
AcB 


luego cualesquiera que sean los enteros naturales a, b, € 
asbeoa+csb+c; 


se dice que la relación de orden a < b definida sobre N es compatible con la Y 
suma en N; se deduce que se puede “sumar miembro a miembro” un número ¿ 
finito de desigualdades del mismo sentido. 4 

c) Busquemos el siguiente de q. Si a=0,  =1=0+ l; supongamos + 
ax 0, a=card [1, a] y a =card [1, a'], pero por definición del siguiente, 7 
Ja, a'[ es vacío, luego 


[11 a4]=[L aut y [Laj0(aj=9 


luego  =4a+l. ] 
Dados dos enteros naturales a y b, si existe un entero natural d tal que ¿ 
b+d=a, es único (regularidad de todo entero para la suma). . 
Podemos considerar b y d como los cardinales respectivos de B y D con A 
BAD=6, si ponemos A=B UD, a=card A, tendremos '(ver 3 31, 3 
teorema 4) y 
A>B a > b, 


Supongamos, pues, ab, si a=b, D=G y d=0; por otra parte, si 
b==0, d =4; supongamos, pues, 0<b< a, tendremos entonces 


[l,a=[LóU [Sa] y [1510 [04d=0, 
de donde 
a= b + card [b, al, 


luego d existe, es el card [b', a], se le llama la diferencia de a y b y se . 
designa a—b, la operación (a, b)y>a—b es la sustracción, no está definida :¿ 
más que cuando a > bh, y 

Si a 0 tenemos, como más arriba, 


(1, a] = [1, 2] U fa), 
de donde “a =a—l. 


En adelante sólo emplearemos las notaciones a+ 1 y a—1 en lugar de h 
al Y %. 
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—HJKKCICIOS 


|. Demostrar que sobre el conjunto de pares de enteros, en que está definida la 
ivalrucción, la relación entre (a,, b,) y (a, b,) dada por 


a, —b, = a, —b, 


ex una relación de equivalencia. 
2. Demostrar que la relación, definida sobre NX N, entre (a, 5) y (a,: 63) 
a +b,=0+b, 


osa uma relación de equivalencia. 


M, Multiplicación de dos o más enteros naturales 


«4) TEOREMA Y DEFINICIÓN, — Sean dos conjuntos finitos A de cardinal a y B de 
verdinal b y A” y B” dos conjuntos, respectivamente, equipotentes a A y a B, entonces 


card (A x B) = card (A* x B”). 


El cardinal de Ax B se llama el producto de los enteros naturales a y b y se 
mweribe a. b o ab; a y b son los factores del producto; la operación que permite 
pusur del par (a, b) a ab se llama multiplicación en N. 


Existe, en efecto, una biyección f de A sobre A” y una iii g de B | 
kobre B”; consideremos la aplicación 


h: AXB=>A'X B' 
definida por 
(Vxe A) (WyeB) hr, y =((%), g(y)). 


(ito es evidentemente una biyección, pues cualquiera que sea el par (e, y) 
de Ax B' 
(O, ¿== pNe[t=Y y ey =y4 1, 

pero estas dos últimas ecuaciones tienen una solución única cualquiera que 
hen al de A” e y” de B”, luego Á es una biyección. 

Por otra parte, AX B es finito (ver 8 31, corolario 3 del teorema 3), 
enrd (AX B) no dependiendo de A y de B, sino únicamente del card A 
Y card B; podemos poner por definición 


(card A) (card B) = card (A x B). 


Lu definición de Ax B xC (ver 8 8) muestra que, cualesquiera que sean 
los enteros naturales a, b, c, 


(abje = albc) (asociatividad). 
La aplicación de AX B en BX A definida por 
E Yy>Y Y) 
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(con las notaciones del principio del párrafo) es una biyección, luego cuales» 
quiera que sean los enteros naturales a y bh 


ab = ba (conmutatividad). 


Por otra parte, x describiendo A y siendo y fija, la aplicación de A en , 
A X ([y) definida por 
e (x, y) 


es una biyección, luego para todo entero natural a 
a=al=lae - (existencia de un elemento neutro para la multiplicación). . 


En fin, si B, y B, son dos conjuntos finitos y disjuntos, análogamente lo 
son AXB, y Ax B, y (ver 8 3) 3 


A Xx (B, U B)=(A x B) U (A x B,) 
luego, cualesquiera que sean los enteros naturales a, b,, b,, 


ab, + ba) = ab, + ab, (distributividad de la multiplicación 
con relación a la suma). 


Por recurrencia sobre el entero ¡(l << n) definiremos el producto de nm E 
enteros que se escribe 
Cr ln = To 


Observemos que, en el término del segundo miembro, ¿ es mudo (ver $ 6, bd, ¿ 
nota 2), E 

Como para la suma, admitiremos que en un producto de enteros se puede ¿ 
modificar arbitrariamente el orden de los factores y reemplazar un grupo arbi- * 
trario de factores por su producto, sin modificar el producto primitivo (vera 
(capítulo 3, ej. 42 y 43). 

Por recurrencia sobre ¡(l <j < q), se mostrará que 


ful ful 


y seguidamente por recurrencia sobre (1 <1 <p) 


5)>)-53u 


i=1 del i=l jul 

by Las propiedades del producto cartesiano indicadas en el 8 8 muestran ? 
que, para todo entero natural a, 

ad = la =0 


y 
ab=0>(a=0 o b=0) 
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Por otro lado, siendo el producto de dos enteros un entero bien determi- 
iio, cualesquiera que sean a, b, c, 


a=b=macz=bc 
y más generalmente 


(=1 ¡Pr E n) a=0=[[o- TJ 


ti 


recíprocamente (ver $ 8) 
(Cr=D y AxC=BxC)>A=B 
luego, cualesquiera que sean a y b y cualquiera que sea cs 0, 
aco= bc=>a= b, 


Se dice que todo entero natural no nulo es regular para la multiplicación, 
ú bien que se puede simplificar por un mismo entero natural no nulo las 
ipualdades entre productos. 

En fin (ver 3 8), 
AcB>AxXCcBxCc 
* luego 
a < b=ac < be, 


en cambio se tendrá solamente 
(ac <bc y crx0>a<b, 


Se dice que la relación a < b es compatible con la multiplicación por un 
entero natural no nulo. 


“) OBSERVACION 
Consideremos la suma S », de a enteros todos iguales a b, se ve fácilmente por 


inmi 


Imlucción a partir de a=1 y utilizando la distributividad de la multiplicación respecto 


A la suma que 
5 b; = ab. 


lis ésta la definición que se toma algunas veces para el producto de dos enteros natu- 
tulos; la misma hace desempeñar papeles diferentes a a y a b («multiplicando», multiplica- 
dor»), de donde surgen las dificultades para la demostración de la conmutatividad: por 
fatu hemos preferido la definición simétrica que hemos dado. 


d) Dados dos enteros naturales a y b (b 0), si existe q tal que a = bg 
sx único (regularidad de todo entero no nulo para la multiplicación). Se dice 
que a es un múltiplo de b, o que b divide a; esta última relación se escribe 
h|u; hemos visto en el $ 22 que era una relación de orden parcial definida 
sobre N*. 
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Cuando existe q, se le llama el cociente de a por b y se escribe a/b 
Se escribirá bN el conjunto de los enteros naturales múltiples de b; as 
ON =(03), IN=N, 2N es el conjunto de los enteros naturales pares (ver 
3 50). 


EJERCICIOS 
1. Demostrar que si b,—b, existe, también existe ab, —ab, y que 
a(b, — 6,) = ab, — ab, 


2. Demostrar que la relación a,b, = ayb, entre los pares (4, by) y te, b,) de N x N* 
es una relación de equivalencia. 
3. La relación b|a, ¿es compatible con la adición, con la multiplicación en N*? 


35, Aplicaciones de la suma y de la multiplicación de enteros a los cardinales ] 
de conjuntos finitos 3 


Sean dos conjuntos finitos A y B no forzosamente disjuntos; pongamos | 
A' =A—(A NB) B"=B-(A n B) 
tendremos (al ser A* y A N B finitos y disjuntos, igualmente que BP” y A N B) 
card Al = card A —card (A N B) card B' = card B—card (A N B). 
Por otro lado, 
AUB=A'UB'U(AN B) 
los tres conjuntos AS, B” AN B son disjuntos dos a dos, de donde 
. card (A U B)= card A + card B + card (A N B), 


es decir, card (A U B) < card A + card B, verificándose la igualdad si y sólo ¡ 
si card (AN B)=0, es decir, si A y B son disjuntos. E 
Por recurrencia podernos extender este cesultado a n conjuntos finitos 
E, Fs .., F, (n> 2), considerando los dos conjuntos (F¡ U Fz... UF, )4 
y En de donde 4 
TEOREMA, — Dados n conjuntos finitos F(1<i<m), se tiene 
dá n 
card U F| | E > card F,. 

i=1 i=1 
Se verifica la igualdad si y sólo si los F, son disjuntos dos «a dos. 
CoroLarIo 1. —Si (F) 1=1<n es un recubrimiento finito de una parte finita A de 
un conjunto E, siendo las partes F, de E finitas, se tiene 

n n 

card A<card] ]F¿= > card F,. 


f=1 i=1 
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VenoLanio 2.— Si Edasion es una partición finita de un conjunto E, si las 
furten E, de E son finitas, se tiene 


A 


card E = > card F, 


i=1 





q Von AnJO 3.—Si f es una aplicación de E en F finita tal que cada subconjunto 
e VW, 30) sea finito, siendo n el cardinal de [(E), se tiene que 


14 
card E = > card f- Xy). 


f=1 


Hi efecto, Í(E) es finito; sea 1 su cardinal, (FUyY) (1 <i<m) es una 
purtleión de E. 
Aplivundo la observación del $ 34, c, obtendremos el resultado siguiente : 


— Visimialdo 4, (Principio de los pastores.) —Si [f es una suprayección de E sobre F 
. Hunt de vurdinal mn tal que, cualquiera que sea y de F, card f-Uy) =p, tenemos 








card E =np. 


limi ¡7 olementos repartidos entre 1 conjuntos de una familia, si p>n existe al 
AR His conjunto de la familia conteniendo al menos dos elementos (principio de 


MM División euclídea de los enteros naturales 


H)  Nenn « y b dos enteros naturales (b 0), consideremos la aplicación 

de N en PN definida por x->f(x) = bx; es suprayectiva por definición, es 
Fyeuliva, pues H no nulo es regular para la multiplicación; es, pues, una 
Hyección de N sobre bN; óN no está acotado superiormente, si no sería 
Hb (ver $ 30, teorema 2, cualquiera que sea a, existe, pues, p tal que 
01 dde donde: 


Feonrma Y nEeINICIÓN, — Cualesquiera que sean el entero natural a y el entero na- 
liado hi0, existe un entero natural p tal que bp >a; se dice que el orden total 
delito sobre N es arquimediano con respecto a la suma. 


Be puede mostrar un tal entero; por ejemplo, a +1; en efecto, 
(u+ Doe=abHbzat+b>a+ loa 
Mo Sen Pel conjunto de los enteros p tales que pb>«a; acabamos de 


Yet que ente conjunto no es vacío; tiene, pues, un mínimo (ver £ 28, axioma 
No) j ento elemento a uv es nulo (pues 0h =0 < a); se puede, pues, escribir 
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q +1; gb es, pues, inferior o igual a a (puesto que q + 1 es el más pequef 
entero tal que pb> a), luego existe q único tal que 


bg <a<b(q +1) 
pongamos r=a—bq; r es único y 0 <r<b, Juego: 
TEOREMA Y DEFINICIÓN. — Á todo par de enteros naturales a y b fal que bo 
se puede hacer corresponder un par único de enteros naturales q y r iaa que 
a=bq+r y 0O<r<b, 


La operación que permite pasar del par (a, b) al par (q, rj se llama división: 
euclídea de los enteros maturales, q y r son, respectivamente, el cociente y el resto € É 
esta división. ; 


Si r=0, b divide a y q es entonces el cociente en N de a por b, 
Observemos que si 4<b, q =0 y r=a. 


37. Exponencial de base a y de exponente bh 


Cualquiera que sea el entero natural a y cualquiera que sea el enter 
natural b 0, escribiremos 

(1 a=a dAz=aa,..., A = qa, 
en particular para todo bx 0: 0%=0, 

Escribiremos también para todo a 0 

(2) P=1l, 

Estas igualdades muestran que para todo par (a, b) x (0, 0) el símbolo ati 
está definido, de donde: 

DerINicióN. — La aplicación de N xXN—((0, 0)) en N definida por 


la, b)— a 
se llama exponencial de base a y de exponente b. 


Se verificará sin esfuerzo cuando todos los símbolos utilizados tienen un] 
sentido hi 


aras = grta, — arbe=(aby, — (ar = aw, 

pero esta operación no es ni conmutativa ni asociativa; se tiene, por ejemplo, | 
2=8 7?=9 h 

(Qy=8=64 20 =2= 512 


por convención ab” representa siempre ab? (en efecto, la notación (ary es l 
inútil, puesto que (aby = ado), 
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BJERCICIOS 
1, Demostrar que en N es 
gEbeog <br, a<b=g< bn, (si n0) 


¿. Demostrar que en N, para todo ¿>1 y todo n>1: 4>1+mxm4, 


% Deducir del ejercicio precedente que en N, para todo a>1 y para todo bh existe 
lal que: ar>b (se dice que el orden total definido sobre N es arquimediano para 
multiplicación), 


A Conclusión 


Cualquiera que sea la pareja (a, b) de enteros naturales (excepto la pareja 
(0, 0) para la exponencial), hemos definido tres operaciones que tienen por 
Henullados respectivos ? 


a+b, ab, ar, 
poro las ecuaciones 


DD b+x=a Q bx0 bx=a 
(3) bPF=a 35 **=a 


Av llenen siempre soluciones en N, para (1) y (2) la condición de existencia 
$ de unicidad de x es, respectivamente, b <a y b [a. 

Uno de los fines de algunos estudios de los capítulos siguientes será el 
Hemitruir conjuntos conteniendo N y en los que estas ecuaciones tendrán siem- 
ha noluciones: para (1) éste será Z, para (2) lo será Q, para (3) y (3) lo 
her Re 

Además, €l) tendrá siempre soluciones en Z, incluso si a y b no se toman 
fn N, sino en Z; análogamente (2) tendrá siempre soluciones en Q, al tomar 
NXyhteon0Q0s0. 

Por el contrario, si queremos dar un sentido a la ecuación (3) para a y b 
foules, será necesario suponer 4 y b estrictamente positivos. En fin, para 
fenalvor ciertas ecuaciones (3 tales como a?=-—1l, nos veremos obligados 
A letroducir un nuevo conjunto C, conjunto de los números complejos, 
Cuda conjunto introducido en el orden indicado será un superconjunto del 
E prevedente 


NeZeoQocRcC. 


Rebre cada uno de estos conjuntos se definirán una suma, una multipli- 
gavión, que prolongan las operaciones ya definidas sobre el o los conjuntos 
dilerlores. 














96 ENTEROS NATURALES — [Cap: Ú 


IV. Análisis combinatorio 


39. Número de aplicaciones de un conjunto finito en un conjunto finitdl 


Sean dos conjuntos M y N finitos no vacíos de cardinales respectivof 
moyon. E 
Designamos por S$(M, N) el conjunto de las aplicaciones de M en N. 4 
Sim=1, M=(a) y N=(D;, ba ..., bn), siendo biyectiva la aplicación 
i>b, las aplicaciones de M en N están definidas por 
a>fía)=b, (lsis=.a, 


luego S(M, N) es finito y tiene por cardinal ». A 
Supongamos que para m =p — 1, $(M, N) sea finito (hipótesis de recurre HA 
cia); sea ms=p y a un elemento de M; pongamos a 


M=M-—(a M"=(aj. 

A toda aplicación f de M en N hacemos corresponder su restricción me. 

a M' mediante la aplicación y 
F: S(M, N)—>8S(M”, N), 


es decir, 


fu: = FP. 


E- (fu) es el conjunto de las prolongaciones de fu, cada uno está determinadi 
por f(aJEN y son disjuntos dos a dos; luego 


card F-Ufu) = card N =h,. 


En consecuencia, $(M, N) está definido (ver $ 35, corolario 4) y si ponáf 
mos (p, 1) =card S(M, N); cuando card M= p, tenemos E 


ol, mon 
Y9Q, n=n q(1,1) 


plp, 1) =n» eqlp — 1, n) 


ol, n) =ñ o(m -— 1, n) 


multiplicando estas igualdades miembro a miembro, no siendo ningún factdl 
nulo, tendremos y 


p(m, 1) = 2". 
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EBHEMA. — Nienido M y Noto vacios y de cardinales respectivos m y n, el conjunto de 
heetonen ROM, ON) es finito y tiene por cardinal ne, 


INVACION 


0 pene ales retó Firmada que se representa algunas veces $F(M, N) por NM, 
Julera ee seur los conjuntos My oN, 


diera de lan Inyucclones de un conjunto finito en un conjunto finito. 
Alnelonos. Pormiitaciones 


Ñ Nolan por QUA, NN) el conjunto de las inyecciones de M finito no vacío 
NN ha vaelea] OM, N) ,s finito, puesto que es una parte de 3(M, N) 
il 
MNR inyawvión de Men N, se tiene 
Bard Mo card (AM) < curdoN, 


) está | epntenida en N, lumpo m0 
Adlarienes que en el il precedente poniendo 
verd Mp. 


, ta Nh esmas vorresponder su restricción 
| lona 


Bi UM, N)-» 90M! N), 


Mia de, 8) venjunto de las prolongaciones de iy, cada 
pera (4) no ae dobo tomar en N, sino en 
Alo a) o puedo Tener un valor ya tomado 





Mn a UY) wr N card ts =A--(p— 1), 


O tw inyectiva oard a M') cur” CM”) “8 31, coro'ario 4 de 
lus (prinelplo de low pastoros, $ 35) : 


vard J(M, Ni =p m1) card AMO, N), 
iba lada, 0, mm, de donde 


Pe mn 
(2 mm (a 1) yl, n) 


+ 


Hp en p +D Up —1, n) 


Lon, Wo=(n-—m +1) Y(m—i, 1) 


- HERA 
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multiplicando estas igualdades miembro a miembro, no siendo nulo ningun 
de los factores W(p, 2), pues m < un implica n—p+1>0 para l<px 
obtendremos 


Yn, 1) = Mía— 1)... (n—m +D, 


es decir, el producto de 71 enteros consecutivos estrictamente decrecientes r 
partir de n, Obtendremos una expresión más simple gracias a la _definiciól 
siguiente : 


DEFINICIÓN. — Si n es un entero natural, se designa nl (que se enuncia «n factorial» 
el entero natural definido por Ñ 


0! =1 y para nz1 n= (n— Din. 


Luego para n > 1 
nt=123...2 


La aplicación n->n! es estrictamente creciente” para n > 2; se tiene 
li=1 21=2 31=6 4! =24 5!=120... 10! = 3.628.880 


mediante esta notación es 


Yún, n) = xn —1)...(n—m+1)= n! 


(n— m1 
TEOREMA. —Si M y N son dos conjuntos finitos no vacios de cardinales respectivé 
m y n (m <=), el conjunto de las inyecciones de M en N es finito y tiene por cardiná 
! h 
ma—1)...M—m+1)= LL, 
(n — ml! : 
bb SiM=[(1,2, ..,m)y N=(1, 2, ..., n), sea ¿ una inyección de J 
en N Me 
p=> up) =?, 
la imagen de i, UM) = (li, la +. tm) donde los elementos ly lar... dm estál 
colocados en este orden se llama una variación sin repetición de los n enter 
1, 2, ..., n, Mam. A 
De una manera más general si N =(%, Lo ..., XP UM) =(1%,, Xjp 0» Y] 
con los elementos XY;, Yi 0...» *,, colocados en este orden, se llama uf 
variación sin repetición de los n objetos Ep La) Ta Mam. E 
Se designa algunas yeces el número de estas variaciones por A”; es A 
número de inyecciones de M en N, luego e 
ni 
== ma—D..(an—zm+D =>. 
ar=0(0—1)...(M—=m+1) == 53] 

c) Caso particular: card M= card N=n, 


(9) 20! tiene 19 cifras en el sistema decimal; se demuestra en Análisis la fórmula asintdill 
siguiente (llamada fórmula de STIRLING) ; Y 


n |” 1 í 
Il =y 214 | -- 1+4— +0] - : 
A 
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Bl curalario 5 del teorema 4 (8 31) indica que toda inyección de M en N 
Uña hiyección; según el resultado precedente, hay nm!, puesto que 
lo Ple, 


Bn partlealne: 
BORA Hal hiivercciómes de un conjunto E con n elementos sobre sí mismo. 


Mina biysovlones ss los lama también a de E (ver más ade- 
6 4 M4). Por abuño de lenguaje si E=(%, x, ..., 7.) se llama algunas 
permitación la Imagen (3), es decir, 


E E | 


lá elements 4,04, colocados en este orden, 


IN TS card Af =0, card B = card 
hi " hlpueelihes. de Á = lbonalie AZ 1%, 
LA MAA, M0 des ns cejas: finito E de cardinal 
AMAS AF y rl A card A <=, 
áepnñitar el mmneca de blyeecionos f de LE tal que 
fFeleba bal final del eopralo 1, y el ejercicio pro: 





ide ii elementos de un conjunto E con 4 elementos. 
voporlulanon 


Minta Fille Emb agite curado Di, ,= 1, busquemos el número 
Ah Ejembrtios, clamrmnliminte m1 -. +, Anotemos $,(E) el con- 
TORA 
ipyeelón fade N —[L, 04] sobre E, la aplicación de S(N) en 
A par (elendo Acama parto de N) A—=>/(A) es biyectiva, luego S(N) 
cad aupundrenos, pues, E=N=[1, ax]. 

Ú lnyreeión 1 de M1, mi] en N=[1, a] corresponde una parte 


A - 11M) li. 'm e... Em) 
ita nabo pull nción $ dde JUM, N) cn Sm(N) 
is 0)=A 


Hayiutiva, julen sl 1) [o Jr ++ ja] es una parte de N con m elementos, 
a ho + 4 es uma Inyección y B= f(f). Determinemos f-(A), es decir, 
! A Inyevelones de Moon N que dan una parte A de N; tendremos 


UM) [hy dc dd E MD = (E e 
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si y sólo si la aplicación de A en sí mismo definida por 
> 

es biyectiva, pero hay m! biyecciones de A sobre sí mismo ($ 40, c), lue 

card FA) =m! 


y, en consecuencia (principio de los pastores, 8 35), 


card KM, N)= (m! card 8, (N)), 


de donde 








card En(N) = 








ann—D..(a—=m+1) n! 
mi mln —! 








El razonamiento precedente supone m'>0; ahora bien, para m = 0, exis! 
una sola parte ((3) y la fórmula es también válida. 


: cs n m de 
Este número se representa por la notación oC o, se llama coefl 
m n E 


ciente binomial de indices n y m, veremos más adelante por qué (8 92)... k 


TEOREMA. — El número de partes con m elementos de un conjunto de n elementá 
es igual a id 





a o PA nl 


m m! min— mm! 


d . mx 
[observar los lugares diferentes de m y n en las dos notaciones e ] y Cu F 


Toda parte con m elementos de un conjunto con n elementos se llama com 
binación sin repetición de n elementos tomados m a n. h 


b) La fórmula precedente muestra que 


0d — ll 7 1—m 
¡e Pa Cr a > c” á 


Por otra parte, un cálculo fácil da para m= 1 


Cu = Ca 4 E, 
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id ahi lu construcción por recurrencia de la tabla de coeficientes binomia- 
A, Hamado tridegulo de Pascal, 





Ad 1 

meto 1 

Md | 2 1 

Hed o 1001 3001 
A es mes] SÍ 
HO Cc CIEN 





ey 5 en 'elenda setenta que le aplicación A — C A 


dl A) alelgide un elemento 1 en E Demostrar igual: 





AR 
lelando des alemania y y do del 


Ho mad 


Ma SN E 
e e cial 


A filo, seluidiar el errata ads ln aplicación mo» Cr, 
MAN Ademar peli, cmo agus parar O y mo, Cr" es divisible 


E] 
Cm mm JN, 


Hi( 








Ya la Pus varacleriabea de una parte A de E, se demostrará que la aplicación 
al senju tad lam Eunelonos características definidas sobre E (ver $ 12, c) 
uno hiyeeel a y ae ctrl cur FCE, (0, 19) 


hi de la prevedente que cardo Los => card $(E) = 2" (este resultado ha sido 
Bala en el pjetolelo dol $ 4, ej. 4; pro ondremos una tercera demostración en el 


$ 
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V. Nociones sobre los conjuntos numerables 


42. DerinicióN.-—- Un conjunto E es estrictamente numerable si existe tina biyecció 
de E sobre el conjunto WN de los enteros naturales. Un conjunto es numerable si es finito 
o estrictamente numerable. 


TEOREMA 1. — Para que un conjunto E sea estrictamente numerable, es .necesarió; 
y suficiente que exista una biyección de E sobre un conjunto estrictamente numerable Y, 


Si p es la biyección de F sobre N que existe por hipótesis, existe una b 
yección f de E sobre F, pof es una biyección de E sobre N. Inversament 
si existe una biyección g de E sobre N, y” og es una biyección de E sobre 


COROLARIO 1, —El conjunto N' de los enteros pares y el conjunto NY de los enter 
impares son estrictamente numerables, 


Se define, en efecto, una biyección de N” sobre N haciendo correspondef' 
a todo entero par 2n su mitad, y una biyección de N” sobre N haciend 
corresponder a todo entero impar 22 + 1 el número entero n. 


COROLARIO 2. La reunión de dos conjuntos E, F estrictamente numerables, disjunt 
es estriciumente numerable. : 


En virtud del teorema ], existe una biyección y de E sobre N” y una bil 
yección y de F sobre N”. La aplicación f de E U F en N que admite q pof 
restricción a E y y por restricción a F es una biyección de E U F sobre Nf 


EJERCICIOS 


1. Toda parte de un conjunto numerable es numerable. 
2. La reunión de dos conjuntos numerables disjuntos es numerable, 
3. La reunión de dos conjuntos numerables es numerable. 


TeoreMA 2.—El producto cartesiano Ex FE de dos conjuntos E, F estrictamen ; 
numerables es estrictamente numerable. 


Si y es una biyección de E sobre N y «y una biyección de F sobre N, $ 
aplicación de Ex F en NX N que a la pareja (x, y) hace correspondél 
(p(1), (y) es una biyección. Es suficiente, pues, demostrar que N X N 
numerable, Se puede establecer una biyección de N X N sobre N de esti 
manera: se colocan las parejas (m, n) de enteros en una tabla infinita df 
doble entrada, se enumeran las parejas, dando el número l a la pareja (0, 0% 
el número 2 a la pareja (0, 1), el número 3 a la pareja (1, 0) y más genera, 
mente tomando las parejas según las diagonales sucesivas (las parejas de uf 
misma diagonal están caracterizadas por la suma de los elementos de la pk 
reja) y recorriendo cada diagonal de derecha a izquierda (ver ej. 41, fin di 
este capítulo). 


e, 


CoroLario. — La reunión de una familia $ estriciamente numerable de conjunt 
estrictamente numerables, dos a dos disjuntos, es estrictamente numerable. 
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pes Y la Alo de $ sobre N. Si E es un conjunto de la familia, sea 
4 hiyección de E ob N. 


low pertenece al conjunto E, reunión de la familia $, x pertenece a un 
| Jaitt me y a uno sólo, puesto que son dos a dos disjuntos. Haciendo 
i aora pareja (p0E), pE(%)), establecemos una biyección de F 


dh iirmeiatr que ln apllcuclón. precedente es una biyección. 


y dun Poma tana rr letnenle numerable ps all GE y sea E, el conjunto 
We RH ma Ieiyewciln ces NO sobre $ 


PF paro 


tiene 


y ha lamila selilebaniesnts usanmsabile «e conjuntos estricta 
Anmiento humerablo. 
Mi ha Parallta ivumesalede ade confettos aumerables es numerable, 
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Ejercicios 


26, Siendo E un conjunto no vacío, demostrar que el conjunto de los axiomas Ny, N,, N 
del $ 28 es equivalente al conjunto de los axiomas: 
Ni E está totalmente ordenado y tiene un elemento mínimo +n. 
N, Todo elemento x de E tiene un siguiente 1”. 
N; Toda parte X de E tal que 


; meX y (xeX=>xveX) 
es idéntica a E. 


27*, Si E es un conjunto no vacío, demostrar que el conjunto de los axiomas N,, Na, Ny 
del $ es equivalente al conjunto de los axiomas: 
N, E es ordenado y toda parte no vacía de E tiene un clemento mínimo. 
N; E no tiene elemento máximo, 


Ni Toda parte acotada superiormente no vacía de E tiene un elemento máximo, 


28. Dos conjuntos E y E, que verifican los axiomas N,, N,, N, poseen las propiedades + 
resumidas en el $ 28 (según la consecuencia del axioma N,). Designando por m y m, $ 
sus primeros elementos respectivos, demostrar para E y E, un teorema análogo al * 
teorema del $ 29, 7 
Se propone demostrar que E y E, son isqmorfos para el orden definido en cada uno ] 
de ellos que se notará <=. . 
a) Si existe una aplicación f, de [mn, dd en E, tal que f,(m) =m, y £,0 = [4,6071 5 
para todo x de [y”, a] se dirá que a es regular Demostrar que mm” es regular y que ¿ 
si a es regular, lo es también a”. Y 
b Si ax b, demostrar que la restricción. de f, a [m, a] coincide con f, sobre $ 
[m, al. ] 
e) Considerar, en fin, la aplicación f de E:en E, que coincide con f, sobre [m, a] 4 
para todo a de E. Demostrar que f es suprayectiva y estrictamente creciente. ¿Qué * 
se puede concluir? : 


29. Sea k>a, una aplicación estrictamente creciente de N' en N tal que a, =0. 
a) Demostrar que el conjunto (a,) (k eN) no está acotado superiormente. 
b) Demostrar que para todo entero natural: x, existe un entero natural k único 
tal que , 
EX Ar 


30. Siendo a un entero natural superior o igual a 2, demostrar que: 
a) Para todo entero natural x +0, existe un: entero natural único k tal que 
Azx< akel, 
b) Para todo entero x » 0, existe un entero natural único k y un entero natural Xi 
único verificando 0 < x, <a tales que 
Xak < x< (x, + Dal. 


e) Para todo entero natural x existe un entero natural 4 único y una sucesión única 
de enteros naturales X,, Xq -00>» Xj» Xy Verificando 0 < x, <q para todo k de [0O, n] 
tal que 

X=X Mt... + x0+ Xp 


* Obsérvese que este- ejercicio aparece resuelto en el $ 28, 



















RIBRCICIOS : 105 


JM, Hemontrar que 10001 es divisible por 2% y no por! ¡1 2%5, Buscar el mayor entero h 
eb és 99 divide 10001 


M9. twontrar el número de soluciones enteras y positivas o dl de la ecuación 

| x+2y=n 
ido entero mutural). 

E hlénda o un entero natural, sen y, el número de sucesiones finitas (Ki, Kp .., k,), 
md ener A e nda doo 2, tales que 

ky +ky+ +k =81 +1. 

Hementear «ue 


tU 4 4, H ls Uy 


¡Múa A, el eumpinito dde de mesadas, e alo mostrará que el conjunto Sí de las suce- 
ELL Heritizaddar pur 4 yo resta jurendes 8677 de suuceslones terminadas por 2 son com- 


opta | 


MA 
a o 


Heieiiss, ee pendrd conlerar entro da parten con p elementos aquellas 
Á parte eletermiemida eu elena A elemento) 


OO re nes, CY 
BH cafeta: Ellas ade elemento ne designa por E el conjunto de los recu- 
l ri de HE, (AI Ll lo 0d poe partes dlsjuntas dos ados tales que card X; = p; 
A p Ay = H. Nen (A) y (1) (1. ¿ 3 dos recubrimientos de E que 
y Anta sl hebór Henmonlrar que cl número de permutaciones f de E tales que 
lb, Jin dr dls 8, e] en pl pd. a, py! (Se considera la aplicación 

do A, su BO que coluelle cos fono Áro ver $ 40, ej. 2) 


Á. ia ha llas ges cen el ojerciclo 45, siendo f una permutación de E, de- 
nata que al GAY) dl pd e im elemento de $, análogamente lo es (HAD) 
dais Usvagido A) Ue. Em) y siendo P el conjunto de las permutaciones 
de E. as ootuldera la aplicación a P=>%* definida por 


4D o (HAD) U << mm). 


Dlemnialrar cue es supraycciiva, 
BIN) 1d dd es elemento de $, ¿cuál es el cardinal g (Xp)? 


Phshitele elo cardinal de $. (Utilizar el ejercicio precedente y el principio de los pas- 
laree) ¿Aud relación tiene cate ejercicio con el cálculo de Ce (6 40? 


Hñélo 10m conjunto E con + clementos, se llaman combinaciones de estos n elementos 
himidox nto «om con repetición lodo conjunto con tr elementos de E, pudiéndose 
pejastir caca amo de ellos hasta fm veces. 
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38. 


39, 


40. 
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(Por ejemplo, si E=(a, b, c, d, e, f), la, a, c, dí d, fi es una combinación col 
repeticiones de 6 elementos a, b, c, d, e, f, tomados 7 a 7.) 


Se designa por IT” el número de estas combinaciones con repetición: 


a) Demostrar que un elemento determinado figura E veces en el conjunto 


las combinaciones con repetición de r elementos tomados Mm a m. 
b) Demostrar que 


m— 1 Pon-1 
n eN 





ma É 
E ot 


deducir que 
Tr = Cm 


m+n—1. 
c) Demostrar que 


MD ++ De=TA,, 
En el plano referido a dos ejes rectangulares de vectores unitarios respectivos i y,fA 
se considera las líneas quebradas uniendo O(6, 0) al punto Míp, q) (p y q enteras 


> > q 
naturales), cuyos lados son equipotentes, bien a í, bien a f, sea b el número de lín 
quebradas. 


a) Demostrar que cada una de estas líneas quebradas tiene p + q lados que se Mii 


merarán 1, 2, ..., p + q. Demostrar que el conocimiento del número de lados equ 
> > E 
potentes a í lo a j) determina la línea quebrada. Deducir que 


b=0», =C%4,, 


p+g 


— > A 
b) Demostrar que los lados equipotentes a ¡ (respectivamente, a [) tienen q +4 
ordenadas (respectivamente, p + 1 abscisas) posibles (ver ejercicio precedente pa ' 


la definición de T”) b= rr”, = Is, 


e) Demostrar que Tr = Cm E 


a) Siendo «q y 4 dos enteros naturales no nulos, demostrar por recutrencia que 
d+agrz1m. 


b) Demostrar que si 1 >2 y p>1 la igualdad n'-l =p es imposible; para n 
demostrar que la igualdad precedente es posible sólo para p=1 0 p=2. 


c) Demostrar que la igualdad (rm, n, p enteros naturales no nulos) 
(mor = mim 
es exactamente únicamente para las ternas (1, n, p), (m, a, 1), (mn, 2, 2). 


Si x e y son dos enteros naturales no. nulos tales que x< y, se propone resolver 
ecuación 


YY = y” 
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ñ) Bw A el med do x e y, se pone x=x'A, y <= yA. 
Derio que v% dlyvide y'9-1 y por recurtencia que divide y”. Deductr que AÁ=x. 
BY Unilizando el ejercicio precedente, demostrar que x=2, y =4. 


Ñe eenaplera la aplleación de Nx N en N definida por 


xo Ke y) =Ix—L y+ 1041 
robo y.:l [f0,y=f—1,0 +1 
(0,0 =0 


Meteda det sento rata, se limar segmento s, el conjunto de las parejas de 
Bñleria naturales (3, 1) talon que xj y Ka 


8 Eva vn al tii des elermenton dle sz, 

Ealuilar He 1 Duración des a yo alo y, 

Mende. Ho ea rad, clemoniror «que existe un entero Aral k único 
ad 

Mii (M0 142) 

esas sE e pas 


Hletalela 90 Mo lan despesticctasian de aegrirdo grado). 
ON HUR den 4 48 estación 
Kw y) =1 


fal iralara de )lelerids elo orde A del segmento sy, al 
tele que fu hiyectlvn. 


Món: elena Er pala mk 1070, 
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LEYES DE COMPOSICIÓN 


Il. Conjuntos provistos de una ley de composición interna. 
ll. Diversas leyes internas asociadas a Una misma ley interna. 
Hi.  Flomomorfismos e isomorfismos de (E, T) en (E”, T?). 
IV, Simetrización de una ley interna. El grupo aditivo Z. 
Y, Conjuntos id de dos leyes de composición internas, Distributividad, A 


El anillo Z. 
VI. Leyes externas. 
VII. Estructuras. Isomorfismos. Homomorfismos. 


43. En el capítulo 1 hemos estudiado las propiedades generales de los 
conjuntos que sólo utilizan las nociones de pertenencia y de orden; en este] 
capítulo vamos a definir y estudiar las operaciones algebraicas relativas a uno j 
O varios conjuntos: generalizan las operaciones elementales definidas sobre 
ÑN en el capítulo 2; esta operación —o estas operaciones— definida sobre un 
conjunto E, le da una estructura algebraica de una especie determinada, que; 
depende de la operación —o de las operaciones considerada; el conjunto Bj 
se llama el soporte de la estructura considerada: un mismo conjunto E pueda! 
estar provisto de estructuras diferentes, y recibe entonces calificaciones dife 
rentes (ver 8 68), 


El Algebra és la rama de las matemáticas que estudia sistemáticamente 
las estructuras algebraicas: es decir, que se interesa con prioridad por las 
- propiedades de las operaciones definidas entre los elementos de los diversos 
conjuntos que por los mismos elementos. Naturalmente, definiremos los conjun: 
tos clásicos Z, Q, R, C, polinomios; volveremos a encontrar sus propiedades 
y definiremos otras. ¡ 

En este capítulo vamos a definir ciertas operaciones algebraicas (leyes def 
composición interna y leyes de composición externa) y estudiar sus propi 
dades generales; el resto del jibro se dedicará al estudio de las estructur 
fundamentales del Algebra. 
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Í, Conjuntos provistos de una ley de composición interna 


MH. Mefinición de una ley de composición interna. Notaciones. Ejemplos 


Dibrnición, — Se llama ley de composición interna..entre..elementos..de..E,.. toda. apli- 
eh de una parte A de EXE en E..Se dice entonces que- E- está provisto de la ley 
lara Cinalderaca. 


Ba devir, 1 ln pareja (1, y) de A, una ley interna hace corresponder un 
glemento nico 3 de E 


( N>2=flx, Y.  ** | 


Elio A Ko. E, se dico que la fey está definida sobre todo E, se dice 
Alien ayu es ona operdción interna sobre E o una ley interna sobre E. 
E Bn le reventa, salvo mención contraria, las leyes estudiadas se supondrán 
definidas mbra tado E, 

válgr 8, Y) que eotresponde q ln pureja (x, y) se llama el com uesto 
MBA an aya primos, El compuesto se designa con diversos 


+ 7 YH vi vis on, x*y 


le enpuetflicas de elgueas leyes (ver los ejem los). 

E, Ml loo lama adición; dp (que se lee “x más y”) 
CTO AA 

HMldn (a a o a a y se lama multiplicación; xy 
A Bi les Ca nuilbtiplicado. or o simplemente “xy"— es el pro- 
de lea dos fuetores au 1 

3 Baba ae os er able que se lu adoptado, respectivamente, la notación 
NR y la oftción ailiplicativa para la ley considerada. 

a $ Ti a ide plgnnin veces “a truco 4" y xy “x antitruc y”. 

Badia u le imtemma (a, a TO, la le interna (x, ) >. Tx se lama 
Bfikeéalal «la pelinaca. : 
Mheervonos que alendo tinico el compuesto de dos términos cualesquiera 
YO hem sp. e 


vo yoxTi=yTz y ¿Txr=2zTY. 


Ba lla, por abuso de lenguaje, en lugar de decir “consideremos sobre E 
A ler lv. 0 Tar, diremos “consideremos la ley T sobre -E” o también 
Bnhalderemos la ley x Tg definida sobre E”. . - 

En resumen, podemos decir que un conjunto E provisto de una ley interna 
Eset pur, lo que expresaremos frecuentemente por (E, T). 

Añl, (N, +) y (N, X) designarán, respectivamente, el conjunto de los en- 
Írens oarmrados provisto de la adición y de la multiplicación. 


a ra 














110 LEYES DE COMPOSICIÓN [Cap. 3 


EJEMPLOS 


1. Las dos leyes a+b, ab son leyes internas definidas sobre todo-N, no ocurre 
lo e con las leyes a— b (definida solamente para b<a) y a/b (definida solament 
para b|a). 

2, En N la ley a? está definida para toda pareja (a, b), salvo (0, 0). 

3. a+b, a—b, ab son leyes definidas sobre todo Z, Q, R, C, No ocurre le 
mismo con a/b, que sólo está definida sobre Z cuando b divide a a y sobre. Q, R, 
cuando bx0, 

4, Siendo E un conjunto, las leyes AUB, AMB están definidas sobre todo € 
conjunto 3(E). s e 

5. Siendo E un conjunto, fog es una ley interna definida sobre todo el conjuntos 
F(E, E) (ver $ 15). Ñ 

Observemos que si E, F, G son tres conjuntos, f un elemento de S(E, F) y g unf 
elemento de +(F, G), (f, g) >Zo0f es una aplicación de $(E, F) xFH(F, G) on S(E, G); 
que no es en general una ley interna. a 

6. Las leyes internas sup (a, b), inf (a, b) están definidas sobre la totalidad de toda 
conjunto E totalmente ordenado. Si el conjunto E está parcialmente ordenado, estas dog 
leyes no están en general totalmente definidas sobre el conjunto, pero sí lo son si KN 
es un retículo por la relación de orden considerada (ver capítulo 1, ej. 24). 


> > 
7. En R3, el producto vectorial A AB de dos vectores es una ley interna. ( 


> > 


ocurre lo mismo con el producto escalar, pues A . B es un número real y no un vector); 


Cuando E es finito, la ley está determinada por su tabla (análoga a la, 
tabla de PITÁGORAS); por ejemplo, en notación multiplicativa 





€ 


a A IN e 
a E 2 "_| factor de la derecha"% 





a (ay... AA... Ago. AA 


Ey | Gti. COSA A 
da | 94... GA... (Ag) ... Ey 





. 


En | Ar ce Cll. A. (Y? 








Y factor de la izquierda 


OBSERVACION 


En la notación ab o aTb, es mejor designar 4 como el «factor —o término— 
izquierda» en lugar de «primer factor -——o término-—», pues en la notación gof, p 
eiemplo, podría surgir ambigúedad: f «factor de derecha» se efectúa en primer lug 
y g «factor de izquierda» se efectúa en segundo (ver $ 15). 
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Compenleión de una sucesión ordenada finita de elementos. Asociatividad 


Ney tres elementos a, b, e dados en este orden de (E, T), para definir el 
Ménlo compuesto de e, hb, e en este orden, se puede e los elementos 


WaTHTE o aT(bTcC) 


Y aire que estos resultados scan desigua es; como vamos a ver, los 
Ba am (1, 1) oe macho amás fáciles sí es Os dos elementos compuestos 
lÑ Inuales, exalesquiera «que scan a, b, e; de donde la definición siguiente: 
Fiipimiéida, — Lna day interta 3 definida sobre E es asociativa si y sólo si 


(Ya, dy eel) (atb)Te=aTr(bTo. 


; 1] Mil 8, it Dboajue da notación (Ya, b, ce E) es un abuso de notación 
AN a Ba re la he y Y ec 1, 


a un Penjane ¡Wav into de una ley asociativa escrita multiplicativa- 


mo] ss sn dosk di 1d hilary), 
—ñpORAL el edleuto, va un la izquierda, ya por la 


sale aña ma ley dsvelaldiva 0) elemento compuesto de 
y His Mandos nat nd por 


1 dl, 


ippo” T MA on 0) To, 


Epi] IAN 


] glpulo por la ivsgarlerada, des demostraciones fáciles en su prin- 
nd, que elbilirentos, muestran que el resultado sería el mismo 
lara empeñado el eñiculo por la derecha y más generalmente si 
li linde colocados de nianera arbitraria, respetándose el orden 

foi Hdemtnoa dd, dy ty 3 proponemos estas demostraciones 
sjorale ñ (ver fio del enpitalo, ej. 42), 

pe panultado dnloo para on ley asociativa será expresado sin paréntesis, 
Ba la 


ioalnelón 
153,1 
4d dao T A =] a 


Hu:1 
in 


at += De... + Cn => a 
lm1 


im 


dy e a=[]a 


m1 
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la observación hecha en el $ 32 (ver también $ 6, b, nota 2) sobre los índices 
es válida aquí: el índice ¿ puede reemplazarse por un símbolo cualquiera 


salvo 1 (su primer valor) y n (su último valor). 


El elemento compuesto de una sucesión de n elementos iguales a a (n > 1) 
se designará, respectivamente, he 


rá 


0ñ dd, na, qe 


1 


Jaza, la = aq, a=a, 


En la última notación se dice que a” es la potencia de exponente n de a. 


conviniendo es 


Se verificará que para todo entero p > 1 y todo entero q > 1, se tiene 


T=) (T.)-To 
pa + qa =(p + ga 
ara? = gr+a 


1d G PQ 
T (T=)-T- 
p(ga) = (pgra 
(any = gra, 
EJEMPLOS 
1. Las leyes a+b, ab en N, Zh Q, R, € son asociativas, análogamente las leyeni 
definidas en los ejemplos 4, 5, 6 del párrafo precedente. A 


2. La ley a? definida en N, salvo para (0, 0), no es asociativa (ver $ 37), análoga 
meníe para el producto vectorial (ejemplo 7), l 


3. La ley fog en S(E, E) (8-44, ejemplo 5) es asociativa. 


i=n 3 
Para una ley no asociativa nunca se empleará ja notación [a se indicaráf 
int 
siempre cómo está efectuada la operación (ver $ 37 para la exponenciació: 
en N), Ñ 
Salvo mención contraria, las leyes internas utilizadas en lo sucesivo se: 
considerarán asociativas. 
EJERCICIOS y 
1. En R, dados dos números reales 4 y b, mostrar que entre las leyes 


xly=0ax+ by 


una sola es asociativa. 
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y Entedo li provisto de una ley asociativa T, a un elemento fijo de E, mostrar 
a ley 1 ilefíinida por 


xly=xTaTy 
iuelativa. 


Coenmutatividad de una ley interna. Elementos permutables 


BM dDrrinición. Una ley himterna T definida sobre E es conmutativa si y sólo si 
(Va bek) aTb=bTa 
:] > E Aibyhioa NL. O, R, € son conmutativas, análogamente las leyes 


lia ejemples 4 y 0 del 4 44, 
qa leyes definidas Ba lun. ejeriplón 2, 5, 7 del $ 44 no son conmutativas. 


e Bala vs averte y conmul "tiva; se de- 
43, ti del erpítalo) que i¿—=>30) es una 


tan 
Hub 
$e1 


IN ápnacal e dlemontenrd que si y L, ..., Les una 
Ajirta Pinto l ode Indices; ae tiene 


Te-T (To) 


. losas AN pouribirá ea fórmulas en forma aditiva y ul“plle-“y-. 


! jempl all o auonjundo de índices es K=IXxJ)], con "=[1, p] y 
in element a 4, con esto Índices (ver 8 17) pue en escribirse . 
e 


FP uba abla recto gula (matriz) 


Un Ga Uy -. Ep 
Un la «An... Gp 


4 Gay o... Gi ..- Ap 


di Axa Caja Big ea Apgr 


A) HENAA 


14 LEYES DE COMPOSICIÓN [ Cap. 









Los elementos de una partición de K pueden ser o bien los índices df 
los elementos de una misma columna (í constante), o bien los índices de 1 
elementos de una misma línea (j constante); como es la notación aditiva qu 
se empleará en álgebra lineal, damos la fórmula relativa a la suma de toda 
los elementos de la tabla, por 


¿=1 f=1 i=1 i=1 t=1 

El símbolo utilizado en el último miembro de (3) está definido por 1 

fórmula precedente, o aplicando la fórmula (2) (en notación aditiva) por 
i=p j=q 


AQ 


t=1  j=1 (E 1xJ 
ps 


En lo sucesivo: 


Convendremos que una ley representada aditivamente es asociativa ) 
conmutativa. he 


bj) Sin que la ley T sea conmutativa, puede suceder que para dos elf 
mentos particulares qa y b de E, se tenga E 


aTb=bTa 


se dice entonces que a y b son permutables en la ley T, o también que a y] 
permuútan en la ley T. Se dice también que a y b son conmutables o tambi 
que conmutan en la ley T. 


Si existe un elemento 4 permutable con todo elemento x de E, es deci 
tal que A 


(vxeE) ar=aTo 


se dice que a es un elemento central de (E, T). Se llama centro de (E, T) r 
conjunto de sus elementos centrales, 


EJERCICIOS 


1. Sia y b son dos elementos permutables de (E, T), mostrar que ocurre lo m 
a 


para |] ay Tb y cue 
Tuo=(T.)r(To) 


2. Las dos proposiciones (a y b elementos de (E, 7) 


God(wb) aTb=bTa 
vbGa . aTb=bTae 


. ¿son equivalentes? Interpretarlas. 



















FIJ_ LtY DE COMPOSICION INTERNA 115 
y Himvar ol error en el razonamiento - siguiente: «ninguna ley no puede ser no 
Hinllve; en ofecto, la relación 

aTbxbTa 


dbltta, para eb, u una contradicción». 


Í, Demuirar que en S(E, E), la ley fog; no es conmutativa si E tiene al menos 
elementos, pera que dl, permuta con toda aplicación. 


Hiementon regulares 


tando E provisto de una ley T, consideremos las dos aplicaciones de E 
delliatda pur 

Yos Y la) a Tx 

Vos Bd oy Ta 


A ita, Hieélación por du taupuierda y traslación por la 
| LE! Ñ 
ADA hades a Y tido ar dos Es 


HTlr=iTyax =y 


Ú aa pegrlar por de teynierida, 
MN inpeetts, para dedo a y todo qe de E 


Tay Tia. — y E at 





8 regla por da aderdi 


he Hd a regular alos la vez. regular por la (aquiarda. y por la 
ña sw paa dde la Igualdad «Taz=aTy(o xTa=yTd a la 
MES qué se amplifica por a. 


108 


Haro qué pués la aileión en R (o Q, Z, N) todo elemento es regular. 
flamo para da alílpllorción 


» ¡eu ño los elementon regulares en $(E) para la reunión?, ¿para la inter 


damestrar qué RL, 10 provisto de la ley fog, los elementos regulares por la 
sar lan bnyevclonen y lor elementos regulares por la derecha las suprayecciones 
0 01, 3 


4 NB está provlato de la ley usociativa T, demostrar que 


Taro =Y,9Y, ar ee. 9, 0 8, 
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48. Elemento neutro. Elementos simetrizables. Elementos simétricos 


a) TEOREMA Y DEFINICIÓN, — Si existe en (E, T) un elemento e tal que 
(vxeE) eTx=xTe 


si la ley T es asociativa, es único, se le llama el elemento neutro de (E, 7). 
Sea, en efecto, dos elementos e y e” tales que, para todo x de E, 
(DO eTr=xTe=x (2D) e€Tx=xTe'=x 
haciendo x =e' en (1) y x =e en (2), se tiene 


eTee =e Te=eée' eTe=eTe=e, 








Se ve que el elemento neutro, si existe, es un elemento central de (E, T 
En notación aditiva el elemento neutro se llama elemento cero; en nota 
ción multiplicativa, elemento unidad. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. EnR (o Q, Z, N O es el elemento neutro de la adición y 1 el elemento neutro: 
de la multiplicación. El conjunto de los enteros racionales pares (o múltiplos de a» 
¿tiene un elemento neutro para la multiplicación? 

2. ¿Cuál es el elemento neutro de $(E) para la reunión?, ¿para la intersección? 

3. ¿Cuál es el elemento neutro de $(E, E) para la ley fog? k 

4. En N* las leyes que a (a, b) hacen corresponder el m.c.d., o el m.c.m., del 
a y b, ¿tienen un elemento neutro? : 


b) DerinicióN. — Dada una ley Y definida sobre E poseyendo un elemento neutro | 
un elemento a es simetrizable por la ley T si existe a? de E tal que E 


aTaád=ae Ta=e. 
Se dice que a' es un simétrico de a en (E, T). 


Siendo la relación precedente simétrica en a y 4: a es un simétrico de a'já 
sé dice que a y al son simétricos. 7 


TEOREMA, — Si para una ley T definida sobre E, asociativa, poseyendo un elementdl 
neutro e, a es simetrizable, su simétrico es único y a es regular. AN 


Sean a' y a” dos simétricos de a; tenemos 
G aTad=aT a=e (2) aTa"=a Ta=e. 


Utilicemos estas dos relaciones para calcular de dos maneras, merced a l 
asociatividad, a" TVaTe', 
aTaTa=(4 Tata =eTd =ql 
a TaTa=a"T(a01ah)=a Te=4", 


luego a' = a”, Demostremos ahora que todo elemento simetrizable es regula ] 
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E. Enmpongamos por la izquierda (o por la derecha) los dos miembros de 
HTx=aTyl(o xTa=yTad) con €”, obtendremos 


aTx=aTy xTa=yTa 
aT(aTaA=aT(aTy XTaQTE=(YT4ATA 
(dd TaAT=(A4TATY xT(aTa)=yT(aTd) 
eTx=eTy xTe=yTe 
x= y x=3Y, 


J luego « es regular, 


: 'rorema. — Para toda ley T asociativa, poseyendo un elemento neutro e, el elemento 
E. Plinpuesto de dos elementos simetrizables es simetrizable y se tiene 


(aTby =bPT0" 
- Sean al y b' los simétricos respectivos de los elementos simetrizables a y b, 
pongamos que existe c tal que 
(D cT(aTb=e () (aTDTe=e 
fompongamos (1) sucesivamente con b' y a'; por la derecha obtendremos 
[cTlA6TD]TO =(CTOT(ÓTI)= (cTaTe=cTa=eTb' =P 
y como 
(cCTa4Ta=cT(aTA)=cTe=c=Db'T4' 
he ve fácilmente que c=b'Ta' verifica también (2); luego a T b es simetri- 
áable y b'Ta! es su simétrico, 
E KINIRCICIO 


: Demostrar que, en E provisto de una ley asociativa poseyendo un elemento neutro, 
EM que admite un simétrico a”, es permutable con b, entonces a' es también permu- 
E habla con b; deducir de lo anterior que el simétrico de todo elemento central simetrizable 
EM un clemento central. 


A, Observaciones sobre las ecuaciones y(x)=a, 54(x)= a. Notaciones 
diversas 


Supongamos E provisto de una ley asociativa T poseyendo un elemento 
sutro e, consideremos las ecuaciones 


MD yr) =bTx=a (O) Sa) =xTb=a. 


Ni b tiene un simétrico b', componiendo por la izquierda, o por la derecha 
2 hon), se obtiene por solución respectiva de (1) y (2) 


dd 1 =bTa (Q) =aTD'; 


futan soluciones son, en general, distintas para una ley no conmutativa. 


118 LEYES DE COMPOSICION [Cap. 


En notación aditiva, puesto que la ley es entonces conmutativa, las ecuar 
ciones (1) y (2) se reducen a 


b+x=a. 










La solución, si existe, 1 =a + bh” expresada x =a-—b, se llama diferencia 
de a y b. Si se hace a =e se ve que el simétrico de b está representado pot 
(—b), que se llama entonces opuesto de b. Luego se tiene 


arb=a+(—b) 
se verificará que 

—(a—b)= b-—-a 

En notación multiplicativa el simétrico de b se llama inverso de b (se dice] 

que b es inversible) y se designa b”!, las soluciones (si existen) de A 

br=a  xb=a 
son, respectivamente, 

ao=bila x= ab 


y se llaman, Pepscteaménis cociente por la izquierda y cociente por la 
derecha de a por b. ñ 


Cuando la ley es conmutativa se escribe 
X= MM al b 


x es el cociente de a por b, a/b es una fracción de la cual a es el numerador ] 
y b el denominador. 


Il. Diversas leyes internas asociadas a una misma ley interna 
50. Ley interna definida sobre S(E) deducida de una ley interna definida] 
sobre E 


Estando E provisto de una ley interna T, podemos definir una ley interna ¿ 
sobre- $(E) poniendo, para A y B dos partes de E, Al 


ATB=(2|(1x5A) (IyEB) 2=xTy) 


T' 


dicho de otra manera, AT'B es la parte de E descrita por xTy cuando r. E 
describe A e y describe B. á 

Las leyes T y T' están definidas sobre dos conjuntos diferentes E y SB); E 
por otra parte, 


(2) T (9) =(xT9). o 





4 11] LEYES INTERNAS ASOCIADAS e 119 


En general no hay ningún inconveniente en designar las dos leyes por el 
iilsmo símbolo T, se dice entonces que la ley 


(A, B>ATB 


definida sobre $(E) es la extensión de la ley xTy a las partes de E. En 
Glerlos casos no se puede representar las dos leyes por el mismo símbolo 
(ver ejercicio 3 más abajo). 

fin notación aditiva, o multiplicativa, el elemento compuesto de dos partes 
A, B estará expresado A +'B y AB. En este último caso, se procurará no 
tunfundic A?= AA parte de E provista de una multiplicación, y A?=A X A 
parte del producto cartesiano E Xx E. 

Por abuso de notación (x)TA, (x) + A, (x)A se expresarán TA, +A, 
* A. Por ejemplo, 2N designará cl conjunto de los enteros naturales pares, aN 
el conjunto de los enteros naturales múltiples del entero natural a (ver $ 34, c). 

Cuando hayamos definido el conjunto Z de los enteros racionales, — N 
designará el conjunto de los enteros negativos o nulos, 4Z el conjunto de los 
enteros múltiplos de a. 


RINRCICIOS 


tl. Cuando la ley no está definida sobre todo E, si se conviene en poner 
[w)T[y)= £ cuando xTy no está definido, demostrar que la extensión a las partes 
exdlá completamente definida sobre $(E), Determinar en ¿(N), A-—-—B cuando 


A=[3,7] B=[51] o A=[0c, a+] B=[b5,b+HKl. 


2. Demostrar que si la ley en E es asociativa o conmutativa, también lo es su 
uxtensión a las partes de E. Si la ley en E tiene un elemento neutro, ¿también lo tiene 
hi extensión a las partes? 

3, Consideremos la ley A UB definida sobre 8(E), ¿se puede designar € U X, la 
extensión a las partes que aquí es una ley definida sobre S(8(E))? 

4, Sea E un conjunto” provisto de una ley asociativa poseyendo un elemento neutro 
e, representado multiplicativamente, y una parte A descrita por los elementos inversibles 
de E. Comparar AA-1 y fe). 

%. Sea E. un conjunto provisto de una ley representada multiplicativamente, demos- 
lat que si a es regular, (a) es regular en S(E). Siendo A una parte de E descrita por 
plamentos regulares, demostrar mediante el ejemplo 


N* (2, 3) = N* (2, 3, 6) 


que Á no es forzosamente regular en 3(E). 


%M. Parte estable. Ley inducida 


Durmición. — Una parte A de un conjunto E provisto de una ley interna Y es estable 
pura esta ley si 
(Vx, ye A) xTyEA, 


Utilizando las notaciones del párrafo precedente se ve, pues, que Á es 
ssiible si y sólo si ATACA. 
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E aplicación de AX A en A definida por 
(Yo Ty: 


es, pues, una ley de composición interna definida sobre A, se llama ley indus: 
cida sobre A por la ley T definida sobre E, se dice que la ley T sobre 
prolonga la ley así definida sobre A. Si no da lugar a confusión, la ley T def 
nida sobre E y la ley inducida por T sobre una parte estable A de E 
designarán con el mismo simbolo. 

Si la ley T es asociativa o conmutativa sobre E, se ve inmediatamen: 
que la ley inducida en una parte estable de E es asociativa y conmutativ. 

Se ve igualmente que si la ley T posee un elemento neutro e perten 
ciente a una parte estable A, la ley inducida sobre A admite e por elemen 
neutro, pero éste no es el único caso a tratar (ver ejercicios 1 y 2 más abajo 


EJERCICIOS 


1. 2N* es una parte estable de N* para la multiplicación, la ley inducida está; 
desprovista de elemento neutro. 

2. Sea E un conjunto, Á una parte propia de E; se designa por él, el conjun 
de las partes X, de E tales que ACX, y por 4, el conjunto de las partes X, de 
tales que X,C Á; demostrar que Él, y dl, son partes estables de S(E) para la reuni 
y la intersección. Los tres conjuntos sí, dl, y 4, tienen cada uno un elemento neut 
para la reunión y las leyes inducidas, ¿son las mismas? La misma cuestión para la intetw 
sección. 

3. Demostrar que el conjunto de los elementos regulares de E para una ley asocl 
tiva definida sobre E es estable para esta ley. : 

4. Todo elemento regular a para una ldey definida sobre E es regular para la ley 
inducida sobre una parte estable de E conteniendo «a. ¿Es verdadera la recíproca? ] 


5%. Ley producto 


Dados dos conjuntos E, y E, provistos, respectivamente, de una ley i 
terna T, y de una ley interna T,, se puede definir una ley T sobre el product 
cartesiano E, X Ez poniendo para dos parejas cualesquiera (a,, as) y (b,, b 


(as, ay T (51, db) = (a, T,b,, a, 1, Da). 


La ley T se llama ley producto de las leyes T, y Tz Se ve fácilmente qu 
si T, y T, son asociativas o conmutativas, también lo es la ley T. Si T, y 
tienen por: elementos neutros respectivos €; y €, la ley T tiene un elemento 
neutro e = (e,, €»). 

Si no se teme ninguna confusión se podrá designar las tres leyes T,, 
T por un mismo símbolo. Por ejemplo, si E, = E, = E sobre E X E, podrem 
definir una ley producto y tendremos 


(a, a) T(b, DB) =(aTb, 1D”) ys 
(a, a) + (b, ) =(a + b, a + b') 
(a, a) (b, DY = (ab, ab”) 
según la notación utilizada. 
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Ña puedo goneralizar esto a E=E, X Ez... X E,, por ejemplo, si los con- 
Atór E, ..., E, están provistos de una adición, se podrá proveer E de la 
Bn. 
(di de 1101 du) + (b,, Da, ..., Dn) = (a, + bs, a, + ba, ...$ Cn + by). 

Ñ 9, €n él elomento neutro de E; (1 <i<m), la ley producto tendrá por 


Mahid neutro € = (4, €, ..., €); Si €, %, ..., 4, son simetrizables, respec- 
ente, en cada uno de los conjuntos E,, (4,, a, ..., 4,) es simetrizable y 


dd (ar, Un 4.) = (—4,, —lb e, — An). 


Aulavión de equivalencia compatible con una ley interna. Ley cociente 


- Panalderamen un conjuolo E sobre el cual están definidas: 
UL oy de myuivalencia Ri a mx” (mod R). 
din ley de vempenielón Interna 7. 


tentado de definir una ley iuterna sobre E/R, es decir, 
BJ la primera iden que me Lleno en de considerar la clase 















it, pe Ty 


de EIA o JH an 0 M, es necesario que la clase «Ty 
Faprenentantes y de o y de y, sino únicamente de las 
dele, que 


KR) e py (mod R)]=>xTy =x'Ty' (mod R) 


¿QUO E dies que la retación de equivalencia R es compatible con la 
y pa FÁ entonces definir ana ley de composición T entre las clases 


577) 
al , 


que da elaxe segundo wiembro es independiente de los representantes 
8 oy o dependo, pues, más que de las clases x e y. 

ley interna 1 dotinida sobre E/R se llama la ley cociente de la ley T 
réluotón de eqrivalencia KR. La aplicación de E en E/R definida por 


> X 


Bar detinivción auprayectiva; se le llama la suprayección canónica de E 
BE/NM, en general no es inyectiva (lo es si y sólo si toda clase % contiene 
A alo elemento, es «decir, si R es la igualdad). 
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Si no da lugar a confusiones, se podrá designar la ley T y la ley cociente U 
por el mismo símbolo T. 
Se ve fácilmente que si la ley T es asociativa o conmutativa, lo es tambiég'4 
la ley cociente; si la ley T tiene un elemento neutro e, la ley cociente tieng 


por elemento neutro e, si a tiene un simétrico a' para la ley Tá es simetri: 
zable y tiene por simétrico d' para la ley cociente; pero la ley cociente pued; 
tener un elemento neutro sin que la ley T lo tenga y d puede ser simetrizb 
ble en E/R, sin que ningún representante de la clase d lo sea para la ley T 
ahí radica uno de los intereses de una ley cociente. Contrariamente, a pued; 
ser regular para T y d no serlo para la ley cociente (ver ej. 2 más abajo) 

La noción de compatibilidad de una relación de equivalencia con una 1 
de composición interna puede de hecho descomponerse en dos: q 

Se dirá que la relación R es compatible por la izquierda (resp. compatiblWi 
por la derecha) con la ley T definida sobre E si para todo y de E 3 


x=xw% (mod R)>yTx =yTx" (mod R) 
(resp. x=xvw% (mod R)=>xTy=x"Ty (mod R), 


es decir, una relación R es.compatible por la izquierda (resp. por la derec 
con una ley T si componiendo por la de qe (resp. por la derecha) los d 
miembros de una congruencia módulo R, se obtiene también una congru 
cia módulo R. 

Después de lo que hemos visto anteriormente, una relación de equiva 
lencia R es compatible con una ley T si y sólo si es compatible por la tm 
quierda y por la derecha con T. a 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que la relación p divide x—-x” en Z (p enteto natural >1) es condi 
patible con la adición y la multiplicación en Z. Construir las tablas de adición y di 
multiplicación de los conjuntos Z/pZ para p=2,p=3, p=5, p=6 (ver $ 18, ej. 3A 

2. Con la ayuda de la tabla de multiplicar del ejercicio precedente para p 8 
demostrar que a puede ser regular para la ley definida sobre E y. á no setlo pat 
la ley cociente. , 

3. Demostrar que si p es un número primo, todo elemento 20 de Z/pZ 
inversible (utilizar la fórmula de BEzOUT: ux+vp=1i; ver $ 99 t 5), E: 


54. Ley interna definida sobre S(E, F) deducida de una ley interna defin 
sobre F 


Siendo E un conjunto cualquiera y F un conjunto provisto de una le 
interna T, consideremos dos aplicaciones f y g de E en EF, es decir, dos- 
mentos de F(E, F); podemos definir una ley interna 1 sobre $(E, F) ponien 


h=fige(vxeE) —Hhx)=[(0T g(1). 
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Be ve que al T es asociativa y conmutativa, también lo es 1. Si T posee 
lmmbnto asutro e, la función constante que toma este valor e para todo x 
' sa elemento neutro para la Jey J. 

eñetal no hay ningún inconveniente en representar estas dos leyes 
p y FOR, 10) por el mismo símbolo. 


ii ok E robos BAN, e ponce 
aj) ger lr R) ala) a Ja) + 800) 
pela wa) pd AO, 
y pon, paspacilvnmente, da am y el producto de dos funciones f y g. 


NARA VALION 
A BH y alo onobo 1 entá definido um producto, no se cenfundirá las dos leyes 
iden aolira RECI, $0), respecilvamente, por 
| UD for Uno f 
ibiervavión 2, 8 15). 


ARBIE ION 


HPiemeatral que para la ley f+g definida sobre $(R, R) hay un elemento neutro 
le atmbimrA y que todo elemento f posee un opuesto que se determinará. 

Y Penualrar que para la ley fg definida sobre S(R, R) hay un elemento neutro que 

inará. ¿Cuáles son los elementos f regulares, los elementos f simetrizables? 


MW 'Franaporte de una ley interna por biyección 


LT conjunto provisto de una ley interna Y y f una biyección de E 
iuhre in conjunto El. Podemos definir una ley interna T' sobre E” de la 
Hlente mancra natural: cualesquiera que sean w” e y” de E', existe x e y 


Miiteen dle 1, tales que 
(Q=wY  (d=-y 


Er el elemento compuesto de x* e y por la ley T' será fxT4Y), 
rlerir, 


(1) Va, y eE) YTy= PET 

Hu vice que la ley T* de E” ha sido definido por transporte de la ley T 
de ñ mediunte la biyección f de E sobre E”. La relación (1) puede también 
Saerlbirse 

(2) Vx, ye E) — fxTY=f00) Tf. 


lil estudio de las relaciones tales como (2), sea f biyectiva o no, se hará 
ñl hn sección TI; referimos al lector a ella para el estudio de las propiedades 
A la ley T” deducidas de las propiedades de la ley T. 
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III. Homomorfismos e isomorfismos de (E, T) en (E, T') 


56. Homomorfismo de (E, T) en (E', 1) 


Consideremos una aplicación f de (E, T) en (E, 1”), se puede formar e 
compuesto de x e y en E, sea xTy y su imagen f(XTy) en E”; se puede 
formar también las imágenes f(x) y f(y) después su elemento compuesto en 
E”, sea f(x) T' (y). Las aplicaciones de (E, T) en (E', T') tales que estos dos 
elementos de E” sean iguales desempeñan un gran papel en Algebra, de donde 
la importancia de la siguiente definición : 


DEFINICIÓN. -—Se llama homomorfismo de (E, 1) en (E?, T') toda aplicación | de E 
en E* tal que 


(Vx, yeE) —HxTy =f60T' 10). 


Un homomorfismo de (E, T) en (E, T) se llama un endomotfismo de (E, T, 


EJEMPLOS 


1. Siendo R una relación de equivalencia definida sobre E compatible con la ley 
interna definida sobre E, la aplicación canónica de E sobre E/R (ver $ 53) es un 
homomorfismo de (E, T) sobre (EFR, T), pues para toda pareja x, y de E 


_— 
o xTy=23 Tp 
se le dice el homomorfismo canónico de (E, T) sobre (E/R, T). 
2. La aplicación f de (N, +) en (N, X) definida por 
x— f(x) = 2* 
es un homomorfismo, pues 2*+» = 2%2, 


3. Igualmente (ver curso de Análisis) la aplicación de (R, +) en (R, x) definida 
por (a> 0) A 


x > fx) =«* 


es un homomorfismo, pues a*t = ga, 
4, La aplicación de (Rs, Xx) en (R, +) definida por (a > 0) 


x — g(x) = log, * 
es un homomorfismo, pues log, (xy) = log, x + log, y- 


Un homomorfismo de (E, T) en (E', T”) se dice suprayectivoW, inyectivo MA; 
biyectivo según que la aplicación f sea suprayectiva, inyectiva, biyectiva. 


(10) Ciertos autores llaman epimorfísmo a un homomorfismo suprayectivo y imonomorfismo a uN, 
homomnorfismo inyectlvo. 





Y HI] HOMOMORFISMOS E ISOMORFISMOS DE (E, T) EN (E*, 1”) 125 


AiERCICIO 


línire los homomorfismos dados como ejemplos, determinar los que son suprayectivos, 
hnyeotlvos, biyectivos. 


'THOREMA 1.—Si f es un homomorfismo de (E, 7) en (E', 15) y g es un homo- 
Marfismo de (E, 1) en (E”, 10), gof es un homomorjismo de-(E, T) en (E”, 1), 


Cualesquiera que sean x e y de E tenemos 


MoNETY= pa 19] (definición de go p 
= g[f(x) T' f(9)] (f es un homomorfismo) 
= = 2[f6)] T” glf(M] (g es un homomorfismo) 


=(Bo0N0T"GEofWy (definición de gof). 


"TEOREMA 2. — Si f es un homomorfismo de (E, T) en (E', 1”), entonces: 
4) f(E) es una parte estable de E” para la ley T'. 


by Si la ley Y es asociativa (resp, conmutativa), la ley inducida por la ley T" sobre 
KI) es asociativa (resp. conmutativa). 


c) Si e es elemento neutro de (E, T), e” = fe) es elemento neutro de (f(E), 15. 


Si, además, x es simetrizable en (E, T) y admite x, por simétrico, f(x) es simetrizable 
y admite f(x) por simétrico en (HE), T 


Este teorema enuncia propiedades de la ley T' sobre f(E) deducidas de 
propiedades de la ley T sobre E. Consideremos, pues, los elementos arbitra- 
rios x%, y, 2 de [(E), existe x, y, z de E tales que 


0= W=Y, (m=7. 
a) x e y pertenecen a E, análogamente x Ty, luego 
| (TY) = (0) Ty) = 1 y ef(E). 
b) La relación de asociatividad aplicada a x, y, z en E 
GATYT2=xT(YyT2) 
E da en (E) por el homomorfismo f 
(TTD SOT WTD= (OT UWTO]=YTYTZ) 
=f[(«TYTZI] =f4TYT (> 0D TEGITÍAO = TT. 
Igualmente 
xTy=yTa>S fa TNY=WGTA > PTY YT 
A) eTx=xTe=*>feT x) = f(x 1 e) = f(x), es decir, poniendo 
e=fle): eTe=xYx Te =8%. 
Además, sea x,, simétrico de x supuesto simetrizable, 


Te =uTx=e=>f(x Tx) = fíx, Tx) = f(0), 
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es decir, 















[() Tf) = [(e) T (0) = €”. 


Vemos, pues, que todas estas propiedades de la ley 1 han sido demostra= 
das únicamente. para la ley inducida sobre f(E); no se puede decir nada para : 
la ley T' sobre E” —f(E), puesto que la igualdad fundamental 


(TY =/0T1W) 


sólo concierne los elementos de E y de [(E). E 

Por otra parte, de las propiedades de la ley T' (incluso sobre (E), no 4 
podremos en general deducir nada para la ley T; sea, en efecto, x”, y”, z”, los ; 
elementos de f(E), imágenes respectivas de x, y, z, de E, de una igualdad 
en f(E) tal como 7 =x'T'Yy', no podemos en general deducir que z y xTy% 
son iguales, sino solamente que por el homomorfismo f, z y xTy tienen la 
misma imagen en [f(E). Hay, sin embargo, un caso en que se puede relevar 
las propiedades de (E”, T') a las de (E, T), es el caso en que f es. biyectiva, 
Consagraremos el párrafo siguiente al estudio de estos homomorfismos bi- 
yectivos, E 


57. Isomorfismo de (E, T) sobre (E”, T) 


Consideremos un homomorfismo biyectivo, f de (E, T) sobre (E, T>), E 
siendo f una biyección, cualesquiera que sean w' e y” de E', existe x e y $ 
únicos de E imágenes recíprocas respectivas de x” e y”. Tenemos, pues, siendo * 
f un homomorfismo, 3 

(<TN=[(0T 1) =Y 1y 
y siendo f una biyección 
PTY =xTYy= POT, 7 
luego f-! es un homomorfismo (biyectivo) de (E', TF”) sobre (E, T), de donde: ¿ 


TEOREMA 3 Y DEFINICIÓN, — Si f es un homomorfismo biyectivo de (E, T) sobre (E*, 1),% 
fl es un homomorjismo biyectivo de (E, T') sobre (E, T); se dice que f es un is] 
morfismo de (E, 1) sobre (E?, 15. E 

Un isomorfismo de (E, T) sobre (E, T) se llama un automorfismo de (E, T), 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Si se designa por D el conjunto descrito por 2* (x*eN), la aplicación f de (N, +) 
sobre (D, Xx) definida por x —>¿f(x) =2* es un isomorfismo. 
2. FP aplicación de R sobre R* definida por (a>0): x >a* es un isomorfismo de 
(R, +) sobte (BR, Xx). ¿Cuál es el isomorfismo recíproco? E 


3. Sea E el conjunto de las rotaciones planas de centro O y de ángulo pa (he 


entero positivo, negativo o nulo cualquiera, p entero natural >1 dado), mostrar que? 
(E, O) es isomorfo a (Z/pZ, +). 
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4. Si la ley T” está definida sobre E” por transporte de la ley T definida sobre E 
nadlunte una biyección f de E sobre E” (ver $ 55), f es un isomorfismo de (E, T) sobre 


(B”, 1. 


5, La aplicación f=id¿ es un automorfismo de (E, T). 


Naturalmente un isomorfismo posee todas las propiedades de un homo: 
morfismo en particular: 


CUOROLARIO DEL TEOREMA 1.—El elemento compuesto gof de dos isomorfismos es 
un lsomorfismo. 


Si consideramos la “relación” siguiente sobre la “clase” (ver $8 3 y 20) 
de los conjuntos provistos de una ley interna: “Existe un isomorfismo de 
(H, 'T) sobre (E!, T')”, esta relación es: 
-Reflexiva, pues id. es un automorfismo de (E, T) (ver ej. 5). 
-Simétrica (yer teorema -3). 
-Transitiva (ver corolario anterior). 
lista “relación” que se expresa: “(E, T) y (E/, T') son isomorfos” se designa 
por ciertos autores 
(E, M) = (ES T) 
Ú 
E +=. Ef 


al no se teme ninguña ambigiedad sobre las leyes internas T y T. 


Pero el hecho de que el homomorfismo f sea biyectivo entraña resultados 
inás precisos que los del teorema 2 (8 56): De una manera general, toda 
propiedad de la ley T sobre E (resp. de la ley T* sobre E”) implica la misma pro- 
esas de la ley T” sobre E” (resp. de la ley T sobre E). Veremos múltiples 
Instraciones de este hecho en lo sucesivo, Demos seguidamente un ejemplo: 


y 


Í EJERCICIO 
b. Si f es un isomorfismo de (E, T) sobre (E”, T'), demostrar que si a es regular 
en (E, 7), igualmente lo es a” =f(a) en (E”, 15, 


¿Valdría este resultado si f fuera un homomorfismo no biyectivo? (Considerar el 
humomorfismo canónico Z > Z/nZ.) 


E IV. Simetrización de una ley interna - Grupo aditivo Z 


. Simetrización de la adición en N. Grupo aditivo Z 





«) La adición en N es asociativa, conmutativa, posee un elemento neutro 
0, todo elemento es regular, pero ningún elemento, salvo cero, es simetriza- 
E hle; más generalmente la ecuación 


0) x+4a=a4a 
















128 LEYES DE COMPOSICION  [Cap. 3: 


no tiene solución en N más que si a > a”, esta solución se. escribe entonce 
a— a”. Busquemos un conjunto G provisto de una ley T conmutativa tal qu 
N sea una parte estable de G para T, con la adición como la ley inducid 
sobre N y tal que todo elemento de G sea simetrizable, Convenimos designar * 
igualmente por el signo + la ley en G. Entonces cualquiera que sea la pareja : 
la, a) de enteros naturales, la ecuación (1) será resoluble en G. Pero a un 
tal elemento a—a” de G no corresponderá una pareja única (a, «”), sino 
todas las parejas (b, b') tales que 


(2) bb =a-—a', 





Pero esta relación es equivalente a 

Q) a+b'=b+4a (relación R) 
que es una relación definida sobre N X N. Nos vemos así obligados a consi 
derar el conjunto producto N X N provisto de la relación R. 


bj) Proveamos, además, al conjunto N X N de una ley producto (ver $ 52) 
que expresaremos también por el signo +, : 


(a, a) +(b, bd) =(a + bd, a + b”. 


Se ve fácilmente que sobre N X N, la adición es asociativa, conmutativa 
todo elemento es regular y hay un elemento neutro (0, 0). 
Consideremos ahora la relación R definida por (2), es una equivalencia; 
en efecto: 


—es reflexiva, pues para toda pareja (a, q) 
a+a =a+240, 
— es simétrica, ya que 
a+PU=b4+a0=>b+a=aw+b, 
—es transitiva, pues 
a+ b=b+44a y b+o0=c+b" 
entrañan 
(a+ DIR OO =4(b4 a+ 0 =(b4 cota = (c++ 4, 
de donde siendo regular todo elemento de N (simplificación .por bd”) 
a+o=c+ 4. 


Men 
Designamos por ( a, a ) la clase de (a, a') módulo R, tendremos para todo 
x de N Ñ 


La = la+xad+x 
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éstis clases describen el conjunto E = (N Xx N)/R, para que podamos definir 
ita ley cociente sobre E, es necesario que la relación R sea compatible con 
la adición en Nx N (ver 8 53); ahora bien, 


(a,, a/) = (4, a;) y (Pb, b)=(b,b) (mod R) 
entruñan , 
4, + 4,=4,4 4 y b, + bh = b,+ bx, 


de donde por adición y teniendo en cuenta la asociatividad y la conmuta- 
Hvidad de la adición en N 


la, + a) +1b,+ bi) = (0, + a) +(0,+b) 
| (+) + (04D) =(0,+b) + (0, +b)), 
hipo 
(a, +b,aA+bi)=(a,+b, a,+b% (mod R) 


pudemos, pues, poner por definición en E, anotando la ley cociente por el 
alguno +. 


3 e ] . -. 
de) ralla renzo! 


La ley + así definida en E es asociativa y conmutativa, tiene un elemento 
di 
neutro € = 1 0, . 


Como para todo x de N, 0+ x=x=x +0, este elemento neutro a 0 ) 


vs igual a (E Xx ) y, además, todo elemento es simetrizable; en efecto, 
a ad j+41la,a])=la+a,a+a]j=e 


a) 


El conjunto E está provisto de una ley interna (adición): 


luego 


- Asociativa y conmutativa. 
—Poseyendo un elemento neutro. 
—Tal que todo elemento es simetrizable para esta ley. 
Diremos que (E, +) tiene una estructura de grupo conmutativo, o también 
que es un grupo conmutativo para la adición. 


- 4, — ALGEBRA 
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c) Busquemos ahora cómo el grupo E nos permitirá resolver el proble 
planteado. Los elementos de E que corresponden a las soluciones en N q 


A 
x+=a; es decir, las clases e a) con 4=« pueden escribirs 


(7 E le 0 ) . Estos elementos describen una parte E' de 8 
es estable para la adición, puesto que 


o Er 
2 0/+190=1r+pQH.,.0/. 
Consideremos la aplicación f de (N, +) en (ES +) definida por 
20) 
tai >f0=1x,0 h 
por definición de E”, f es suprayectiva, es también inyectiva, pul 
x,0/=184,0 / implica 1 +0=0+ y, luego x= y, f es, pues, biyecti 


por otra parte, la igualdad (4) muestra que (N, +) y (ES, e) son isomorík 
lo que se puede esquematizar por la figura 





No hemos resuelto completamente el problema propuesto al principio di 
párrafo; pero si escribimos las leyes en N y E (y E”) por el mismo símbolo «H 
(NN, +) y (E), +) tienen las mismas propiedades (ver 8 17), nos vemos cof 
ducidos a identificar N y E” poniendo por convenio 


A 
0)=x 
A 


los elementos E 0 ) no nos interesan por ellos mismos, sino únicamentf 
porque ellos verifican la relación (4) que tiene las mismas propiedades quí 
la adición en N, Gracias a esta identificación, N se encuentra dentro dé 
grupo conmutativo E que se le designa por Z, los elementos de Z se les llamf 
enteros racionales, o 


Pondremos Z* == Z-—-(0). 
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1) Hepranan lemon por les letras griegas los elementos de Z: la ccuación 
Ya! plementos dadon de 7) 


Eta 


lempre una ahución E-— a el. Sia y al son enteros naturales a y a, 
Pele 


k A sa o] 


Hgo a la iantiticación de más arriba, de donde 


TY UL qua (7). 152). 157) 


tu de A gh danlgiararos tanibridn aa. 
BN, El perenges a Ny al 0 0 a a pertenece a N, pues 


ala de Mi e so a, luego a + a pertenece a 
har ia sipuéstos de los elementos de N); por tanto, 


É=NU( ON 


ue 
Not N=(0) 


' pala den lórmulas imuentta que Z es un grupo minimal 
S lanlenda N, puesto que un tal grupo debe contener al menos 
li anton do lomo elementos do N, o sea, —N, 
dió pregunta, ¿ente grupo minimal es único? Al haber iden- 
HA Genjuntos inomorton (N, 4) y (E, +) podemos decir que todo 
iiemarto a (Z, 4) tespondería a la pregunta. En el próximo 
yo Herareamen la mixta cuestión de una manera más general, y vere- 
Me elo tado puro minimal tespondiendo a la pregunta está determi- 
A, anlva un lacimostlanso, 


MW Nimotrimción de vus ley usoclativa, conmutativa definida sobre E para - 
la vual todo elemento es regular 


8) Primer enusnclado del problema de simetrización 


Diramos que (6, 1) es un grupo si 

la ley 1 en asociativa, 
- hay en (6, 1) un elemento neutro, 
dedo alemento de (G, 1) es simetrizable. 
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Dado (E, T) buscamos simetrizar la ley T, es decir, nos planteamos 
problema siguiente: 


Se puede sumergir (E, T) en (G, 1) de manera que: 
1. Sea (G, 1) un grupo, 


2. Sea E una parte estable de G, siendo la ley T definida sobre E la lej 
inducida por 1 sobre E. E 


3. Sea G minimal, es decir, ningún grupo Y CG con G” « G respondf 
a la pregunta. 


b) Condiciones verificadas por (E, T) 


Siendo E una parte estable de G, la ley inducida T sobre E debe ser aso 
ciativa (ver $ 51); por otra parte, todo elemento de G que al ser simetrizabld 
es regular (ver 8 48, b), es evidente, en consecuencia, que todo elemen 
de E debe de ser regular para la ley T (inducida sobre E por la de G). Est 
condiciones no son suficientes, pero vamos a ver que si exigimos, además, a G 
ser un grupo conmutativo, el problema propuesto tiene solución y su solución 
es única en un sentido que precisaremos. Resulta de ello que suponemof 
también que la ley inducida sobre E (la ley T) es conmutativa, Para simplis 
ficar la escritura notaremos las dos leyes T sobre E y sobre G aditivamente, 


c) Construcción de G 


G deberá contener al menos todos los elementos de E, un elemento neutra 
(si E no contenía) y todos los simétricos de los elementos de E. 

Por otra parte, siendo a y a” elementos de E, si —-a” designa el simétri 
de un elemento a” de E (considerado como elemento de G), G debe conten 
los elementos de la forma a + (— a) =a—a”" y todas las sumas de los elas 
mentos de esta forma; observemos que, gracias a la conmutatividad y asocia» 
tividad, la suma de dos elementos a—«a' y b—-b' es de la misma forma 


(a—a) + (b—b”) = (a + b)— (4 + b”. 


Finalmente G debe contener al menos todos los elementos de la formkk 
a—«' (a y a' elementos de E), donde la sustracción es relativa a la adición Wl 
definir en G, luego la determinación de G comprende: 

1. La determinación de los elementos de G. 

2. La determinación de la ley para la cual G tiene una estructura 
grupo conmutativo. 

Como hemos visto en el párrafo precedente, a un tal elemento a-— a 
_ de G no corresponde una única pareja de elementos de EX E, sino toda E 

. las parejas tales que 


bb =aa oa pb =b4q (relación R) 
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-Bunalataríamos, como en el párrafo precedente, que R es una relación de 
Ayulvulencia definida sobre E X E, que nos permite definir el conjunto co- 
elente (Ex E)/R descrito por las clases 1 a, al]. 

 Jiwgo una parte de G está descrita por elementos a-—a', en correspon» 


AN 
tencia biunivoca con los elementos a, a ) de (Ex EJ/R. 


Desgraciadamente E no es una parte de (E x E)/R: existe solamente una 
hilyección entre los elementos de E y ciertos elementos de (E x E)/R; a saber, 


” ” >: de 

lin clases a, a ) de las parejas (a, a) tales que la ecuación «' + x= a tenga 
kolución en E. Nos vemos así conducidos a modificar el enunciado del pro- 
Ilan propuesto : 


il) Enunciado modificado del problema de la simetrización 


Dudo un conjunto provisto de una adición asociativa, conmutativa para la 
gtwl todo elemento de E es regular, determinar un grupo conmutativo G del 
q una parte estable G' sea isomorfa a E, al tomar G' provisto de la ley 
Wiucida por la de G y E provisto de la ley dada, además deberá ser G 
hitumnal. 


Kesulta de este enunciado que si G es una solución del problema, todo 
ghupo , isomorfo a G será también una solución, pues la parte G;¡ corres- 
ios a (” por este isomorfismo será isomorfía a E (la composición de dos 
iniorfismos es también un isomorfismo, ver 5 57), luego en el mejor de los 
Plhios G quedará definido, salvo tun isomorfismo. 

Megún las consideraciones desarrolladas más arriba, G «debe contener 
[E + 15R (o un conjunto isomorío). Pero si demostramos que (E X E)/R 
fisponde a las condiciones impuestas a G en el enunciado modificado,. habre- 
hn «demostrado que el problema así planteado tiene una solución única mi- 
fiímul (salvo un isomorfismo), puesto que el menor, por inclusión, de los 
gunfuntos conteniendo (EX E)/R es el mismo (E Xx EJ/R. 


llasta repetir las consideraciones del párrafo precedente: la relación R es 
fiinputible con la adición en EX E, de donde 


sello lr) 
a ad +AdD,D]=la+b a+ y]. 
linta adición en (E Xx E)/R es asociativa, conmutativa, hay un elemento 
- pautro E= Xx, X ) (x elemento cualquiera de .E, luego no es necesario que 
An 
haya un elemento neutro en E). Todo elemento | a, e f es simetrizable 
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ar 

lg, aj=la, q], 

luego (E X EJ/R es un grupo conmutativo. Pongamos G=(E X E)/R. 
Demostremos que hay en G una parte estable G” isomoría a E, sabem 


AAA 
que está descrita por las clases de a de las parejas (a, a) tales q 
a +x=a tenga solución en E. Este elemento x determina la clál 


a E 
(: + z, siendo z un elemento cualquiera de E, pues para todo z y todo? 
de E E 


(1+223)=(+£1) (mod R). 


Ms , A e 
Recíprocamente una clase como 1x +2, z] de G' determina un elemeni 
único x de E; en efecto, 


( a: A 
x+z, e A 
es decir, + =y, al ser la ley de E asociativa, conmutativa y siendo 
elemento regular. 
Luego la aplicación f de E en G” definida por 


> fíx) = ( x Es z ) 


es biyectiva (la complicación de la escritura en relación al párraio pr 
dente es debida a que no se ha supuesto la existencia de un elemento ne 
0 en E); por otra parte, 


a o lO 
la ul+ilb+o,0/=la+tbrutoy uo], 
es decir, (G”, +) es una parte estable de (G, +) y cualesquiera que sf 
a y b de E E 
fla + b) = f(a) + f(b), 

luego f es un isomorfismo de (E, +) sobre (G”, +). 

Por consiguiente, G =(E X E)/R corresponde al enunciado modificado; 
todo grupo que responde a la pregunta le debe ser isomorfo. 

Como en el párrafo precedente, identificando G' y E, es decir, poni 


ASA 
( x+2zz ) =, 
se puede decir que G responde a la pregunta propuesta en la primera forr 
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RORNMA Y Inuunición. — Dado un conjunto E provisto de una ley T asociativa, 
Miteliva, para le cual todo elemento de E es regular, existe un grupo commutativo 
nee, aulvo un Isomorfismo, tal que una parte estable G* de G es isomorfa 
Y y vumpliendo la condición de ser G minimal. 
de llama emotrizado de (E, 7). 

Identilicamdo 0% y (E, 1) se dice que se ha sumergido (E, 1) en el grupo G. 





H 49 puedo murgir pinguna confusión, se escribe algunas veces = E. 
Ñ pued iron! fusió ibe al G'=E 


8) Bjemplo, Conjunto Q£ de los racionales estrictamente positivos 


Apliemido ln Pale precedentes a (N*, X) que responde a las 
Milblunas dnqpresd a CE, multiplicación asociativa, conmutativa, para 
ltda elemento .s UNE el grupo G será (N* x N*)/R, la relación R 


definida por 
(a, 4) (hh, $) (mud R) > ab! = ba”, 


Ñl slamenta neutra de Cl a a | cualquiera que sea x de N* 


vara de (5) " E a ), pues 
(A ñ, %) Ml, a El 
solabla (6, 2) de (01, >) Inomoría a (N*, xx) será descrita por 


p hi e de dan parejos 0, 00) halos que 1 = «a tenga solución en N*, 
y Que e Ads e (NA 1 pones el elemento neutro 1, estas clases 


det peer iblras ul A 


dedo la el de 0 y y dle N* se ve que la ecuación aE=a es 
We en 0; e ed ext ción se escribe en G 


¿dende Ma E= a, , 


ll al 


Pm sm Wbiiso de notación (ver 8 26, c, ejemplo 2), se representa esta clase 
AR fil, pero estrictamente aja” es una fracción representante de la 





NT que se Hama un número racional estrictamente positivo. G está 


DO por Q%; conjunto de los racionales estrictamente positivos. 
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60. Grupo aditivo totalmente ordenado Z . 


a) La relación de orden total definido sobre N por a < b es equivalent 
a b—at€nN y es compatible con la adición fver $ 33, b). Vamos a demostri 
que se puede definir sobre Z un orden total único que anotaremos tambi 
a <b tal que: 

— Este orden sobre Z induce el orden ya definido sobre N. 

—Que sea compatible con la adición en Z, es decir, tal que 


" 


(VceZ) a<sb>a+c<b+c. 
En efecto, en Z tendremos 
asb>a+ —o<b+tagseb—a>0, 
Consideremos a priori esta relación definida sobre Z 
(1) b—aeN 


induce la relación a < b sobre N. Por otra parte, 
— Esta relación es reflexiva, pues a—a=0€N. ] 
—Es antisimétrica, pues b—a y a—b son opuestos y N N —N)= (0H 


(b=aeN y a—beN)>b--4=0, 
—Es transitiva, pues 
[b—aeN y e-beN]=>(b—09+(c—b)=c—asN. 


es total, pues Z=N U C-N) entraña que b—a pertenezcan a N oa — 
luego que b-—a o a—b pertenezca a N. 


En fin, para todo c de Z es 
b—4eN>b—a=b+c—(a+c)jeN, 


luego la relación de orden (1) es compatible con la adición en-Z. 

El orden definido sobre Z. por la relación (1) satisface, pues, a las condi 
ciones puestas y es el único. Diremos que la adición y la relación de orda 
a < b compatible con la adición confieren a Z una estructura de grupo aditiv 
totalmente ordenado, 

Los elementos de este grupo aditivo totalmente ordenado Z se llama 
enteros racionalesúD, los elementos de N enteros positivos0%, los de N* eni] 
teros estrictamente positivos, los de — N enteros negativos“> y los de —-N 
enteros estrictamente negativos. 


(11) Algunos autores les dicen enteros relativos. 

(12) Se observará que O es a la vez positivo y negativo. Si se quiere evitar toda confusión ca 
otras terminologías (donde positivo y negativo significa, respectivamente, elemento de N* y elemeníl 
de —N*) se podrá designar a los elementos de N por «positivos en sentido amplio» y los 
(— N) por. «negativos en sentido amplio» (ver $ 21, c). 
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Por otra parte (8 36), cualesquiera que sean a y b estrictamente positivos, 
ikinle 7 de N tal que na >b: diremos que Z es un grupo totalmente orde- 
ttlo arguimediano. 


hb) Se llama valor absoluto la aplicación de .Z en N definida por 
a>!|a|= sup (a, —a) 
pur abuso de lenguaje se dice que |a| es el valor absoluto de a 
a =0o]lal|=a4a 
a <0oa]la|=—a 
ja|=0s> a =0, 
Se demostrará, como ejercicio, que cualesquiera que sean a y b de Z 
[lai—1b|1<|a+b|<|a| +15] 


y “unlesquiera que sean 4; da ..., 4, de Z 
la ++ o +4) <lal+/|a|+ ¿on + | 65). 


V. Conjunto provisto de dos leyes de composición interna. 
Distributividad, Anillo Z 


Ál. Distributividad 
iMinición. — Dadas dos leyes internas Y y 1 definidas sobre E, se dice que la ley T 
gl alintributiva por la izquierda (resp. por la derecha) en relación a la ley £ si 


(va bje sE) aT(blo)=(aTH) (aro) 
[resp. (V (a, b, e) e E) (b1L1o0Ta=(b70)1(c710)]. 


a Ne dice que la ley T es distributiva con relación a la ley 1 si es a la vez distributiva 
pur la izquierda y distributiva por la derecha. 


lin particular, si la ley T es conmutativa las tres nociones de distributividad 
galán confundidas. Si la ley T está escrita multiplicativamente y la ley 1 
idlillvamente, las relaciones de antes se escribirán 


(Va, b, ceE) Ab +<=ab + ac 
“Va, b, ce E) (b + cja = ba + ca, 


HIIMPLOS Y EJERCICIOS 


l. Van N, Z 0, ER, € la multiplicación es distributiva con relación a la suma. 


2 En 3(E) cada una de las leyes U e £ es distributiva con relación a la otra. 
4 En Z demostrar que la adición es distributiva con relación a las dos leyes 
nl lu, 1) y sup (a, b). ¿Sucede igual para la multiplicación? Estudiar el caso en que 


$ vonsidora N en lugar de Z. 
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62. Anillo totalmente ordenado Z 


a) Tratemos de definir en Z una multiplicación : 


-— Distributiva con relación a la adición. 

— Y que prolongue la que está definida sobre N (ver $ 34), da 
Designamos en este subpárrafo a) por a, b ... los elementos de N y pÁ 

—a, —b, ... los elementos de —N; habiendo sido definido ab en N, ná 

basta definir. Cab, boa y a) (e b), puesto que todo elemento en ; 

pertenece a Noa —N E 


De la relación a + (— a) =0 se deduce multiplicando por la derecha o > 
la izquierda por b y utilizando la distributividad 


m [a + (-aJb=0b=0=ab + (—a)b=0 


de donde, por definición de un opuesto en Z, 

(3) ab = bi— a) = — (ab) 
esta igualdad nos permite escribir 

(4). [e + a] bh) = E b) = — (0b) = 0 => a— b) + 0) (—b) 
de donde 

(5) 9 (ED) =— [ab] =— (ab) = ab, 


Las condiciones dadas determinan, pues, una multiplicación en Z. Las pr 
piedades de la multiplicación en N y las igualdades (3) y (5) demuestran qu 
esta multiplicación en Z es asociativa, conmutativa, y admite 1 por elemenfi 
neutro, Demostremos en fín que esta multiplicación es también distributi 
con relación a la adición (pues en la definición de la multiplicación con 
ayuda de (1), (2) y (4) no hemos utilizado esta distributividad más que $ 
los casos particulares). Examinando todos los casos posibles y utilizando ¿ 
definición de la multiplicación en Z y el hecho que en N la multiplicacidA 
es distributiva con relación a la adición y a la sustracción (ver 8 34), cof 
probamos que en Z la multiplicación es distributiva con relación a la adicióf 
sea, por ejemplo, ' 


Ea) (b — c) con b<ce 
ob—0=—[Ta te —b)] =atc — by=ac —ab=(— aby (Tale 


Además, el producto de dos elementos de Z es positivo si y sólo si HA 
dos factores son los dos positivos a los dos negativos. 
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hb) Luego Z está provisto de dos leyes internas, la adición y la multipli- 
Hulón, con las propiedades 


Alva, b, cel) la+ b+e=a+(b+:0) 

AG0eZD (Vaz) a+0=0+4a=aq . 
AlvaeZDQGa eZ) a+a=qda+a=0 (a” = —a) 
AdíV a, be Z) a+b=bx+a 

AsíV a, b, ce Z) (ab)e = albc) 

A(GleZ(vaez) al i= la = 

Adv a, bel) ab = ba 

Adv a, b, ceZ) ab +0) =ab + ac 


- fpnuimiremos estas propiedades diciendo que Z para la adición y la multipli- 

: fación posee una estructura de anillo conmutativo provisto de un elemento 

Miilad. 

Como en N se definirá la suma y el producto de una sucesión finita de 

: álementos de Z; vemos que el producto d;, da, ..., 4, es positivo si y sólo 

Wi contiene un número par de factores negativos. Por otra parte, se demos- 
Hará por recurrencia que 


[a az... an | =/a,| [27] ... [9 


y ln equivalencia de |a[=0 y a=0 entraña que: Un producto en L es 
hilo si y sólo sí al menos uno de los factores es nulo. 

Se demostrará, en fin, como en N, que la multiplicación es distributiva 
án telación a la sustracción. De la distributividad con relación a la adición 
y u lo sustracción resultan las reglas de cálculo conocidas bajo el nombre 
Me “reglas de los paréntesis”. 

e) Hemos wisto que la relación de orden total a < b es compatible con 
E la mlición en Z. Para la multiplicación tenemos 


laz=0 y b>=0)=>ab=>0, 


e de donde resulta que 
las<b y c=0>(b—aJc > 0, 


E ga decir, ac < be; dicho de otra manera: en Z la relación de orden total 
1 hh es compatible con la adición y con la multiplicación por un entero 
¿ punltivo. 

P Ne expresa este hecho diciendo que la adición, la multiplicación y la rela- 
glán «de orden total a < b definidas sobre Z le confieren una estructura de 
pillo totalmente ordenado. 

fín fin, el orden total sobre Z, siendo arquimediano (8 60), diremos que Z 
A anillo totalmente ordenado arquimediano. 


b d) Sia es un entero racional cualquiera y m es un entero natural no nulo, 
E definiremos a” mediante 
h d=q4a qa = ala 


Á8 vo que 0” =0; por otra parte: 
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Si m es impar; a y a” son simultáneamente positivos o simultáneame 
negativos. 

Sim es par: q” es siempre positivo. q 

Se demostrará fácilmente que para todo entero racional a, todo enter 
racional b y para todo entero natural m y todo entero natural », se tien 


grugn = gua, (aby" = arpa, (army = gn, 










63. Relación de divisibilidad en el anillo Z 


DEFINICIÓN. — Dados dos enteros racionales a y b, si existe un entero racional Ñ 
tal que a = bq, se dice indistintamente: 

—b divide a o b es un divisor de a, 

— a es divisible por b o a es un múltiplo entero de b. 


Observemos que q es unico si y sólo si bx 0, si b= 0 la relación prec e 
dente entraña a== 0 y q arbitrario, . 
Esta relación “b divide a” se escribe bla 


Las relaciones 
a= la = — 1) a), 


muestran que a es siempre divisible por 4, —a, 1 y —1l. , 
Busquemos en qué condición b|a y a|b; existe entonces q y q' tales que 


a=bq y b=ag, de donde a=aqq'; luego si ax 0: qq =1; nos vemo ; 
así conducidos a buscar los elementos inversibles de Z. La relación 


aq l=|g] =1 





muestra que: 
los únicos elementos inversibles de L son 1 y —1 y sia y b no son nul 


(alb y bla=ob=zxa. 

Las consideraciones precedentes muestran que la relación b|a no es uméf 
relación de orden: mo es antisimétrica, se ve fácilmente que es reflexivi 
y transitiva, ó 
EJERCICIO 


En Z la relación a|b es una relación de preorden (ver ej. 23, fin del capítulo 
¿Cuál es la relación de orden asociada? 


64. División euclídea en Z. Aplicaciones 


a) Dados dos enteros racionales a y b (b">0), busquemos si se puedh 
definir un entero racional único q tal que a 


Y) qb < a< (q + 1b. 
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Ni q existe, es único; en efecto, es el mayor elemento de la parte de Z 
: Mescrita por el entero racional m tal que mb-< a, 


Memos demostrado la existencia de q si a>0 (ver $ 36); supongamos 
4: 0,  -«a es positivo; existe, pues, q” positivo tal que 
gb < —a< (q + 1b 


al bh =-—a ponemos q =--q', se tiene qb==a, 
al (ha ponemos q = —(q' +1), se tiene entonces 


YA DOE == 4 =qP, 
ide donde, en todos los casos, 
qb < a< (q + 1b. 
Resulta que si se pone r =a—bq 
0<r<b 
y rus evidentemente único, de donde: 


'PBOREMA Y DEFINICIÓN, — Dada una pareja de enteros racionales a y b (b> 0), existe 
Wu pureja única de enteros racionales q y r tales que 


a=bqw+r y 0=r<b, 


Esta aplicación de LX N* en sí mismo se llama división euclídea, q es el cociente 
Verlo resto de esta división euclidea. 


Si r=0, a es divisible por b, q es entonces el cociente (simplemente) de 
t por bh. 


1) De la definición de la división euclídea de a por b (b>0) se deduce, 
alemlo c estrictamente positivo y d un divisor común estrictamente positivo 
de « y b, 

ac = (bc + re 0=<re<be 

Y 
a=bqg4r 0Osr<b' 

gacribiendo a=ad, b=b' , r=a—bq = (la —b'gid = rd. 

La teoría de la divisibilidad en Z sigue de la existencia de la división 


euclídea; la expondremos en la sección III del capítulo 5, después de haber 
ilefinido y estudiado la noción del ideal. 


) Consideremos la relación definida sobre Z, siendo p un entero estricta- 
ente positivo: p]x—y (esta relación ha sido ya objeto de ejemplos y de 
ejercicios en los $88 18 y 53). 
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Es una relación de equivalencia: en efecto, puede escribirse “existe k de 
tal que x—y= kp”, ella es reflexiva, pues x —x = 0p, simétrica, pues 
1—y =kp>y—x=(—k)p, 
transitiva, pues 


lx—=y=kp e y—2:=*kp]=>x—2z =(k + k5p. 









Sea x un entero racional cualquiera, existe una pareja única q, r de enteros] 
racionales tales que A 


x=Ppq ur 0=sr<p, 
luego , 
i=5r 
y r puede tomar p valores 0, 1, ..., p—-1; hay, pues, en el conjunto cociente] 
representado Z/pZ, p clases E 


Z Z= * a _—— 
/p há 1, 2, EN 


(explicaremos esta notación del conjunto cociente en el $ 75), 
La relación p|r—y en general se expresa por 


x=Yy (mod p), 


que se enuncia “x congruente con y, módulo p” y x se llama un entera] 
módulo p. . 
Se ve que esta relación de equivalencia es compatible con la adición y la 


multiplicación en Z; en efecto (kh y k enteros racionales), 


a =x+hp “+Yy=x+y+(h+0(p 
e > 
y =y-+kp ay == xy + (hy + kx + hk)p 


se puede, pues, poner Bor definición (ver $ 53) 


_—— . pan 

4 20H, xy = xy 

se verificará fácilmente que las propiedades A, a Ay (enunciadas en el 8 62, 
b) se verifican, luego Z/pZ provisto de la adición y de la multiplicación que 
acabamos de definir tiene una estructura de anillo conmutatiyo provisto de' 


un elemento unidad, Ó es el elemento cero y 1 el elemento unidad. Este anillo 
se llama anillo de los enteros módulo p. 


EJERCICIOS 


l. Si f es una aplicación polinomia (ver $ 186, d) de coeficientes en Z de Zr-en Z: 
definida por 
(A, Gp 0.0, 4,4) > HO; Gp ..., 4) 
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if al, con b un entero estrictamente positivo, r, es el resto de a, en la división euclídea 
Bn a, por b(isisn) 
1 





HO, Ga 0, 2) =Í(, lp «» 7,) (mod b). 


2. ¿Existe en Z/pZ clases Xx, y distintas del elemento 0 tales que - iy = 0? 
3. Demostrar que dados a y b de Z (b 0), existe al menos una pareja (q, r) de 
éntoros racionales tales que 


a=bg+r. |ri<lbl 
¿Esta pareja es única? 


VI. Leyes externas” 


0. Leyes externas 


DUPINICIÓN, — Dado un conjunto E de elementos a, b ... y un conjunto (2 de ele- 
tientos «e, B ... se llama ley de composición externa entre elementos de E y elementos 
de 12, toda aplicación f de NX E en E 


(%, a) > (0, a) 


Ha, «), elemento de E, es el elemento compuesto de « y de a por la ley externa consi- 
derido. O se llama el conjunto de los operadores para la ley externa considerada, 


Se escribe en general fía, a) por un signo a - 4 o más simplemente qa, en 
snle caso se dirá que la ley externa es una multiplicación externa. En ciertos 
gunos se distinguirá (a, a) > «ad (multiplicación por la izquierda) y (a, a) —> 4a 
imultiplicación por la derecha). 

EJIMPLOS 
l. Sea £21=R y E el conjunto de los yectores libres de la geometría elemental, la 


> 
inulílplicación de un vector libre X por un real « 


> > 
(a, Xx) > ax 


grama ley externa. 

2. Sea E un conjunto provisto de una ley interna representada aditiyamente, multi- 
plieotivamente o por el signo T y Q=N* (ver $ 45), la aplicación representada, res- 
pretiyamente, 

(n, 4d — na con l.a=4a 
(n, A =ar con a =a 


1 


(n, e con Jasa 


(1) Los resultados de esta sección —selvo éstos del $ 66— no se utilizarán hasta el capitulo 7. 


gn unn ley externa. 
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3. Siendo E un conjunto provisto de una ley interna T, las dos aplicaciones 
(4, —>aTx (a, =—xTa 


son dos leyes externas cuyo conjunto de operadores es el mismo E: toda ley interna 
es, pues, un caso particular de una ley externa, E 


Si x describe una parte F de E, se designará aF el conjunto descrito por. 
ax (a elemento de £)). a 
Siendo F una parte de E, se dice que es estable para la ley externa si A 
para todo a de (2: aeF c EF. E 
Los conjuntos N y E pueden estar provistos de leyes internas, de donde: E 
se siguen posibles relaciones entre la ley externa y las distintas leyes internas, ¿ 
Designemos las que tendremos que utilizar: ] 
Si el conjunto £2 está provisto de una ley interna asociativa T, se dice * 
que la ley externa es asociativa con relación «a la ley T de M si E 


Va pe (vacE) (a Tfja= alfa). 


Si el conjunto E está provisto de. una ley interna T, se dice que la ley E 
externa es distributiva con relación a la ley interna T de E si $ 


(Vaen (va beE)  alaTb)= (00) T (ab). . 3 


Si el conjunto E está provisto de una ley interna T y £ provisto de una 3 
ley interna 1, se dice que la tey externa es distributiva con relación a las hi 
dos leyes internas Ty | si 4 


(Va, PEeM(VasE) — (a 1 Pa = laa) T (Ba). 


1 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


4. Para el ejemplo 1 de más arriba se verifica que 
u» —> > — > > > > > 
a(BX) — (ap)X, MX + Y) =0X + aY, (a + BIX =0X + BX, 


5. Para el ejemplo 2 anterior la ley externa es asociativa con la multiplicación en N* 


Pp 4 Pa 
p(qa) = [pada, — (ar) = gra, . T(T+ ) = Toe 


la ley externa es distributiva con relación a las dos leyes internas: la ley interna de E %% 


y la adición en N* 


Pp+q D Q 
oro=miw eo Te=(To)r(Te). 


¿En qué caso la ley externa es distributiva en relación a la adición en N*? 
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th, Siendo E el conjunto de las aplicaciones f de R" en R indefinidamente derivable 


(ver curso de Análisis), £2 siendo el conjunto de los operadores derivación -—— (1 <1i<H) 
estudiar las propiedades de la ley externa * 


d df 
E f ) a 
Ll 
$6. Estudio de un caso particular: (1, d>Ta 


Consideremos de nuevo el ejemplo 2 último (8 65) suponiendo que E está 
provisto de una ley interna asociativa con un elemento neutro €, los elemen- 
ins « (y eventualmente b) siendo simetrizables (esto será en particular el caso 
41 (Il, T) es un grupo); podemos definir entonces una ley externa en la: que 
el conjunto de los operadores es Z poniendo, respectivamente, según la nota- 
elán adoptada para la ley interna de E, 


a+rta+...+a (nm términos) si n>0 
ni=3x3€ si n=0 
T—rointea sn 
aq... q (n factores) si n>0 

a=x<x€ : si n= 
(ay si 1<0 
aTaT..Ta (n términos) si n>0 
Es e . si n=0 

Te= 3 

alí a (a! simétrico de a) si n<0, 


Se verificará fácilmente que cualesquiera que sean a y b simetrizables de E 
y » y q de Z, se tiene 


píga) = (paja, — (ar = a, dE Ja ) = AE a 
p+qa=pa+qa, art = ata, LE (Te ) 7 (To ) 


y suponiendo la adición conmutativa, para todo n de Z es 
nía + b) = ma + mb; 


por el contrario, las dos fórmulas siguientes no son exactas más que si a y b 
von permutables 


(aby" = qrbr, Term=[(Ta)r(T») 


palo se verificará en particular para todo par (a, b) si la ley interna E es 
tonmutativa, 


to ALGEBRA 
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67. Homomorfismo, isomorfismo de dos conjuntos E, E” provisto cada uno 4 
de una ley externa, con el mismo dominio de operadores il 


Sea E y E? dos conjuntos provistos cada uno de una ley de composición Y 
externa (que representaremos multiplicativamente), siendo el dominio de Ope- 
radores £2 el mismo para las dos leyes, diremos que una aplicación f de B: 
en E' es un homomorfismo para estas dos leyes si E 


WxceE Vaso) fax) = af). 


Si E” es un tercer conjunto provisto también de una ley externa (repre .¡ 
sentada multiplicativamente), con £2 el dominio de los operadores también, al 
g es un homomorfismo de E* en E”” para las leyes externas, se ve inmediatas -¡ 
mente que gof es un homomorfismo de E en E” para las leyes externas; ¡l 
en efecto, : ; 


(vreEMNVaem  (30N lar) = g[flar)] = g[adf(x))] 
= 081/1009] = al(¿0N 0]; 


por otra parte, f(E) es una parte estable para la ley externa definida sobre E 
en efecto, sea x” un elemento de f(E), existe x de E tal que 1" =f(2) para 
todo a de M tendremos, pues, 


fíax) = afíx) = ax” e K(E). 


En fin, si f es un homomorfismo biyectivo de E sobre E” para las dos 
leyes externas, f-! es un homomorfismo (biyectivo) de E' sobre E, se dice que 
f es un isomorfismo de E sobre E” para las dos leyes externas o también 
que E y E' son isomorfos para estas dos leyes. En efecto, cualquiera que sef 
w de E', existe * única imagen. recíproca de *'; tenemos, pues, para todo 
a de (2 

f(ax) = af(x) = 
ax = fax) > (ax”) = af-(x. 


Vil. Estructuras. Isomorfismos. Homomorfismos“? 


68. Noción de estructura 


a) Las propiedades de una ley interna definida sobre un conjunto E | 
dan una estructura, por ejemplo: 


—Un conjunto G provisto de una ley interna tiene una estructura 
grupo para esta ley si: 


(14 Esta sección se podrá leer rápidamente en una primera lectura, si se desea; pero tendelk 
que meditarse después del estudio de los capítulos 4, 5, 7. 
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-la ley es asociativa, 
está provista de un elemento neutro, 
todo elemento es simetrizable, 
hi, además, la ley es conmutativa, se dice que G tiene una estructura de grupo 
eonmutativo o abeliano. 
Se pueden definir las estructuras mediante varias leyes internas y externas, 
por ejemplo: 
-Un conjunto A provisto de dos leyes internas adición y multiplicación 
posee una estructura de cuerpo para estas dos leyes si: 
--Á posee una estructura de grupo conmutativo para la adición, 
-la multiplicación es asociativa, 
-la multiplicación es distributiva con relación a la adición, 
w, además, la ley es conmutativa, A está provisto de una estructura de anillo 
vOnmutativo. 
-- Un conjunto K provisto de dos leyes internas adición y multiplicación 
posece una estructura de cuerpo para estas dos leyes si: 
-K posee una estructura de anillo para estas dos leyes, 
—K*=K-—(e) le elemento neutro de la adición) posee una estructura 
de grupo para la multiplicación, 
ul, además, la multiplicación es conmutativa, K posee una estructura de cuerpo 
cummnutativo. 


—Un conjunto E provisto de una adición interna y de una multiplicación 
externa, siendo el conjunto de los operadores un cuerpo conmutativo K, posee 
una estructura de espacio vectorial sobre K si: 


-E posee una estructura de grupo conmutativo para la adición interna, 
--la multiplicación externa verifica cualesquiera que sean q4 y b de E y 
a, pde K 
a(Ba) = (a8ja 
ga=a (e elemento neutro de la multiplicación en K) 
(a + B)a = aa + Ba 
ala + b) = aa + ab. 


— Un conjunto E provisto de dos operaciones internas, suma y multipli- 
ención y de una operación externa, siendo el conjunto de los operadores un 
vuerpo conmutativo K, posee una estructura de álgebra sobre K si: 


-E posee una estructura de anillo para las dos operaciones internas, 


—E posee una estructura de espacio vectorial sobre K para la adición 
Interna y la Operación externa, 


- para todo q de K y para todo a y todo b de E 
a(ab) = (a.a)b = alab). 
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b) Estas estructuras, que son las que estudiaremos a lo largo de ested 
curso, se llaman estructuras algebraicas: ellas están definidas al dar sobre Ef 
una o varias leyes internas y -externas (que se llaman también operacionesf 
algebraicas). Hay otras estructuras, por ejemplo, la estructura de orden (ver] 
5 20) la estructura de espacio métrico (ver $ 110, b). 4 

Una estructura está, pues, definida sobre un conjunto E al dar relacione 
entre elementos de E o entre elementos de E y entre elementos de otrosf 
conjuntos. E se llama el soporte de la estructura considerada. . 

Se ve que un conjunto en sí mismo no posee ninguna estructura, mientras? 
no se definan sobre el mismo operaciones algebraicas, relaciones de orden, etc. 
Por ejemplo, una estructura de grupo es un par (G, T), donde la ley T posee 
las propiedades indicadas más arriba. Por abuso de lenguaje, en lugar de decir? 
“G posee una estructura de grupo para la ley T”, se dirá “G es un grupod 
para la ley T”, o también si no da lugar a confusión “G es un grupo”, enten-] 
diéndose que el lector sabe que G es un grupo para una ley determinada: 
por ejemplo, se dirá el grupo Z (entendiéndose: con la adición como la ley 
interna). 


c) Un conjunto E puede estar provisto de varias estructuras, supongamos 
E provisto de dos estructuras S, y S,, se podrá distinguir: A 

—El conjunto E. 

—El conjunto E provisto de la estructura S). 

—El conjunto E provisto de la estructura S,. 

-— El conjunto E provisto de dos estructuras S, y Sa, E 

En este último caso, habrá que buscar las relaciones entre S, y 5, yf 
ver si son “compatibles” en un sentido que hay que determinar. Así, el con+$ 
junto Z. provisto de la adición tiene una estructura de grupo abeliano (Sy)! 
y provisto de la relación a <b, tiene una estructura de orden total (S));% 
nosotros hemos visto que cualesquiera que sean a, b, e 4 


aszb>a+c<b+e; 


diremos entonces que las estructuras de grupo abeliano y de orden total son] 
compatibles y que proveen Z de una estructura de grupo abeliano totalmente 
ordenado, 

Hay que distinguir, pues: 

- —El conjunto soporte Z. 

—-El grupo abeliano Z, 

—El conjunto totalmente ordenado Z. 

-—El grupo abeliano tctalmente ordenado Z, 

Evidentemente sería más racional utilizar símbolos diferentes para represe. 
tar estos diversos seres matemáticos, pero ello complicaría las notaciones (as 
Z posee aún una estructura de anillo conmutativa, una estructura de ani 


totalmente ordenado, una estructura de anillo provisto de una división eucl 
dea, etc.) 
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Cuando definamos un conjunto provisto de varias estructuras por “los 

“idiomas de estas estructuras, distinguiremos cuidadosamente los axiomas de 
wda una de ellas y los axiomas de compatibilidad entre ellas; por ejemplo, para 
inn estructura de anillo habrá axiomas relativos a la adición (estructura de 
prupo abeliano), el axioma relativo a la multiplicación (asociatividad), los axio- 
mus de “compatibilidad” (distribución por la izquierda y por la derecha de 
ti multiplicación en relación con la suma). 
 Señalemos, en fín, que cuando se construye un conjunto E, sucede a me- 
Audo que este conjunto esté definido poseyendo una estructura S; así, Z está 
definido como grupo conmutativo minima! para la adición, tal que N sea una 
purte estable (ver $ 58). Resuita fácil imaginar el conjunto soporte E y proveerle 
en seguida de otras estructuras. 


40, Homomorfismos 


«) En las páginas precedentes, hemos visto que en lugar de ocuparnos 
ihicamente de números, de puntos o de vectores del espacio, o bien de fun- 
elones reales de variable real, como en matemáticas elementales, nos hemos 
venpudo principalmente de las relaciones entre los elementos de un conjunto E 
ln de varios conjuntos), es decir, de las estructuras definidas sobre E. Si con- 
ulderamos entonces una aplicación f de E provisto de una estructura alge- 
hraica S en E” provisto de una estructura algebraica S', es interesante saber 
al la aplicación f transforma las relaciones que definen la estructura S, en 
lis relaciones que definen la estructura S”. Esta cuestión nos conducirá a la 
hoción de estructuras algebraicas homólogas y a la de homomorfismo de estas 
dus estructuras, 


by Dados dos conjuntos E y E' provistos de leyes internas y externas, 

ihiremos que estos dos conjuntos están provistos de estructuras algebraicas 
homéálogas, si: 

- A cada ley interna T definida sobre E corresponde una y sólo una ley 
literna T! definida sobre E. 

-A cada ley externa 1 definida sobre E corresponde una y sólo una 
luy externa 4 definida sobre E!, y el dominio de operadores para las dos leyes 
ly 1! el mismo. 


Así, N, Z, Z/pZ provistos de la multiplicación y de la suma tienen estructuras 
homólogas. 

SI, además, las propiedades fundamentales (asociatividad, conmutatividad, existencia 
de un elemento neutro, existencia de un simétrico, distributividad) son las mismas para 
loa pares de leyes correspondientes, se dirá que las estructuras S y S' de las que están 
Piuvistos, respectivamente, E y E” son de la misma especie: así, las estructuras de N 
y de Z para la adición y la multiplicación no son de la misma especie; por el contrario, 
lin estructuras de Z y Z/pZ son de la misma especie: la especie de estructura algebraica 
Ihimuda estructura de anillo conmutativo unitario, Naturalmente dos conjuntos provistos 
loo dos estructuras de la misma especie podrán tener las propiedades distintas para 
iweplos distintos de los conceptos fundamentales enumerados más arriba: así, :Z es 


juflnito y ab=0 implica a=0 0 b=0, mientras que Z/pZ es finito y ab =0 puede 


ter verdadero con a y b distintos de O (ver ej. 1,2, 3 535. 
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c) Estando E y E' provistos de dos estructuras homólogas S y S', dire- A 
mos que una aplicación f de E provista de S en E” provista de S' es un homo- 
morfismo si para cada par de leyes internas correspondientes 


(1) Vx, yeE) (E TY=Í(0T 


si para cada par de leyes externas correspondientes (sienda el mismo el ' 
dominio de operadores de estas dos leyes) 


(2) (VxeE) (Vas fla) =af(w). 















Del estudio hecho en los 88 56 y 37 (leyes internas) y en el 8 67 (leyes 
externas), se siguen los resultados siguientes: 


— El elemento compuesto gof de dos homomorfismos es un homo- 
morfismo, 


—f(E) es una parte estable de E' para la estructura S'. 


—S$i f es un homomorfismo biyectivo, f-* es también un homomorfismo. 
biyectivo, se dice que es un isomorfismo de E provisto de la estructura S, 
sobre E! provisto de la estructura S'; se dice también que E provisto de. 
S y E' provisto de S' son isomorfos. 

En particular, si las leyes que definen la estructura S' sobre E” han sido 
obtenidas por transporte de las leyes que definen la estructura S sobre E “ 
mediante una biyección f, esta biyección es un isomorfismo de E (provisto * 
de S) sobre E” (provisto de S') (ver 8 55). 


Las leyes correspondientes en un isomorfismo tienen exactamente las mis= + 
mas propiedades, como ya hemos visto que se verifica en el caso de una sola 
ley. Interesándonos más las relaciones entre elementos que los mismos elemen- ¿ 
tos, nos encontraremos en la necesidad de identificar dos conjuntos E pro- * 
visto de S y E" provisto de S” cuando sean isomorfos (es lo que hemos hecho 4 
en el $ 58, c). ] 

Señalemos finalmente que un homomorfismo f de E (provisto de S) en 4 
sí mismo se llama endomorfismo de E (provisto de S), y automorfismo de E 
(provisto de S) si, además, f es biyectiva. 
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Ejercicios 


4 


q4y* 


4, 


45, 


4. 


47. 


Si la ley T definida sobre E es asociativa: 


a) Demostrar por recurrencia que T a, = Al a; yn T a; ) 


isksp+q Ixisp p+lzizp+a 


b) Siendo I un conjunto totalmente ordenado finito (L, ..., I,) una partición de 
I tal que I<m y «sl, Bel, implican ea <f, estando cada 1, ordenado por el 
orden inducido sobre Í, por el de I, demostrar por recurrencia 


Ta= T (Ta) 
iel Isfteriiel 


Siendo asociativa y conmutativa la ley T definida sobre E: : 
a) Demostrar por inducción que, siendo ¿> f() una permutación de [1, n], 


Isi<on i<izn 


b) Si (HL, TI, ..., L,) es una partición del conjunto finito 1, demostrar por recurren- 


ida Ta= T (Ta) 


. tel i<lx<p (Niel 
Sobre R ya provisto de la multiplicación y de la suma, se define la ley Y 
aTb=ab+a-> b. 
a) Demostrar que T es asociativa y conmutativa, y que posee un elemento neutro, 


¿Cuáles son los elementos simetrizables? 
b) La ley T ¿es distributiva respecto a la multiplicación y a la adición? 


Siendo k y k” dos números reales dados, se define sobre R, ya provisto de la adición 
y de la multiplicación, la familia de leyes internas T: aTb=kab + Ka + by; 
determinar entre estas leyes las que son asociativas. 


Siendo E un conjunto cualquiera se define sobre $(E x E) la ley T siguiente: si 
Y y X son dos partes de E x E, Y TX es la parte de E x E constituida por las parejas 
(4, b) de E x E tales que existe e de E verificando la propiedad (a, c) e X y (c, b) e Y: 
a) Demostrar que la ley T es asociativa. 

b) Dada una relación binaria R definida sobre E de grafo G, la transitividad de R 
es equivalente a GTGCUCG, 


E está provisto de una ley asociativa representada multiplicativamente: 

a). Se supone que exíste q de E tal que la traslación por la izquierda y, sea supra- 
yectiva y que existe u de E tal que ua = a. Demostrar que, para todo x de E, ux = x. 
(Considerar la solución y de ay = x). 


b) Se supone que existe a de E tal que las traslaciones por la izquierda Y, y por 
la derecha E, sean suprayectivas. Demostrar que existe un elemento neutro, 
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48*., 


49, 


50. 


si 


52*, 


53, 
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ce) 5Se supone en fin que para todo a de E, y, y 5, son suprayectivas; demostrar Y 
que todo elemento de E es inversible. 


Sea E finito provisto de una ley asociativa representada multiplicativamente pose: N 
yendo un elemento neutro e, demostrar que todo elemento regular es simetrizable, A 
Con la ayuda de un contraejemplo, demostrar que este resultado es falso si E es 
infinito. 


Sobre E=fa,b,c) se define una ley interna representada multiplicativamente por 3 
las igualdades : 


d=a, b2 =b, d=c, be=cb=a, ca = ac =b, ab=ba=0c, 


a) Demostrar que esta ley conmutativa no. es asociativa. Comparar (abjc y «a(cb), 


b) Verificar que todas las traslaciones (por la izquierda y por la derecha) son 
biyectivas. 


Sobre E=([e,a,b,cj se define una ley interna representada multiplicativamente, 
para la que e es elemento neutro, estando, además, la ley definida por las igualdades 


d=b=ad=e, be=cb=a, ca = de = b, ab=ba=ce, 
Demostrar que esta ley es conmutativa, asociativa y que todo elemento es inversible, 


Un elemento de (E, T) es idempotente si aTa=a. Una ley es idempotente si todo 
x de E es idempotente. 


a) Demostrar que si una ley T asociativa y conmutativa es idempotente, la relación 
xTy=y es una relación de orden (x<y); demostrar que xTy=sup (x, y) 


b) En un retículo (V. capítulo 1, ej. 24) se pone 
a Y b = sup ía, b) a Ab = iu (a, b). 


Demostrar que las leyes Y y A son asociativas, conmutativas e idempotentes. Estudiar 
los ejemplos del ejercicio 24. 


Sea E provisto de una ley representada multiplicativamente, se dice que e” es un 
elemento neutro por la izquierda (resp, e” elemento neutro por la derecha) si para 
todo x de E: ex =x (resp. xe”” = 0. 

Dado x de E, si existe x” tal que x'x=e” (resp. x” tal que xx" =e%), se dice 
que x” es inverso por la izquierda para e” (resp. x” es inverso por la derecha 
para e'*). Se supone que la ley definida sobre E es' asociativa, tiene un elemento 
neutro por la izquierda e” y que todo elemento x posee un inverso por la izquierda 
x” para e”. i : 

a) Demostrar que xx”= e” (considerar el inverso por la izquierda de x”). 

b) Demostrar que e” es también un elemento neutro por la derecha. 


<) Deducir que E posee un elemento neutro Único y que todo elemento de FÉ es 
inversible, . : 


Se considera dos conjuntos E, y E, provisto cada uno de una ley interna (represen. 
tada multiplicativamente) y de una relación de equivalencia R; (¿= 1, 2), compatible 
con la ley definida sobre Ej. 

Demostrar que la relación R=R, xR, (ver capítulo 1, ej. 17) es compatible con 
la ley producto definida sobre E, X E. 
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* 


y 


TN 


YA 


5H, 


y. 


Se considera un retículo (ver capítulo 1, ej, 24) provisto de dos leyes internas Y y A 
(cj. 51 más arriba); se dice que el retículo es distributivo cuando cada una de las 
leyes Y y A es distributiva respecto la otra. 

Delerminar entre los retículos considerados en el ejercicio 24 los que son distributivos. 


En R provisto de la suma y de la multiplicación, se considera el conjunto E descrito 
por x + yY2, de donde x e y describen Q. 
1) Demostrar que E es estable para la adición y la multiplicación. Demostrar que 
lodo elemento no nulo de E tiene un inverso en E, 
b) Se supone E provisto de la adición y de la multiplicación inducidas por las de 
R, demostrar que E es isomorfo a Q Xx Q provisto de la adición y de la multiplicación 
siguientes 

YN) + y) = (a+ y + y) 

CANO). =(ax + 2yy, xy? + yx). 


«Y En el estudio precedente se reemplaza Y2 por Yd (d entero natural no nulo); 


¿qué propiedad debe poseer d para que los resultados de los $8 a) y b) subsistan? 


Se considera un conjunto E provisto de una ley intetna T y el conjunto $(E, E) de las 
aplicaciones de E en E provisto de las leyes fog y FT g (V. 8 54). 

Demostrar que la ley fog es distributiva por la derecha respecto a la ley T, pero en 
general no lo es por la izquierda. 

I'studiar el caso E=R provisto: a) de la adición; b) de la multiplicación. 


listando E provisto de dos leyes internas Ti, T, y El de dos leyes internas TY, 
correspondiendo, respectivamente, a T, y a T,, se considera un homomorfismo de 
(E, T,, T,) en (E*, Tí, 17) demostras que si T, es distributiva por la izquierda (resp. 
por la derecha) respecto a T, en E, ocurre lo mismo con las leyes inducidas, respectiva» 
mente por T| y T; en FE). 


Incontrar todos los endomorfismos y todos los autemorfismos: a) del grupo Z; b) 
del anillo Z. 


Siendo d un entero positivo que no es cuadrado de otro entero, se designa por Z NE 
el conjunto descrito por x + yyd cuando x e y describen Z. 


a) Demostrar que Z [yd7 es una parte estable de R para la adición y la multi- 
plicación. 


t) Los conjuntos Z [y2] y Z [y/3] están provistos de la adición y multiplicación 
inducidas sobre ellos por la adición y la multiplicación de R, demostrar que no existe 


ningún isomorfismo entre Z [y2] y Z [y3]. 


!, Definición. Ejemplos. Primeras propiedades. 
Il. Subgrupos de un grupo. 
I!.  Homomorfismos, isomorfismos de los grupos. 
PV. Producto cartesiano de grupos. Suma directa. 
Y, Generación de grupos. 

Vi, Grupos de transformaciones. 


Il. Definición. Ejemplos. Primeras propiedades 


70. Definición. Notaciones. Ejemplos 










Derinición. — Un conjunto G provisto de una ley interna T, es decir, un par (G, 1) 
es un grupo si: 

G) la ley T es asociativa. 

Gy) existe un elemento neutro en (G, TD. 

G) todo elemento de (G, T) es simetrizable. 


Se dice también que G posee una estructura de grupo para la ley T, o que G ¿[ 
es un grupo para la ley T, o más simplemente que G es un grupo si no hay 
ninguna ambigiiedad sobre la ley. a 

Si, además, la ley es conmutativa, se dice que el grupo es conmutativo * 
o abeliano. 

La ley T se llama la ley del grupo, el elemento neutro e de (G, T) el ele» : 
mento neutro del grupo, 

; Si card G=nm, se dice que G es un grupo finito, de orden n. q 

Se llama elemento central c de un grupo G todo elemento que permuta “$ 
con todo elemento de grupo, el centro € de G es el conjunto de sus elemen» 
tos centrales: no es nunca vacío, pues contiene al menos e. 

Cuando la ley de grupo está representada multiplicativamente (resp. aditiva» 
mente), se dice algunas veces que el grupo es multiplicativo (resp. aditivo). 
Utilizaremos en general la notación multiplicativa, o la notación aditiva 
(recordemos que en este caso supondremos un grupo abeliano, ver $ 46). 

Las reglas de cálculo en un grupo se deducen inmediatamente de los resul: 
tados del 8 66, las recordamos con los axiomas de un grupo en el cuadro 
siguiente en las diversas notaciones: 
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EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


Verificar que los conjuntos siguientes provistos de las operaciones indicadas son 
grupos: 

1. Z,0,R,C para la suma. 

2, Q*, R*, C*, ar, R* para la multiplicación. 

3. El conjunto de las traslaciones del plano (o del espacio) para la composición de 
las traslaciones. 

4. El conjunto de las rotaciones de centro O y de ángulo cualquiera en el plano 
para la composición de las rotaciones. 

5. El conjunto de las rotaciones de centro O y de ángulo k2x7/4 (a entero natural 
>0 fijado, k entero racional cualquiera) para la composición de Jas rotaciones. 

6. El conjunto de las isometrías del plano (0 del espacio) para la composición de 
las aplicaciones. El conjunto de isometrías positivas (desplazamientos) para la misma 
operación; ¿es cierto también para el conjunto de isometrías negativas? (antidesplaza 
mientos). 

7. El conjunto ME, E) de las biyecciones de un conjunto E sobre sí mismo para 
la composición de las aplicaciones (grupo de las permutaciones de E). 

8. ZinZ (38 64, c) para la adición. 

9, El conjunto de la identidad y de las tres simetrías respecto a los tres ejes de un 
triedro trirrectángulo para la composición de las aplicaciones. 


71. Propiedad fundamental de un grupo 


TroremMA. -— Para todo elemento a de un grupo G las aplicaciones de G en G defi 
nidas por (ver $ 47) 


x= YX) = ax x=» 5, (x) = xa 


son biyectivas, 
En efecto, y, es inyectiva, pues teniendo a un inverso q 
ax = ay => aa) = aa) => (ada) = (arla)y, 
luego x= y; lo mismo para 8, Son suprayectivas, pues cualquiera que sea 
b de G 


ax =b=>aH(ax) = a ib=> X= arlb 
xa = b=> (xajar! = bal =>x= bar, 


Este teorema puede enunciarse en la forma equivalente siguiente: 


Para todo par (a, Dj de elementos de un grupo G, las ecuaciones ax = h 
y xa=b tienen una solución única. 


En fin, y, y $, son inyectivas, se puede enunciar: 


CoroLaRio. — En un grupo todo elemento es regular. 
Considerando la tabla de un gtupo finito (8 44), podemos decir, de una 


manera intuitiva, que cada elemento figura una vez y sólo una en cada línea 
y en cada columna; un cuadro poseyendo esta propiedad es un cuadrado 
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hulino. Luego todo grupo finito tiene por tabla un cuadrado latino, pero la 
ireíproca mo es cierta (ver ej, 1 más abajo). Pero se demuestra que si la ley 
es asociativa y si, cualesquiera que sean a y b de E, ax=b y ay = b tienen 
al menos una solución en E, entonces es un grupo (ver ej. 66, fin del capítulo). 


FJURCICIOS 

1. La ley definida en el cuadro adjunto, ¿es una ley 
de grupo? (se estudiará si posee un elemento neutro y sí es 
asociativa). 

2, Demostrat que, en la tabla de un grupo finito 
el elemento neutro está situado sobre la diagonal principal 
o bien ocupa posiciones simétricas respecto a esta última, 

3. Demostrar que, en un grupo finito de orden par, 
hay un número impar de elementos de G iguales a su propio inverso y distintos de e. 

$. Encontrar todos los grupos de 2, 3, 4 elementos (buscar primero los cuadrados 
lativos de 2, 3, 4 elementos le, a), (e, a, b), Le, a, b, c) y utilizar los ejercicios anteriores). 
lin estos casos particulares se podrá dispensar de verificar la asociatividad observando 
¡ie para fA=3 se encuentra un solo cuadrado latino idéntico a la tabla del grupo 
wlitivo Z/32 y que pata n=4 se encuentran dos cuadrados latinos, uno idéntico a la 
labda del grupo de las simetrías en relación a los tres ejes de un triedro trirrectángulo, 
el olro a la tabla del grupo aditivo Z/4Z (ver $ 70, ej. 8 y 9) 





If. Subgrupos de un grupo 


72, Definición. Subgrupos del grupo aditivo Z 


«) DEFINICIÓN. —-Se lama subgrupo H de un grupo G toda parte estable no vacía 
de G, que es ella misma ur grupo para la ley inducida sobre H por la ley de G. 


"Todos los subgrupos de G tienen el mismo elemento neutro e que G; en 
vlecto, sea e” el elemento neutro de H para la ley inducida, tendremos 
en G e m=ee=e' 
en H ee=e', 
hnego eel = ee” y e=8e", puesto que en un grupo todo elemento es regular. 
G y [e) son subgrupos de G. Todo subgrupo de G, distinto de G y de (e) 
ww llama subgrupo propio de G. 


1) Subgrupos del grupo aditivo Z 


5: H no contiene más que 0, H=(0) subgrupo trivial. Supongamos E 
Ho reducido al elemento cero, conteniendo n,0, H contiene —2 0, 
juego H contiene enteros estrictamente positivos; el conjunto de los enteros 
wslrictamente positivos de H tiene un elemento mínimo, sea a (ver $ 28); cual- 
¡miera que sea x de H, existe un par q y r de enteros tales que (ver $ 64) 


r=aq ++ 0Der<a 
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x y q perteneciendo al subgrupo. H, asimismo pertenecen dq y Tr =x—4 
siendo a el mínimo entero de H estrictamente positivo, r = 0, luego * =4 

luego 
: los subgrupos de Z son los conjuntos al. 


c) Sea H una parte no vacía de G; para que H sea un subgrupo de 
es necesario primero que H sea estable, es decir (ver $ 51), 


(1 (reH e yeB)oxyeH Oo HHcH. 


Es inútil verificar la asociatividad de la ley inducida, ella es consecuencik 
de la asociatividad de la ley de G. 
Asimismo todo elemento « de H tiene un inverso 7! en H, es decir, 


(2) xeEH>x*'eH .o0 HH. 


El hecho de pertenecer e a H resulta de la aplicación de (1) a x y a”! 

Las dos condiciones (1) y (2) son necesarias y suficientes para que la part 
no vacía H de G sea un subgrupo, Estas dos condiciones pueden ser reempl 
zadas por la única condición siguiente: 


TEOREMA, — Para que una parte no vacía H de un grupo G sea un subgrupo de 
es necesario y suficiente que 
(3) . (eH e yeH)>xy!leH, 


Poniendo y = x en (3) se obtiene 


xxl ec H; 


poniendo x =e en (3) se obtiene 
VyeH) y eH; 


en fin, reemplazando y por y”! en (3), se obtiene 
xy) = xyeH, 


luego H es una parte estable conteniendo e y inversa de cada uno de s 
elementos es, pues, un subgrupo de G, 


En representación aditiva la condición (3) se escribirá 


(35 (reH e ye H)=>*—yeH. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Cada uno de los grupos aditivos Z, Q, R, C es un subgrupo de todos los sigule 
es, Cada uno de los grupos multiplicativos Q*, R*, C* es un subgrupo de todos l 
siguientes. 

2. El conjunto de las traslaciones del plano es un subgrupo del grupo de los di 
plazamientos del plano; ¿ocurre lo mismo con el conjunto de las rotaciones del plano 
¿con el conjunto de las rotaciones de centro dado 0? 
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4. El conjunto de los desplazamientos (isometrías positivas) es un subgrupo del 
bio de las isometrías del plano (o del espacio); ¿ocurre lo mismo para el conjunto 
de Iinomeirías negativas? 

4. Encontrar los subgrupos de los grupos de orden 3 y 4 estudiados en el ejercicio 4 
m0 4 2D. 

a, Encontrar todos los subgrupos de Z/6Z, de Z/nZ (ver 8 70, ej. 8). 

bt. Dumostrar que el centro de un grupo G es un subgrupo de G, 

1. Vil conjunto de las biyecciones de E sobre E que conservan un elemento determi 
hielo « de E es un subgrupo del grupo de las permutaciones de E (ver $ 70, ej. 7). 
Análogumente para el conjunto de las biyecciones de E dejando una parte Á de E 
invaelunto, 

M. Demostrar que para todo subgrupo H de un grupo G; H2=H, H-"!"=H 
LI 


-?. Intersección de subgrupos. Subgrupo engendrado por una parte A de un 
grupo G 


«) La intersección H, N H, de dos subgrupos de G no es nunca vacía, 
vonliene siempre el elemento neutro e de G; por otro lado, si x e y perte- 
Hhecco a H, y a Ha, xy? pertenece a H, y a H,, luego a su intersección; de 
ús manera más general, dada una familia % de subgrupos H de G, su inter- 
sección I (yer 8 7) 

I= (A 


He K 


ho es vacía, pues es H, y cualesquiera que sean x, y perteneciendo a H, xy! 
pertenece a H para todo H de XK, luego a l; luego 


toda intersección de subgrupos de G es un subgrupo de G. 


hb) Consideremos en particular una parte no vacía A de G y la familia 4 
de los subgrupos de G conteniendo A; esta familia no es vacía, pues G es un 
elemento de El. La intersección 1 de esta familia de subgrupos dl es un sub- 
Brupo de G y es evidentemente el menor (con la relación de arden corres- 
pundiente a la inclusión de conjuntos). 


Este subgrupo l, intersección de la familia de los subgrupos de G que con- 
Henen A, se llama el subgrupo de G engendrado por A, 


EJFMPLOS Y EJERCICIOS 


l. ¿Cuál es la intersección de los subgrupos 2Z y 3Z del grupo aditivo Z? La 
iluma pregunta para aZ y BZ ía, b enveros racionales). 

¿. ¿Cuál es la intersección del conjunto de los desplazamientos del espacio que 
Pomervan un punto A y del conjunto de los desplazamientos del espacio conservando 
un punto Bx A? 

1, Si A es un subgrupo de G, ¿cuál es el subgrupo engendrado por A? 

4. Si q es un elemento de un grupo G, ¿cuál es el subgrupo engendrado por (a)? 

4. Demostrar que el subgrupo engendrado por Á, parte no vacía de un grupo G, 
E Maln descrito por los productos finitos a,, 8, ..., 4,, donde e, es un elemento de A o el 
E > verso de un elemento de A. 
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74. Clases según un subgrupo 









Suponiendo definida una relación de equivalencia R sobre un grupo . 
busquemos las relaciones de equivalencia compatibles con la ley de grupo (yá 
$ 53), con el fin de definir una ley interna sobre el conjunto cociente G/Mf 


a) Busquemos primero las relaciones de equivalencia R, compatibles pag 
la izquierda con la ley de grupo. 
La relación 
x=Y (mod R,) 


entraña (compatibilidad por la izquierda) 
e=xrlx =xwy (mod R,) 
esta relación de equivalencia, si existe, es tal que 
x=3Y (mod R)Joxyee. 


Demostremos que la «clase e de e, módulo R,, es un subgrupo de G; e 

efecto, 
a=e (mod R¿)>e=a"ta=a"! (mod Ry), 
luego (transitividad de R,) E 
a=e (mod R,) al=e (mod Ry) 

y > y =>ab=e (mod R,) 
b=e (mod R,) bi=e (mod R¿) 
luego, si existe una equivalencia compatible por la izquierda con la ley 
grupo, es de la forma xlyee y e es un subgrupo de G, 


Recíprocamente, sea H un subgrupo cualquiera de G; consideremos lfi 
relación xye H, es una relación de equivalencia; en efecto: 


— Es reflexiva: para todo x de G, arir=eecH, 
—Es simétrica, pues 
arly € H= (ug) = yla! = yx e H. 

—Es transitiva, pues 

[iyeH e ylieH1>(3w (2) = «iz e H. 
Por otra parte, esta relación es compatible por la izquierda con la ley de 
- grupo; en efecto, cualesquiera que sean x*, y, z de G 
ay e H => (23) May) = (e 20) (2y) = xy e H, 


luego toda relación de equivalencia R, compatible por la izquierda con la Í 
de un grupo G es de la forma 
"ye H, 


siendo H un subgrupo cualquiera de G. 
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$e demostraría igualmente que toda relación de equivalencia R¿ compatible 
pur lu derecha con la ley de un grupo G es de la forma 


ya e H, 
adendo 11 un subgrupo cualquiera de G. 


a hh Determinemos las clases de módulo de estas relaciones: y pertenecerá 
il clase de a módulo R, si y sólo si existe z de H tal que 


ay =zZ>2Yy=xz. 


La clase de x módulo R, será, pues, xH, igualmente la clase de x módulo 
My es Hx; estas clases H y Hx se llaman, respectivamente, las clases por la 
isperda y las clasés por la derecha módulo el subgrupo H. 

E clase de e (módulo R, o R¿) es H. 

bil aplicación z-—>xz de H en xH es suprayectiva (según la definición de 
+11), us inyectiva (pues en un grupo todo elemento es regular), es, pues, una 
hiyección; luego: 


Podas las clases por la izquierda xH (y las clases por la derecha Hx) según 
al yubyrupo HH tienen, pues, la misma potencia: la potencia de Y. 


Supongamos en particular el grupo G finito y de orden n, el subgrupo H 
64, pues, finito (parte de un conjunto finito); sea p su orden, el conjunto de 
hw clases por la izquierda (o de las clases por la derecha) es una partición 
du (3; existe, pues, q tal que n = pq, q es el número de clases por la izquierda 
lu el número de clases por la derecha), luego: 


'Trorema. — En un grupo finito el orden de un subgrupo cualquiera es un divisor 
del orden del grupo, 


7% Caso de un grupo conmutativo. Grupo cociente 


Kepresentemos la ley aditivamente, las dos relaciones de equivalencia R, 
y It, están confundidas; la relación R única así definida se expresará por 


a—yeH o x=Yy (mod H); 


lan cluses de equivalencia x ... describen el conjunto G/R, que se representa 
1/1. Siendo esta relación R compatible con la ley de grupo, podemos definir 
inn adición en G/H por la relación (ver $ 53) 


pS 


(1) + yEAxw+Y 
Li aplicación f de (G, +) en (G/H, +) definida por 
xo fía) = x% 


ss, pues, en virtad de (1) un komomorfismo, por definición de G/H es supra- 


pectivo, luego (ver 8 56, teorema 2) f(G) = G/H está provisto de una ley «e 
ixocintiva, hay un elemento neutro, todo elemento Y tiene un simétrico (— 1); 


11. - — ALGEBRA 
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dicho de otra manera, (G/H, +) es un grupo, se le llama el grupo cocient 
de G por el subgrupo H. 
En genetal se expresará igualmente la adición en G/H por la notación + 


EJEMPLOS 


1. Consideremos, por ejemplo, el grupo abeliano Z; sus subgrupos son de la for 
nE; la relación x—yenZ se escribe 


x= y (mod sm). 


Los grupos cocientes se representarán, pues, Z/nZ, tal es cl origen de esta notacióf 
que hemos introducido o utilizado en los 85 53 y 64. 

Este grupo se llama grupo aditivo de los enteros módulo ». 

2. Siendo a un real no nulo, aZ es un subgrupo del grupo aditivo R; la relació 

x—y8aZ se expresa 3 

Xx =y (mod a), 


el grupo cociente R/aZ es llamado grupo aditivo de los reales módulo a. d 
Para a =2m se obtienen los reales módulo 2% utilizados en la medida de los ángulol 


76. Subgrupo distinguido. Grupo cociente por un subgrupo distinguido 


Si G no es abeliano, las relaciones x "ye H e yx"1€ H son en general di 
tintas y siendo cada una de estas relaciones o bien compatible por la izquierdi 
o bien compatible por la derecha con la ley del grupo, es imposible en generk 
definir una ley cociente sobre G/R, o G/Ry. Esto será posible, sin embargl á 
si H está escogido de manera que R, y R¿ sean equivalentes, es decir, si 
particiones que definen sobre G son “as mismas, O también si toda clase pá 
la izquierda es una clase por la derecha y reciprocamente, es decir, si pa 
todo x de G 

1H = Hx 0H =x<H3v! eo H = x-Hr. 


Un tal subgrupo H se llama subgrupo distinguido (o también subgrup 
invariante, veremos el origen de esta denominación en el $ 77), 3 
Todo grupo G posee subgrupos distinguidos; por ejemplo, (e) y G, 
En un grupo abeliano todo subgrupo es distinguido. 
Consideremos un subgrupo distinguido H de G y la relación de e 
valencia R 
«lyeHey len, 


se puede definir un conjunto cociente G/R que se representa G/H; siendo M 
compatible por la izquierda y por la derecha con la ley de grupo, podem 
definir una operación en G/á (operación que representaremos también mult 
plicativamente) por la igualdad (ver $ 53) 

iy = Em) 
como en el párrafo precedente (ver 8 56, t, 2), se verá que la aplicac 


> fía =* 
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He Gen G/H es un homomorfismo suprayectivo, pues G/H=f(G) es un 
grupo que se llama grupo cociente de G por el subgrupo distinguido H. 


LINRCICIOS 


l. Sea un grupo G y dos de sus subgrupos H y K tales que Kc He: G. Demostrar 
ino sl K es subgrupo distinguido de H, no es en general subgrupo distinguido de G, 
(Hu «demuestra incluso que si K es subgrupo distinguido de H y H subgrupo distinguido 
de (6, K no es en general subgrupo distinguido de G.) 

2. Demostrar que el centro C de un grupo es un subgrupo distinguido. 

5. Jlemostrar que la intersección de dos subgrupos distinguidos de G es un sub- 
Brupo distinguido de G. 

4. Demostrar que en el grupo de los desplazamientos. del plano, el subgrupo de 
lis traslaciones es un subgrupo distinguido. 

5. Si H es un subgrupo distinguido de orden p de un grupo CG de orden na, ¿cuál 
wn el orden de G/H? 


lll. Homomorfismos, isomorfismos de los grupos 
77, Resultados generales 


Las definiciones y teoremas de los 88 56 y 57 nos permiten enunciar las 
deliniciones y teoremas siguientes: 


4) DerInicióN. — Una aplicación | de un grupo G en un grupo G” es un homo: 
murfismo de grupos si y sólo si 


(Ux, ye GO) Hay) = 0070). 


si | es biyectivo, se dice que f es un isomorfismo de grupos. Un homomorfismo de G 
un sí mismo es un endomorfismo del grupo G y un isomorfismo de G sobre sí trismo 
gx en automorfismo del grupo G. 


Por ejemplo, siendo H un subgrupo is de un grupo G (o un sub- 
pruno cualquiera de un grupo abeliano), la aplicación (ver 88 75 y 76) de G 
sobre G/H definida por x> f(x) = = ké es un homomorfismo suprayectivo, se le 
lluma el homomorfismo canónico de G sobre G/H. 

Por otra parte, siendo q un elemento fijo de un grupo G, la aplicación f, 
de G en G definida por 


ana = fx) = axar! 


va un qutomorfismo de G. En efecto, para todo 1” de G, multiplicando por la 
izquierda por ar! y por la derecha por a 


x=axa0 1 =>x=arlwa, 
litexo f, es biyectivo. Cualesquiera que sean x e y de G 
fáxy) = aluya”! = (exar!) (aya = [O A, 


lugo f, es un homomorfismo biyectivo de G sobre G; es, pues, un auto- 
itorlinto: los automorfismos f, se llaman dutomorfismos interiores de G (se 
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reducen a la identidad para los grupos abelianos). 
La definición de un subgrupo distinguido H de G, H = aHa”! para todo 4! 
de G (ver $ 76), muestra que: : 


Un subgrupo H de G es distinguido si y sólo si HU es invariante para todos: 
los automorfismos interiores de G. 


Este resultado explica el nombre de subgrupo invariante que se da tambi 
a los subgrupos distinguidos. Se puede incluso demostrar un resultado má 
general (ver ej. 5). 


b) 'TeEoREMA 1.—La composición de dos homomorfismos (resp. isomorfismos) d 
grupos es un homomorfismo (resp. isomorfismo) de grupos. 


TEOREMA 2.--Si f es un homomorfismo del grupo G de elemento neutro e en 
grupo G* de elemento neutro e! entonces: 


1. e=/(0, (5D = [1609]. 

2. HG) es un subgrupo de G” llamado imagen de f y representado Im [. a 

3. N=f le) es un subgrupo distinguido de G, se le llama el núcleo del homo ¿3 
morfismo y se representa por Ker Í. 3 

l Para todo x de G, fíxe) = flex) = fix) f(e) = fe) f(x), el elemento único“ 
z' de G” tal que f(x) 2" = 2" f(x) == f(x), siendo e” se tiene e” = fe). La demostra 
ción de flx7") => [f(0)]7! ha sido ya realizada en el 8 56. 


2, Sea x” e y” dos elementos cualesquiera de f(G) y x e y las imágene 
recíprocas respectivas de 1 e y, x, yl, xy! son elementos de G, luego 


fe) = ff) = LM] =y > 


es un elemento de f(G). 
3. Sean x e y dos elementos cualesquiera de N, 


[Cy = ÍCOTAMT" = ee =e', 


luego N es un subgrupo de G. 
Por otra parte, para todo x de N y a de G 


faxa=") = (foja = (age fta”) = fofta”!) = e”, 


luego N es un subgrupo distinguido de G. :4 
Por otra parte, f(x) = f(y) es equivalente a xy") = e”, luego xy”! pertesd 
nece al núcleo, de donde: 


COROLARIO, — El homomorjismo de grupos f: G=G" es inmyectivo si y sólo 


Fe”) = (e). 


OBSERVACION 


Es inútil suponer que G” es un grupo, basta con que G” esté provisto de un 
operación interna,* ya que con ello el teorema 2 del $ 56 permite afirmar que [(G) el 
una parte estable de G” y tiene una estructura de grupo para la ley inducida por la-d 
G y f es un homomorfismo suprayectivo del grupo G sobre el grupo f(G). 


o 
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'P'LOREMA 3.—$Si f es un isomorfismo de un grupo G sobre un grupo GC”, [fl es un 


“ humorfismo del grupo G* sobre el grupo G. Se dice entonces que los grupos G y G” 





sor inomorfos. 


FIERCICIOS 


l. Si a es un número real estrictamente positivo, demostrar que la aplicación x —a* 
del grupo aditivo R en el grupo multiplicativo R* es un isomorfismo. 


2% Siendo n un entero estrictamente positivo, demostrar que el grupo de las rota. 


2 : 
elenes del plano de centro O y de ángulo k— (k entero racional cualquiera) es isomorfo 
: n 


nl prupo aditivo Z/nZ, 
. 'v. Z es un subgrupo aditivo de R; estudiar el homomorfismo canónico de R sobre 
H/Z. Uste grupo aditivo de los reales módulo 1 se llama toro de una dimensión, se le 
tapiresenta por T. Siendo a un número real no nulo, demostrar que el grupo R/aZ (3 75, 
u]- 2) cs isomorfo a T, 

1. Demostrar que el conjunto de los automorfismos interiores de un grupo G (ver 
imán arriba, 4) es un grupo G” para la composición de aplicaciones. Demostrar que la 
aplleución p de G en G* definida por pía) =f, es un homomorfismo. Demostrar que 
poeu tin isomorfismo si y sólo si el centro de G es fe). 

%. Demostrar que un subgrupo estable para todos los automorfismos interiores de G 
va distinguido. Í 

b. Sea f: G>G” un homomorfismo de grupos. Demostrar que: 


X es un subgrupo de G => HKX) es un subgrupo de G”, 
X cs un subgrupo distinguido de G— XX) es un subgrupo distinguido de. /(G). 
Y” us un subgrupo de G” => f-1(Y”) es un subgrupo de G. 


Y? us un subgrupo distinguido de X(G) = f-1(Y”) es un subgrupo distinguido de G. 


t, Sea G un grupo, demostrar que la relación entre x y x” de G «existe a de G 
ul que x!=axa-l» es una relación de equivalencia definida sobre G; se dice que 
y y a son conjugados en G. Demostrar que si H es un subgrupo de G también -lo es 
hi 11%: aHa-*; se dice que H y H' son subgrupos conjugados en G. 


7H. Descomposición canónica de un homomorfismo de grupos 


Sea f un homomorfismo de G en G”. Consideremos la descomposición canó- 
hiva de f (ver 8 19, b), debemos considerar la relación de equivalencia sobre 
tii (00 =f(. , 

Pero esta relación es equivalente a 


OLADNT" = ff) = fly?) = e”, 


Iiego es equivalente a xy!€N y, puesto que el núcleo de f es un subgrupo 
distinguido de G (teorema 2 del párrafo precedente), esta relación es compa- 
blu con la ley de G; tenemos, pues, la descomposición f=iobos 
s b i 
G>G/N > ((G) > G”. 


t, aplicación canónica de f(G) en G” definida por x"-—>+”, es un homo- 
murfisimo inyectivo de los grupos (GM) y G. 
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Hemos visto que s definida por s(x) = x (8 76) es un homomorfismo supra 
yectivo de G sobre G/N, Consideremos la biyección b, definida por 


iS = (2) = f(x, 
siendo x un representante cualquiera de la clase x. Sea y otra clase e y un 


de sus representantes, xy es un representante de xy =3Y, puesto que la rela 
ción es compatible con la ley del grupo, luego 


bss) =b | 77) = f(xy) = fofy) = db, 

luego b biyectiva es un homomorfismo; es, pues, un ¿somorfismo de GÍN 
sobre (G) y está ligado de manera canónica a f: 
TEOREMA. — Todo homomorfismo | de un grupo G en un grupo G” se descompone en, 3 


a) El homomorfismo canónico de G sobre G/N, siendo N el núcleo de f, 
b) El isomorfismo canónico de G/N sobre f(G). 
c) El homomorfismo canónico de KG) en G”. 


IV. Producto cartesiano de grupos. Suma directa 


79. Producto cartesiano de grupos 


Dados dos grupos (G;, Ti, (G, T2) podemos definir una ley intern 
T sobre el conjunto producto G, X G, de una manera natural para la igualda 
siguiente (ver 8 32) 


() (y 1) T (Y, Ya) = (1 T1 Y, *2 T2 Yo) 


si no hay lugar a confusión, las tres leyes podrán estar representadas de | 
misma manera; por ejemplo, en representación aditiva, o multiplicativa 


(2 ly xx) + (Y Y) = (1 + Yu + Y) 
3) E a) Y Y) = (Y, 1242) 


a partir de ahora utilizaremos esta última notación. 

Se ve fácilmente que la ley producto es asociativa, que admite por element 
neutro e = (€,, es), e, y e, son los elementos neutros respectivos de G, y Gp 
en fin, todo elemento (x,, x.) es inversible y 


e, E e = Ge, x35, 


G; X G, provisto de la ley definida por (3) (o (1) o (2)) tiene, pues, ur 
estructura de grupo, se le llama grupo producto (cartesiano) de los grupo 
G, y Ga. 

G, X G, es conmutativo si y sólo si G, y Gz lo son. 
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Se podrá definir de la misma manera G, X G¿X ... X G, producto carte- 

aldo de n grupos. Se podrá considerar en particular el caso en que 
(4, -G,=..=G,=G; por ejemplo, GX G (si se emplea la notación G?, 
im hay que confundir este grupo con el conjunto descrito por xy, x e y 
yarinndo en G (ver 8 50)). Por ejemplo, si G es un grupo aditivo de elemento 
heutro 0, en G” (en el sentido precedente), tendremos 


(%, Ah Xn) + (Y, CS Y.) = (x, + Hi Y + Has sn + Y») 
e=(0,0, ..., 0 
— (xs X>b 0.-, Xan) = (— Xi —Xb +-., — Xu). 
Volvamos al grupo producto G, X G, de dos grupos cualesquiera, si H, es 
bn subgrupo de G, y H, de G, se ve inmediatamente que H, X H, es un sub- 


urupo de G;, Xx G,; en efecto, para todo par (%, 12) e (Y, ya) de H, x H, 
lenemos 


(Ey 1) Uy YY = (471, 147) H,X H,, 
pues x y! pertenece a H yxy!aH. 
H)ERCICIOS 


l. Demostrar que Z* es un subgrupo de R" (para la adición) y que R"/Zu es iso- 
morfa a 2 («toro de n dimensiones», ver $ 77, ej. 3), 

2, Siendo H, y H, dos subgrupos distinguidos respectivos de G, y G,, demostrar 
que 1 <A, es un subgrupo distinguido de G,XG, y que (G, Xx G)/(H, x H,) es 
humorfo a (G,/H,) X (G,/H)). 


NO. Relaciones entre G, X G, y ciertos de sus subgrupos 
«) Siendo G, y (e,) subgrupos de G, y G2 y ([e2) de G>, Gr Xx(e) y 
(4 < G, son subgrupos de G, X G,. Consideremos la aplicación 
f: G > G; Xx [e,) 
definida por f(x) = (x, €), es manifiestamente biyectiva; por otra parte, 
(uy) = Y e) = (1, €) UY, €) = df) 
lilego es un isomorfismo, de donde: 
Trourma, — Los grupos G, y G, sott, respectivamente, isomorfos a los subgrupos 
G/=G,x1(e,)) y G=[e,)xG, de G,Xx G). 
Sucede, como ya lo hemos hecho, que se identifica G, y G¡=G, X (£,) 
to G, y G;) por esta identificación G, y G, pueden ser consideradas como sub- 
grupos de G, X Ga. 


Por ejemplo, en el plano R?, esto equivale a confundir el punto x de la 
revta Ox y el punto (x, 0) del plano. 
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b) Consideremos la primera proyección pr, de G,X G, sobre G, (ver 
8 12, d) 
Qt 12) >Pr(X1 %2) = x1 
tenemos 
pril(%, 2) (Y Y3] = práxits 1942) = 0144 = pri, xdpriY Ya, 


luego es un homomorfismo. Busquemos su núcleo, es decir, pr¡(e,) es el 
conjunto de los elementos (x,, x,) para los cuales x, = e,, es decir, 


priXe) = (e, x G,= 


G; es, pues, un subgrupo distinguido de G, x G, (ver $ 77, t, 2). Considere- 
mos el grupo cociente (G, X G,)/G%, la relación de equivalencia módulo G; 
es equivalente a 

práx;, x) = prá Y) > 31 =Y15 


AA 
dicho de otra manera, una clase Es a) módulo G; está descrita por los 
elementos (4, 49) con x1 fijo, la aplicación 
G,>(G, x G)/G) 
. . - . . 
definida por x,>1x,, Y, f/es una biyección, es un homomorfismo, como se ve 
inmediatamente; es, pues, un isomorfismo, de donde: 


TEoREMA, — La proyección de G, XxX G, sobre G, (resp. G,) es un bi 
su núcleo es Gí=([e,)x G, (resp. G¡=G, x1fe,p y el grupo cociente (Q, x G,)/G; 
(resp, (G, xG 316) es ioomorto a GS, (esp. a S,). 





Fis, 10 


81. Suma directa (en el caso de grupos conmutativos) 


a) Reiniciemos el estudio precedente y supongamos G;, y G, abelianos, . 
estando la ley representada aditivamente, tenemos 3 


mM x= (X1, xo) 5 (x1, es) 5 (e, xa), 
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es decir (ver $ 50), 
Gx G,=G+ 6; 


y lu descomposición de un elemento cualquiera x de G, X G, se efectúa de 
una manera única en suma de un elemento de Gí y de un elemento de GS; 
por otra parte, si (x,, x,) pertenece a Gf y a G5, 1, =€, y Y, = €, luego po- 
niendo e= (e,, es), elemento neutro de G, Xx Ga, 


(2) G¡N G;= (e). 
b) De una manera general, sea G un grupo abeliano (con notación aditiva) 
que es la suma de dos de sus subgrupos H, y Ha 
G =H, + Ha, 
“upongamos, 'además, que la descomposición x= %, +xz (x, elemento de H,, 


w, de H,) sea única para todo x de G y busquemos en este caso los elementos 
comunes a H, y H;, tendremos 


x+e xeH; ee HH, 


E DN 
A xe+x es H; x € H, 


lv donde, según la unicidad de la descomposición, x = e. 
Reciprocamente, supongamos G= H,+ HH, y HN H.=(e) si 


x= + 0=Y +8 (o 4 € H, Ya, y¿ € Ho) 
1—Y, = 11 — Y (x, —y1 € H,, 2, — 4, € Ha), 


luego 21—Y —*,—Y =e y la descomposición es única, de donde: 


''EOREMA Y DEFINICIÓN. —- Pará Un grupo abeliano G que es suma de dos de sus 
xberupos Uy, Ha, las dos propiedudes siguientes son equivalentes: 


«) Todo x de G se escribe de una manera única 
xX=X +x, (x, € H,, x,8 H)). 
by H, NH =(e) 
Se dice entonces que G es suma directa de los subgrupos H, y H, y se escribe 
G=H, 0H, 
Consideremos la aplicación f de H, Xx Hz, en G definida por 
(Xy 2) => x1 + xo = (tp, 2). 


lis evidentemente biyectiva, pues G es suma directa de H, y H,, luego todo 
tale € corresponde a una pareja única (x,, 12); por otra parte, 


Fr, 1) + Oh YY] = (0 + Ys + Y) = (0 + Y) + (0 + 2) 
= (11 + 1) + Y + Y) = fp, 10) + UY), 


hiego, acudiendo a un resultado del párrafo 80: 
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TEOREMA. — 6 = HE, OH, es isomorjo al grupo producto H, x H,. Y G/H, es isomorjo 
a H, (G/H, es isororfo a H). 


OBSERVACION 


Se puede intentar extender esta teoría a' los grupos no conmutativos (representados 
multiplicativamente). Siendo H, y H, dos subgrupos cualesquiera de G, hay que observar 
que, si H, x H, es siempre un subgrupo de G, no lo es en general de HH, (ver ej. 1); 
la teoría es, pues, menos simple, es el objeto de los ejercicios 2 y 3 siguientes. 


EJERCICIOS 


1. Siendo H, y H, dos subgrupos invariantes de G, mostrar que H,H, es un sub- 
grupo de G (que es invariante). Demostrar que este resultado es falso para dos subgrupos 


cualesquiera (tomar en el grupo de las rotaciones del espacio alrededor de un punto O $ 


BA, =[L S/)) H,=(1, S,), 1 identidad, S, y 5, rotaciones de ángulo T alrededor de 
OD, y OD, distintas y no perpendiculares). 

2. Se toman las notaciones del párrafo. Demostrar que todo (x,, x,) de G se escribe 
de una manera única como producto de (x,, €,) de Gí y (€, x,) de Gf, que todo 
elemento de G; permuta con todo elemento de G% y finalmente que el único elemento 
común a S y, es te, e,). 

3. Sea G un grupo y dos de 's subgrupos H, y H, tales que G = H,¡H,. Demostrar 
que las condiciones siguientes a) y b) son equivalentes: 

a) Para todo x de G, existe x, de H, único y x, de H, único tales que A 
Todo elemento de H, permuta con todo elemento de H,. 

b) H, y H, son subgrupos invariantes y H, N H,=(fe) Se dice entoncés que G 3 
es producto directo de H, y H,. Demostrar que G = HH, es en este caso isomorto a 4 
B, x.H, (en este caso no hal inconveniente en confundir producto HH, y producta y 
cartesiano H, X H)). E 

4. Dado un grupo abeliano G representado aditivamente suma de r de sus subgrupos A 
H, -, H,, se dice que G es suma directa de H,, ..., H, y se escribe J 


G=H,0H,0..0H, ' 
si y sólo si para todo x existe x, de H, (para todo ¡e[1, n] único tal que 


X= + Xd . + Xy Demostrar que la condición precedente es equivalente a la sl 
guiente: para todo ¡e [t, n—1] 


(14, +H +... + HB) 0H, = (le) 


V. Generación de grupos 


82. Parte generatriz de un grupo 


Hemos visto la definición del subgrupo de G engendrado por una parte Á 
de G (ver $ 73); puede suceder que el subgrupo engendrado por Á sea 4 
poa G, se dice entonces que Á es una parte generadora"> de G, si 

= (8, es se dice que (a,) es una familia generadora de G, 





(15) Preferimos las expresiones «parte generadora» y «familia generadora» a la expresión deal 
cional «sistema de generadoreso que podría hacer creer que fodo elemento de A es un generador 
de G, lo que no es clerto, salvo que A confenga un solo elemento. 
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Si G está engendrado por una de sus partes finitas, se dice que G es de: 
Hipo finito (no hay que confundirlo con un grupo de orden finito). Por ejemplo, 
tin grupo engendrado por un elemento único a se llama monógeno, este grupo 
(representado multiplicativamente) está descrito por a”, n describiendo Z. El 
nismo Z es un grupo monógeno engendrado por 1. 


I*)HRCICIOS 


l. Sea P la recta proyectiva real (es decir, R completado por un punto al infinito 
dle manera que x>>1/x sea una biyección de P), Se consideran las aplicaciones f, f, de P 
abre sí mismo definidas por f,(x) =1/%, f(00) = 1—X. 

Demostrar que el grupo G (para la composición de aplicaciones) engendrado por 
I, y f, es de orden 6. Formar la tabla de este grupo. 

2. Se considera el grupo engendrado por dos elementos a y b tales que (1, entero > 0) 


di=eé b=e aba = b, 


«) Formar la tabla de este grupo para n=2 y 1n=4, 


h£) Demostrar que el grupo de las isometrías conservando un polígono regular de nm 
lindos está engendrado por dos isometrías a y b que verifican para la composición de apli 
vaciones las relaciones precedentes. 

5. Demostrar que Za es un grupo de tipo finito. Se indicará una familia generatriz 
de n elementos. 


43. Grupo menógeno. Grupo cíclico 


a) Consideremos un grupo monógeno, es decir, engendrado por un ele- 
mento a; en notación multiplicativa 


G=f[.. 477... q, 8, 4... 4” ...). 
Este grupo es abeliano. Sea, por otra parte, la aplicación f del grupo aditivo 
Z. en el grupo G definida por 
p>Í(p) = 0". 
Se tiene f(p + q) = 47+1 = aa? = f(mfia), luego f es un homomorfismo, 
vegún la definición de G, f es suprayectiva. Su núcleo f”M(e) es un subgrupo 


de Z, sea 1Z (n > 0); luego Z/nZ. es isomorfo a f(Z)=G (ver $ 78), Hay 
«¡tte considerar dos casos: 


o n=0,1:Z2=(0) y Z/(0)=Z. 
2.2 n>0, 1Z 10) y ZínZ=1 0,1, ..,n—lf. 
ln este último caso 
G=(4=8, 0,0, cn 


Se dice entonces que G de orden nr es un grupo cíclico de orden n. 
Este estudio se puede resumir en el siguiente teorema: 
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TEOREMA. — Todo grupo monógeno es isomorfo: 


—A L si es infinito, 
—A Zf/n£ si es de orden n. 


bj) En un grupo cualquiera, se dice que un elemento a es de orden p si el 
subgrupo engendrado por a es de orden p: este subgrupo es entonces un 
grupo cíclico de orden p. 

En particular, si G es un grupo finito de orden nr, todos los elementos 
de G son de orden finito según el teorema del $ 74, b), el orden p de un 
subgrupo engendrado por un elemento cualquiera es un divisor de n, luego 
n= pq y 

qa = qu = (any. = 1 =g, 


TroreMa. — En un grupo finito G de orden n, el orden de cada uno de los elementos 
es un divisor de í y para todo elemento de G: af = €, 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que el grupo de las rotaciones del plano de centro O y de ángulo 
k2%/n (n entero >0 fijado, k entero racional cualquiera) es un grupo cíclico de orden h. 

2, Demgstrar directamente (sin referencia al teorema del $ 74) que el orden p de 
todo elemento de un grupo cíclico de orden n es un divisor de +. 

3. Colocar según su orden los elementos de un grupo cíclico de orden 30. 

4, Demostrar que todo subgrupo de un grupo cíclico es cíclico. ¿Cuáles son los 
subgrupos de un grupo cíclico de orden 30 (yer ej. 3)? 

5. ¿En qué condición el elemento p de Z/nZ engendra el grupo aditivo Z/nz? 

6. Demostrar que todo grupo finito de orden p (p entero primo) es cíclico y que 
está engendrado por cada uno de sus clementos distintos del elemento neutro. 


VI. Grupos de transformaciones 


84. Grupo de permutaciones de un conjunto E 


Se llama permutación de E toda biyección de E sobre sí mismo (ver $ 40, 
c); el conjunto de todas las permutaciones de E es un grupo para la compo- 
sición de aplicaciones: 


12 () 8D >fog es una ley interna asociativa (la compuesta de dos bi- 
yecciones es una biyección). 

22 id es una permutación de E (permutación idéntica). 

3* Sifes una permutación de E, f-* también lo es. 

Este grupo se llama el grupo de las permutaciones de E, o grupo simétrico 
de E; se le presenta por $e. . 

Consideremos dos conjuntos E y E” equipotentes, existe entonces una bi- 
yección p de E sobre E”; consideremos la aplicación de 5, en Sy definida por 


(1D | forpofoprtizf 
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enalquiera que sea f' de Sy, tendremos 
pofop =f=f=g71of'09 
th mplicación considerada de SE en $g: es, pues, una biyección; por otra parte, 
Fog =(pofog")olpogop”)=po(fog)og”!. 


De donde: Los grupos Se y Sy de dos conjuntos equipotentes son iso- 
morfos para la. composición de aplicaciones. 


W5. Estudio del grupo simétrico S,. Notaciones diversas 


Supongamos card E =m, todos los grupos $ son isomorfos a 5,, grupo 
de las permutaciones de [1, r]. Todos estos grupos son, pues, de orden n! 
(ver 8 40). Estudiáremos las permutaciones de [1, n]; en los ejemplos en 
que 2 está especificado, por ejemplo, para 2 = 5, consideramos también los 
conjuntos tales como 


E = (a, b, c, d, e). 


Una permutación p de [1, nm] se representará i--> p(i) = p, o también 


(> A A a] 
Pr Pro +. Pio. Pa 
esta última notación es evidente, o también si ¿—>a, es una biyección de 
[l, a] 
a A 2% 
Pa Daz 0 Pas +0. Pas] 


Por abuso de lenguaje diremos que poq o pg es el “producto” de dos 
permutaciones p y q (ver 8 15, nota 1). 
Conforme a las notaciones indicadas 8 70, escribiremos 


p=pop pt=pHop. 


El grupo 5, no es conmutativo para 2 > 3; supongamos que p y q dejan 
invariantes todos los elementos de [1, n] —(a, b, cj 


fa bezxo.. y a box... y 
| ) al ) 


beoaxo.. y bacecxo.. y 
lendremos 
Afabezxo.. 4 =(: box. y 
p=(: DA Aa Y A ET y): 


(Recordemos que tanto para pog como para pq la permutación q se 
efectáa la primera.) . 
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Diremos que una permutación p opera sobre una parte P de E si p deja 
invariante cada elemento de E—P. Se ve inmediatamente que si p y q operan, 
respectivamente, sobre dos partes P y Q disjuntas: pq = qp. E 


Se llama transposición una permutación t tal que (i xj) 
kxi y kAj t(a1) = dy 
t(a) = a; t(a) = 4, 
es decir, es una operación operando sobre (a; aj) y distinta de la identidad, 


De una manera más general, se llamará ciclo una permutación c tal que 3 
siendo p un entero natural (l < p < n), se tenga 


0 == 1, 2, ..., p— 1) c(a;) = Gir 


A c(a,) == a 
G=p+l,...,2) c(aj) =4y 
- se representará, pues, un tal ciclo c por 
a iO Ba e A 
A A PA 


o más simplentente 
c= (2, da +.) Gp), 
siendo cada elemento no indicado invariante por c, cada uno de los elementos 4 


indicados, salvo a,, tiene por imagen por c el siguiente y a, tiene por imagen 3 
di Vemos que 4 


e Ss q a ... do Eo+t A 4) 


da oe. da Bao. Ay 


y para 1<k<p 


OA air rana a Y ... q 

Pad == Pp p+i ta Qu 
Udo rro Or Garro + Un 
AL o do Unyto +» Un 

or = ld 2 =u 
BA res do Upgr 0. Un 


designando por u la permutación idéntica, resulta cr=u y p es el menor A 
entero h>0 tal que c?=u, E 


Luego el ciclo € = (4;, 4 ..., 4) Operando sobre p elementos de un conjunto J 
de n elementos es un elemento de orden p del grupo $. E 


(Se verifica, pues, en este caso particular que el orden p divide el orden : ! 
de grupo $, sea n!, puesto que l<p=<mn.,) 3 


Un ciclo de andén p se llama también una permutación circular de orden p, 4 
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Una transposición es, pues, un ciclo de orden 2; la permutación idéntica u 
es un ciclo de orden 1 (es, por otra parte, el único). 

Según una observación hecha más arriba, dos ciclos e, y e, operando sobre 
dos partes disjuntas de E, son permutables. 


BG. Descomposición de una permutación en producto de ciclos 


Sea p una permutación de E=[l, 1]. 
Si pu, existe un elemento de E sea q, tal que p(a) x= 4,; pongamos 
pu) = a), plas) = az y sea i el primer índice tal que 


pla;) € 14, Ga ..., 4). 


Veamos que pla) = 4,; en efecto, si pla) = 4, (1<Y <i—1), se tendría 
ptu) = plas_1), lo que es imposible, pues si a; y as_,, distintos, tendrían igual 
imagen. Luego la restricción de p a [4,, 4, ..., 4) es un ciclo de orden i. 

Designemos por 4;,, un elemento de E—(a,, 4, ..., 4); pondremos en 
evidencia un nuevo ciclo de orden j operando sobre (4,1, ..., 4¡) Siendo E 
finito, al cabo de un número finito de operaciones habremos agotado E; habre- 
mos así definido una partición de E de elementos P,, P,, ..., P, tal que la res- 
iricción de p a cada uno de los elementos de la partición sea un ciclo, el orden 
«del cielo operando sobre P, es el número de elementos de P,; de donde: 


Toda permutación de un conjunto de n elementos se puede descomponer 
vn producto de ciclos cuya suma de órdenes es n, siendo permutables dos ciclos 


cualesquiera. 
123456] (13 265 4 
361425) 1314 6 5 2 4 


=(1, 33 0,6, 5 (H=( 3) Q, 6, 5), 


HJLMPLO 


pues todo ciclo de orden 1 es idéntico a u (naturalmente hay que contarlo en la des- 
composición si se quiere que la suma de los órdenes de los ciclos sea igual a H), 


Por otra parte, todo ciclo se puede descomponer en producto de trans- 
posición; en efecto, 


(a,, Un +, Ap) = (a, a) (a, 43) PE (Ao..» Ao) (A7-1 Ap). 
(ATENCIÓN: Hay que empezar por la derecha). Por ejemplo, 
O a 1234 
al a 1.2.4 3 
=(1 23 (4 3) G 4). 


Pero en este caso dos de las transposiciones (a,, 4»), ..., (4-1, 4,) en general 
uo son permutables. 
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Estos dos resultados nos permiten decir: 


Toda permutación de un conjunto de n elementos es descomponible en pro- 
ducto de transposiciones., 


EJERCICIOS A 


1, ¿Cuántas transposiciones de ciclos de orden 3, de ciclos de orden p'hay en 8,,? 

2. Una permutación que es descomponible en r ciclos de órdenes respectivos 
Kp Kp 0) ko ¿en cuántas transposiciones se puede descomponer? 

3. Demostrar que el grupo simétrico $3, está engendrado por las 1n—1 transposi- 
ciones 


1, 2, Q, 3), sia (n— 1, n). 


Se demostrará primero que toda transposición (i, j) —con ¡<j— es descomponible 
en producto de transposición (k, k+ DD), 1<k=<n—1l. 

Demostrar que al quitar una de estas transposiciones, por ejemplo, (p, p + 1), las 
transposiciones que quedan 


01D QQ . P—1pP (1+12+2 ... (M—1,1m 


operan sobre dos partes disjuntas de [1, 1] y, por consiguiente, no pueden engendrar 
S,, es decir, que las n—i tramsposiciones «dadas más arriba forman una familia gene 
ratriz minimal de 8, re 

4, Se pone ¿i=(1, 2) y c=(1, 2, ..., 1), calcular c*, a continuación cktc-* 
(1 <k<m), deducir de lo anterior que ¿ y e engendran $, ; 


87. Signatura de una permutación 


Sea p una permutación de [1, n]; siendo p biyectiva 
i<j=> o bien p()<p() o bien pi) >pG) 
en el segundo caso diremos que los dos elementos p(i) y p(j) presentan una 


inversión. Designemos por I(p) el número total de inversiones presentadas dos 
a dos por los elementos de (p(1), ..., p(1)j y consideremos el producto 


[[ ==12-016—06-91...[M—D—2)...(1—(n—1)]. 
lxicign 
Este producto es un entero estrictamente positivo; escribamos igualmente 
av)= [| tro—r01 
lsi<isn 


donde p es una biyección, cada factor de V, se vuelve a encontrar en PV») 
una vez y sólo una vez, salvo el signo, se ve que 


AV) = E py, 








A e IT 
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ln aplicación de 5, en (1, —1) definida por 
Pp>dp) = (— 1) 


te llama la signatura de la permutación p. 
Si lp) = + 1 se dice que p es una permutación par, 
51 glp, =—l se dice que p es una permutación impar. 


Luego 
AV.) = dp Va. 


Naturalmente e() = 1. Busquemos la paridad de una transposición, se la 
puede escribir (1, j) con ¿<j o mejor 


A A 
LD e AAA e AA E 


busquemos el número total de inversiones de £. Los elementos de El, n]—(i 5) 
no a. ninguna inversión dos a dos. 

nd0=ji y Pp) =i no presentan ninguna inversión con los elementos de 
Il, ple > de [j + 1, 1], pero p() y p(f) presentan una inversión y 


p(i) presenta una inversión con cada elemento de [¿ +1 1], 
p() presenta una inversión con cada elemento de [i+1,j—1], 


luego el número total de inversiones de una transposición es impar: 

Toda transposición es impar. 

Consideremos dos permutaciones p y q; auqueros la signatura de poq, 
tenemos 


(pod (Y) = plaVy1 = pa V,) = PAD V 


pe 119) 
(po q), = lp o q), 
luego 
(po q) = «(pjelg). 


lis decir, la aplicación p ->e(p) es un homomorfismo suprayectivo del grupo 
simétrico S, sobre el grupo multiplicativo (1, — 1). 

Se deduce que el producto de dos permutaciones de la misma paridad es 
há permutación par y que p y p”| tienen la misma paridad; por consiguiente, 
resulta que el conjunto de las permutaciones pares es un subgrupo de $5. se le 
Humo el grupo alternado y se le representa por €l,. 

En fin, si una transposición es impar, toda permutación par (resp. impar) 
én descomponible en producto de un número par (resp. impar) de transpo- 
xciones, A 


VU). — ALGEBRA 
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EJERCICIOS 


1. Determinar las permutaciones pares y las permutaciones impares de 8,. 

2. ¿Cuál es la paridad del ciclo C = (1, 2, ..., p)? 

3. Demostrar que Cl, es un subgrupo invarianie de $, (se observará que €, es 
núcleo del homomorfismo p=el(p). Deducir que ú, es de orden n!/2 (considera 
el grupo cociente S,/4,). 












88, Grupo de transformaciones operando en un conjunto 


a) Se llama grupo de transformaciones de E, o grupo de permutacioné 
de E todo subgrupo G del grupo simétrico $g. Se dice que G opera en E 
ATENCIÓN: No se debe confundir el grupo de las permutaciones de E ($y). 
y un grupo de permutaciones de E (G subgrupo de $). E 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. El grupo de las traslaciones, el grupo de los desplazamientos, el grupo de la 
isometrías del plano (o del espacio) son grupos de transformaciones del plano (o del; 
espacio). 

2. El conjunto de las rotaciones planas (o el conjunto de las semejanzas plana 
de centro O fijo es un grupo de transformaciones del plano. 

3. Siendo G un grupo de transformaciones de E, el conjunto H de las aplicacion 
de G dejando invariante un elemento a (o una parte A) de E es un subgrupo de G 

4. El grupo G” de los automorfismos interiores de un grupo G (yer $ 77, ej. 
es un grupo de transformaciones de G. 


b) Sea G” un grupo cualquiera y y un isomorfismo de G” sobre un grupo 
de transformaciones de un conjunto E, se dice que el grupo G es una real 
zación del grupo G como grupo de transformaciones de E 


Consideremos un grupo cualquiera G y el conjunto de las traslaciones po 
la izquierda I'; consideremos la aplicación pg de G sobre I' definida: por 


a>y(a) = y 
q es suprayectiva, es inyectiva, pues, 
Ya = Ya > (VE G) ac=dxeqg=d, 
pues en un grupo todo elemento es regular. 
Por otra parte, 
VreG) (vor) = yal yO] = y bx) = albx) = (abjx = y ao, 
luego para todo par (a, b) 
Yap = Ya O Yb- 


Luego q es un isomorfismo del grupo G y de T provisto de la composioló A 
de aplicaciones; T es, pues, un grupo, podemos entonces decir: 
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Todo grupo G puede ser realizado como grupo de transformaciones de 
d mismo. 


ONSERVACION 


Para esta demostración se hubiera podido utilizar el grupo A de las traslaciones 
por la derecha, pero en este casó Á es isomorfo 'a G,, conjunto G provisto de la ley 
lu, b) =ba (ley opuesta a la ley de G, ver $ 44); se demostrará a título de ejercicio 
que G, es un grupo isomorío a G (se le llama grupo opuesto a G). 


NY, Transitividad e intransitividad 


cd) Un grupo G de transformaciones de E es transitivo si, cualesquiera 
que sean los dos elementos a y b de E, existe una permutación f de G tal que 
bh <= f[(a); en el caso contrario el grupo se llama intransitivo. 

Cuando G es transitivo se dice que opera transitivamente en E, el conjunto 
Il, provisto de G se lama entonces espacio homogéneo. 


LJEMPLOS 


I. El grupo de traslación del plano (o del espacio) es transitivo; luego el plano 
(uv el espacio) provisto del grupo de las traslaciones es un espacio homogéneo. 
2. El grupo de las rotaciones del plano de centro fijo O es intransitivo. 


b) Dado un grupo de transformaciones operando en E, consideremos la 
¡vación siguiente definida en E 


(a, HeGfes6) b= (a) 


es una relación de equivalencia: 
—I es reflexiva 
(Vas E) GueG) ula) = 4. 
—I es simétrica 


[6feO b=f0]1=[Gf "e a=f-(b)]. 
—1l es transitiva 


jfeG  b=fa) 
>[GgofeG) c=(g0f (a). 
3jgeG_ c=g(b) 


La relación l es, pues, una relación de equivalencia definida sobre E, sus 
clases se llaman las clases de intransitividad del grupo G; la clase d de a no 
es otra cosa que la parte de E descrita por f(a); cuando f describe G, se dice 
entonces que esta clase es la órbita de a para el grupo G. 

Se ve que G es transitivo si y sólo si todos los elementos de E son equi- 
tnlentes módulo 1, es decir, si la relación 1 es la equivalencia absoluta. 
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EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Encontrar las clases de intransitividad para los conjuntos E provistos de hos 
grupos de transformaciones Ó siguientes: 


a) E plano (o espacio) G: Translaciones paralelas a una dirección de recta. 
by E plano G: Rotaciones de centro O, 
E plano G; Rotaciones de centro O, de ángulo k27/n (1 >0, k en. 
tero cualquiera). 
c) E espacio G: Rotaciones de eje fijo A. 
E espacio G: Rotaciones de eje pasando por O fijo. 


2. Sea G un grupo y G” el grupo de los automorfismos interiores de G (3 77, a) 
y ej. 4); la relación x y x” son conjugadas en G (8 77, ej. 7) no es otra que la equi. 
valencia «existe f de G” tal que x' = f(x)» 
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Ejercicios 


tb, 


vl 


ff? 


Para cada uno de los subconjuntos siguientes X del plano o del espacio: 


a) triángulo equilátero b) cuadrado 

<) rectángulo no cuadrado d) tetraedro regular 

e) tres semirrectas Ox, Oy, Oz ortogonales dos a dos 

Í) tres ejes x“Ox, y'Oy, "Oz ortogonales dos a dos 

g) tres rectas, pasando por O ortogonales dos a dos 

determinar el conjunto I de las isometrías y el conjunto D de los desplazamientos 
(3 70, ej. 6) para los que X es invariante. 

in cada caso demostrar que para la composición de aplicaciones 1 es un grupo y D 
uno de los subgrupos. 


Determinar en cada caso los subgrupos de 1 y los subgrupos de D. (Se podrá escribir 
ab en lugar de aob para simplificar la escritura). 


Se considera el conjunto de las biyecciones siguientes, operando en la recta proyec- 
tiva real R (obtenida adjuntando a R un punto al infinito vo = 1/0) o en el plano 


unalítico € (obtenido añadiendo a C un punto al infinito oo = 1/0, ver capítulo 6, 
$ 124) 


x>x, x>otfx, x>—X, x—>—1/fx. 


Demostrar que para la composición de «aplicaciones este conjunto es un grupo iso- 
morfo al grupo de las isometrías de un rectángulo (ej. 60). 


Se considera las biyecciónes sigtiientes operando en la recta proyectiva o el plano 
analítico (ej. 61) 


xXx, xotfx, x—ol—x, xo 1i/01—x), 
x > (x — 1)/x, x > x/(x— 1). 


Demostrar que este conjunto es un grupo para la composición de las aplicaciones. 
Comparar este grupo al grupo de las isometrías del triángulo (ej. 60) y al grupo 5, 
de las permutaciones de un conjunto de ires elementos. Determinar todos sus sub- 
Prupos. 


Buscar todos los grupos de f elementos para 1n=3 0 6 (utilizar el mismo método 
que en el ejercicio del $ 71). Ver igualmente el ejercicio 81. 


Demostrar que.un grupo en el que para iodo x, x“=e, es conmulativo. 


Demostrar que los axiomas de un grupo son equivalentes a los axiomas siguientes: 
(1) la ley es asociativa; G7) existe un elemento neutro por la izquierda (resp. por 
la derecha): G%) todo elemento fienc un inverso por la izquierda (resp. por la 
derecha) (V. ej. 52, capítulo 3). 


Demostrar que todo conjunto E provisto de una ley asociativa tal que para todo 
a de E las traslaciones por la izquierda y por la derecha y, y 5, sean supraycctivas 
es un grupo (V. ei. 47, capítulo 3). 
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A y B son dos subgrupos de un grupo G, se considera el subgrupo S engendradg 
por AUB. 


a) Demostrar que todo elemento de S se obtiene como producto de una un 
finita de elementos pertenecientes alternativamente a A y B. q 
b) Demostrar que S = AB si y sólo si AB =BA, ¿Qué sucede si A o B es un bs 
subgrupo invariante? S 
e) Deducir de lo anterior que el conjunto de los subgrupos de G ordenado po E 
inclusión es un retículo (capítulo 1, ej. 24). La misma pregunta para el conjunto 


de los subgrupos invariantes de G (precisar entonces el sup y el inf para cada 
pareja de subgrupos invariantes). 


Sea G un grupo no conmutativo de centro € y G”, el conjunto de los automorfim; 
mos inferiores f, de G (f(x) = axa-!). 


a) Demostrar que G” es un grupo para la composición de las aplicaciones. 
b) Demostrar que af, define un homomorfismo de G sobre G”. 
e) Demostrar que G” es isomorfo a G/C (ver $ 77, ej. 4, y 3 76, ej. 2). 


Sea A una parte no vacía de un grupo G, se llama normalizador de A en G el cons. 
junto N(A) descrito por los x de G tales que xA = Ax, y centralizador de A en Q 
el conjunto C(A) descrito por los x de G tales que para todo a de Á, xa = ax 


Demostrar que N(A) es un subgrupo de G y C(A) es subgrupo invariante de NA 
¿Cuál es el centralizador de G? 


Sea f un homomorfismo de un grupo G sobre un grupo G” y H” un subgrupo inv 
riante de G. 
Demostrar que H =f-1(H”) es un subgrupo inyariante de G y que q (resp. 
al ser el homomorfismo canónico de G (resp. G”) sobre G/H (resp. G'/H”), exlet 
un isormorfismo ¡ de G/H sobre G'/H” tal que 0'of=1t0g. 

b) Se supone que K es un subgrupo invariante de G tal que f(K) < H”, siendo 
el homomosfismo canónico de G sobre G/K y Y” de G” sobre G”/H”, demostrar qu 
existe un homomorfismo de kh de G/K sobre G'/H” tal que p'of=hod. 


Se considera un grupo G de orden 2%. 
a) Demostrar que todo subgrupo H de G de orden n es invariante. 
b) Si existe en G dos subgrupos de orden r, H, y H, tales que H, N H, = (4) 


n es igual a 2 y G tiene una estructura determinada, dar su tabla, ¿Cuántos subgrupo 
de orden 2 posee G? 


a) Sea G, y G, dos grupos, de elementos neutros respectivos e, y €, y 6/=G,x le, 
se sabe (8 80, 6) que Gf es un subgrúpo invariante del grupo G, x 6; demostra: 
que G, Xx G, es isomorfo dl grupo producto GS; Xx [(G, xG 216]. 


b) Dado un grupo G y H un subgrupo invariante de G demostrar que para qu 
G sea isomorfo a H x (G/H), hace falta que G/H sea isomorfo a un grupo inv 
riante de G: ¿sucede así para el grupo aditivo Z y uno de sus subgrupos propios? 
e) Con las mismas notaciones que en b) demostrar que G es isomorfo a H x(0/HB 
si y sólo si existe un homomorfismo de G sobre H cuya restricción a H sea, l 

identidad. 
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73, 


74. 


75. 


76, 


Te, 


78, 


Se considera el grupo K=(e, a, b, c) definido por 2=bxu=e=e, be=a, 
ca=b, ab =c (grupo de Klein). 

a) Designando, respectivamente, por Sx, Sy, Sz las simetrías con relación a los 
tres ejes de un triedro trirrectángulo, demostrar que el grupo engendrado por esas 
simetrías es isomorfo a K. 

b) Demostrar que K es isomorfo al grupo aditivo (Z/2Z) x (Z/2Z). 

c) Encontrar todos los endomorfismos y automorfismos de K. Demostrar que el grupo 
de los automorfismos de K es isomorfo a 3,. 


Consideremos el grupo aditivo G = Z/nZ, 

a) Demostrar que un endomorfismo f de G está determinado por el valor f(1). ¿Cuán- 
tos endomorfismos de G existen? 

b) Determinar todos los automorfismos de G. Demostrar que hay q(n), donde p(n) es 
el número de los enteros p primos con n tales que l<p<n, 


Tenemos dos grupos G, y G, de elementos neutros respectivos e, y e,, se considera un 
endomorfismo q, de G, y un endomorfismo de q, de G,. 

a) Demostrar que la aplicación f del grupo G, Xx G, en sí mismo definida por 
10%, xp = [0(x), e(x)] es un endomorfismo de G, X G,. 

b) Sea g un endomorfismo del grupo G, Xx G,; ¿en qué condición g es un endo- 
morfismo del tipo estudiado en Ja pregunta a)? (se introducirá G= G,XÍe,) 
y G= (e) Xx G, y se estudiará la estabilidad eventual. de S; y GS por 8). Estudiar 
el caso en que G, = G, = Z/2Z (ver ej. 73). 


Sea G el grupo engendrado por a y b tales que 41 = e, b2= e, ab = ba?; demostrar que 
db = bal y db = ba; deducir de ello que G está descrito por los ocho elementos e, a, 
el, a3, ab, ba, ab, b. Formar su tabla. Determinar los subgrupos de G, 


Sea G el grupo de las isometrías de un polígono regular de n vértices de centro O (V, 
ej. 60). Se designa por la rotación de centro O y de ángulo 27 /H y por s la simetría 
con relación al radio que une el centro con un vértice determinado A,. (Se escribirá 
fe en lugar de fog, ver $ 82, ej. 2). 

a) Demostrar que (e identidad) r? =$ = €, rsr=s, 


b) Construir las tablas en el caso 4 = 2 (el polígono regular es un segmento ! se 
encuentra de nuevo el grupo de Klein, ej. 73); n= 3 (ver ej. 62); n= 4 (ver ej. 76). 
ce) En el caso general se demostrará que para todo entero racional z, rs = sr-*, 
después que todo elemento del grupo puede escribirse en la forma r*.rP (x e y 
enteros naturales tales que 0<x<n—1,0<y<1). De lo anterior deducir que 
r y sengendran G y que G es de orden 2r; se le llama grupo diedral y se le designa 
por D,,. 


d) Demostrar que D,, es isomorfo al grupo que describe el conjunto 
(ZE) Xx (Z/2D) 
provisto de una ley de composición interna que se determinará. 


Se considera el grupo G engendrado por a y b verificando al=bt=e, 2 =P, 
aba=b (a b) (lamado grupo cuaterniónico). 

a) Demostrar que este grupo G es de orden 8, formar su tabla. Demostrar que no 
es isomorfo a D, (ej. 77). 
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b) Demostrar que todo subgrupo de G es distinguido y que la intersección de dos 
subgrupos distinguidos de G es distinto de (e). 


p es un número primo, se designa por M el conjunto Z/pZ—(0) provisto de la 
multiplicación de los enteros módulos p y por Á al grupo aditivo Z/(p— 1)Z, 


a) Demostrar que M es un grupo abeliano. 


b) Se supone p =11; demostrar que 2 engendra M, luego que M es un grupo cíclico 
de 10 elententos. 
Determinar todos los enteros módulos 11 que engendran M. 


€) Demostrar, siempre para p = 11, que A y M son isomorfos. (El resultado es go 
neral, ver capítulo 11, ej. 351, e).) 


Sea G un grupo conmutativo. 


a) Si a es de orden p y b de orden q, p y q primos entre sí, demostrar que c = ab 
es de orden pq (siendo A el subgrupo engendrado por a y B el subgrupo engendrado 
por b, se mostrará que ANB = (e)). 


b) Si a, es de orden p; (1<1i<m), los m enteros naturales, siendo p, primor 
entre sí dos a dos, demostrar que 2,, %,, ..., 4,,, es de orden Py. Pa...» Pig 


m> 
Buscar nuevamente los grupos G- de orden n (2< nm < 7) utilizando el hecho_ de que 
observar también que para í primo, G es cfelico (8 83, ej, 6). 


Sea G un grupo conmutativo finito de orden p”, p es un número primo, 


a) Demostrar que todo elemento es de orden pr (0<m <mn) y que hay elementos 3 
de orden p (utilizar el teorema final del $ 74, b; seguidamente siendo a de orden 4 


pur, mo 1, considerar el elemento ar/P). - 


b) Demostrar que todo subgrupo es de orden pr (0<m<mn) y que para todo Mm 3 
existe al menos un subgrupo de orden p” (El resultado “es trivial para n = 1, razonar: 


por recurrencia considerando el subgrupo A engendrado por un elemento a de order 
Pp y el grupo cociente G/A que es de orden pr-1 si G es de orden p* (8 76, ej. 5); 


sea, hipótesis de recurrencia, H” un subgrupo de orden m--—-1 (0<m—1l=< n— 1: E 
de G/A, considerar la imagen recíproca H de H'” en el homomorfismo canónico $ 


G>6/A) 
Sea G un grupo contmutativo finito de un número finito de elementos. Sea 
m=Ppil .. PE 
la descomposición de m en factores primos. Se pone en todo lo que sigue 
=P m=m/q ' Gi=L..,k 


y se designa por G, el conjunto de los elementos x de G tales que x% =e, donde 
e designa el elemento neutro de G. ; 


a) Demostrar que G, es un subgrupo de G. 
b) Demostrar que existen enteros ty, ..., 4, tales que UM +... + 4, = 1. 


e) Para todo x de G se pone x, = xt (¡=1, ..., k), en donde u, nos los da la A 


pregunta b). Demostrar que x, pertenece a G; y que X= Xi, ..., Xp 


el orden de un elemento y el orden de:un subgrupo son divisores de f (8$ 74 y 84 


E 
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$4 


Rs, 


Ab, 


d) Se considera la aplicación del grupo producto G, X... x G, en G definida por 
Xp co XA Xp) 0) Xp 3 demostrar que esta aplicación es un isomorfismo de grupos. 


e) Demostrar que G, es de orden q; (para i¡=1,..., K. 


£ Desarrollar los resultados precedentes en el caso en que G es el grupo aditivo 
Z/mZ de los enteros módulo », 


(Examen MGP, París 1960). 


(para b) ver $ 100, teorema 5”; para c) utilizar el hecho que para todo x de G, 
x8u =e; para d) se demostrará primero que la aplicación es un homomorfismo su- 
prayectivo, se demostrará seguidamente que es inyectivo buscando su núcleo; para €) 
se demostrará que el orden de x, es una potencia de p,. se considerará' seguidamente 
el grupo G¿/X¿, X; engendrado por un elemento x,de G, —V. ej. 80 b)-- y se Ad 
trará por recurrencia que el orden de G, es una potencia de po. E Ca 





Se considera el diagrama conmutativo siguiente ($ 15) 


E>E 


el Jo 
ESE 
P 


en donde f y e son dos biyecciones de E; demostrar que f+»f' es un automorfismo 
interior de $. Se dice que la biyección f' es transmutada de f por q: f y f/ son 
conjugadas en el grupo $, (3 89, ej. 2). 


a) En el grupo de desplazamientos del plano, ¿cuál es la transformada def por un 
desplazamiento q en los casos siguientes: 1. f es una traslación; 2. f es una rotación? 


b) En el grupo de las isometrías del plano, ¿cuál es la transformada de una simetría 
axial de eje D por una rotación cuyo centro está sobre D? 


c) En el grupo, que opera en el plano. analítico C (ej. 61), engendrado por las 
inversiones, demostrar que la transformación de una inversión por una inversión es 
también una inversión. 


1234567 
52 


389 j 
3789 4 o) en producto de ciclos. 


Descomponer la permutación p o 


¿Cuál es el orden de p en 5? elena pr000, 


Para n>3 se designa por er el subgrupo de 5, engendrado por los 1-—2 ciclos 
(d23,d24,..,(12.. 

a) Demostrar que df es un subgrupo de S,. 

b) Demostrar que (1 2) ( ) e (7 (1 2) ( y ] distintos) pertenecen a ar. 
e) Demostrar que €” = dl, (observar que toda permutación de a, puede escribirse 


PS as ea 


con ty =(t, 2) y utilizar b). 
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Se dice que un grupo G es simple si no posee otro subgrupo invariante que (ej y Q, 
Se propone demostrar que para 1 >4 el grupo alternado Cl, es simple, Sea H un 
subgrupo invariante de Él, distinto de Ye). 


a) Demostrar que todos los ciclos de orden 3 son conjugados en $, (3 89, ej. 2) A 
Deducir de lo anterior que si H contiene un ciclo de orden 3, H =4,,. 


b) Demostrar que si H contiene un ciclo de orden estrictamente superior a 3 con- 
tiene también un ciclo de orden 3; sea 


P=(8,, Az dy, Ay 0 JE H, q = (8) a ayES,, 


put y q-lpg pertenecen a H, luego también p-lg-lpq; pero esta última permutación : 
es un ciclo de orden 3, 


<) Demostrar, en fín, que es imposible que H sólo contenga productos (en número 4 
par) de transposiciones, E 
d) Deducir de a), b), e) que H = 4, 


Tenemos un grupo abeltano (G representado aditivamente, se dice que una relación 
de orden es compatible con Ja adición en G si para todo x de G 


as<b=>a+x<bxx, 


se dice entonces que G es un grupo ordenado. 


a) Demostrar que toda relación de orden compatible con la adición en G es de la A 
forma b—aeP, P es el conjunto de los elementos superiores al elemento neutro o. L 


Demostrar que 


a) P4 PCR, PNni—P) = (07 


b) Reciprocamente, demostrar que si P es una parte de G verificando las dos rela» Y 
ciones (1), la relación b--aeP es una relación de orden compatible con la adición; 
en G. 


Demostrar que el orden es total si y sólo si G = PU(—P). 


e) En el grupo aditivo R?, demostrar que se puede tomar como parte P los puntos] 
de un ángulo saliente cuyo vértice es O (comprendidos sus lados), ¿A qué parte P¿ 
de R? corresponden los órdenes definidos sobre R? en el $ 24? 3 


d) Tomemos de nuevo todo este ejercicio con notación multiplicativa (G siempr 
abeliano). Demostrar que en el grupo a” se puede tomar para P verificando 1e€ 


PPP y PN(P-D =(1) el conjunto N*, explicar la relación bale N*; ¿el orde 
obtenido es total? 


Se dice que un grupo abeliano ordenado (representado aditivamente) es arquimediano: 
si, cualesquiera que sean a4>0 y b>0, existe n de N tales que na >b, Z es uno 
de tales grupos ($ 60). E 
Demostrar que el grupo aditivo R? totalmente ordenado por (a, e) <(b, b') si yA 
solamente si a< bo (a=b y 4 <= b”), no es arquimediano (si a” >0 y b>0 paral 
todo a: n(0, 4)<(b, by). E 








) 
ANILLOS Y CUERPOS 


. Anillos. Primeras propiedades. 
ll. Ideales. Homomorfismos de anillos. 
IN. Divisibilidad en un anillo. Estudio particular de Z. 
IV. Cuerpos. Cuerpo Q de los racionales, 
V. Anillos y cuerpos ordenados. Nociones sobre el cuerpo R. 


I, Anillos. Primeras propiedades 


90. Estructura de anillo. Ejemplos 


DerinicióN. — Un conjunto Á provisto de una adición y de una multiplicación posee 
ma estructura de anillo para estas operaciones sí: 
om Á posee una estruciura de grupo conmutativo para la adición. 
-— La multiplicación es asociativa. 
ein multiplicación es distributiva por la izquierda y por la derecha con respecto 
u la suma. 


Se dice también que A es un anillo para la adición y la multiplicación con- 
nideradas, o simplemente que A es un anillo si no da lugar a confusión. 

Los axiomas de la estructura de anillo son, pues, distinguiendo los axiomas 
telativos a cada operación, y los axiomas de “compatibilidad” entre las dos 
nperaciones (ver $ 68), 


Aj (Va, b,ceA) (a+ hH+ce=a+(b+0 

A, GEEAMVascA) a+e=eta=a 

A, (Vas AJOdEA) a+aád=ad+a=€ ad =-—a 
Aj (va beA) a+b=b+a 


As (Va b, ce A) (abje = a(bc) 


As (Va, b, ce A) alb + ce) = ab + ac 
A, (Va b, ce A) (b + oa = ba + cd. 
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b) Si la multipiicación es conmutativa, se dice que el anillo es abelian 
o conmutativo. 

En un anillo no necesariamente conmutativo se dice que dos elemento 
particulares a, b son permutables si ab = ba. 

Se llama elemento central del anillo A, un elemento que sfmata con tad 
elemento del anillo; el conjunto de los elementos centrales es el centro delf 
anillo. 
Si la multiplicación tiene un elemento neutro e se dice que el anillo e 

" unitario, as: 
€ (elemento neutro de la adición) se llama el elemento cero o tambié 
el cero del anillo, e (elemento neutro de la multiplicación, si existe) se llam 
elemento unidad, o la unidad del anillo. 

“Sino es “fácil que surja alguna confusión, se les puede representar, respeq 
tivamente, por O y 1; pero en ciertos casos la notación 1 en lugar de e puedi 
ser incorrecta (ver 8 97). 

Siendo A un anillo unitario, si dado a de A existe 4” de A tal qu 
ad” =aa=e, se dice que a es inversible en A, o que a es un element 
inversible“9 del anillo. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Z y Z/nZ son anillos conmutativos unitarios, ¿Cuáles son los elementos inver 


LAA 
bles de Z? Demostrar que en el segundo anillo n— 1 es inversible. 
2. El conjunto de los polinomios en x (por ejemplo, de coeficientes reales), provist 
de la adición y de la multiplicación de los polinomios, es un anillo conmutativo unitari 
3. Demostrar que un anillo contiene al menos un elemento £ y que existe un sol 
anillo con único elemento. Se le llama el anillo cero (se tiene 2 +£e=e€, e2=g) o anill 
nulo. 
4. El conjunto S$(R, R) de las aplicaciones de R en R provisto de las leyes 
Ho>s=f+g8  —(VxeR) sí) =Í0) +2) 
E D0>p.p=fe (vxeR) po) = fGoOg(x) 


es un anillo conmutativo unitario; determinar el elemento cero y el elemento unida 
de este anillo. (No confundir p = fg y c=fo0g.) 

5: De una manera más general, demostrar que el conjunto S(E, A) de las aplicació 
nes de un conjunto cualquiera E en un anillo A, provisto de las dos operaciones f + 
y fg definidas como hemos hecho anteriormente (ej. -4), es un anillo. (Generalizació 
de las consideraciones del $ 54,) En particular F(A, A) tiene una estructura de anillé 


91. Reglas de cálculo sobre un anillo. Anillo de integridad. Anillo unitar 


a) La «multiplicación es distributiva en relación a -la resta; en efectó 

cualesquiera que sean a, b, e E 
Ac—b) + ab = a[(c-—b) + b] =ac : 

(c—bja + ba = [lc —b) + bla = ca SE 


(16). Algunos autores llaman «unidades» a estos elementos inversibles, nosotros no lo haremoó 
para evitar confusiones con «el elemento unidad». 
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dle donde 
(D) a(c— b) = ac — ab 
(15 (c— bja = ca — ba. 


En (1) y AUN b=c da para todo a 
(2) de = Ed =g, 


Por otro lado, como en todo grupo representado aditivamente (ver $ 66 
y tabla del $ 70) se puede definir na para todo n de Z y todo a de A, en 
particular '0a = e, que comparada con la fórmula (2) se ve que en general 
Ho hay ningún inconveniente en utilizar el símbolo 0 a la vez para el cero 
de Z y para el cero de A, lo que haremos en «adelante. Pondremos 
A*t=A—10) 
En (1) y (1) c=0 da cualesquiera que sean a y b 


a=b)=-—(ab) * (—bja = — (ba) 
de donde 
| (9 (—D) =—a— b) =— [— (ab)] =ab 
y para n estrictamente positivo 
ñ par fear = q" 
n impar Eay=-—aer, 


b) La reciproca de propiedad traducida por (Q) 40 =04a=0, es decir, 
E C"'ub=0 implica a==0 0 b=0”, es verdadera o falsa según el anillo consi- 
- derado: es verdadera en Z (8 62), es falsa en Z/6Z (8 18, ej. 3, y $ 53, ej. 1), 


pues 2.3=3.4=0, De lo anterior se deducen las siguientes definiciones: 


DEFINICIÓN, — Cuando en un anillo existen elementos a, b tales que 


ax0 bx ab=0 


sw dice que a y b son verdaderos divisores de cero o simplemente diyisores de. CTO, 
Se llama anillo de integridad o anillo íntegro un anillo conmutativo, no reducido 
u cero y desprovisto de divisores de cero. , 


c) Se llama elemento nilpotente todo elemento a tal que existe un entero 
nitural no nulo verificando 


a=0 


Ne ve que todo a nilpotente no nulo es un divisor de cero. 


d) Como lo hemos visto anteriormente, para todo n de Z y todo a de A 
*e puede definir na, pero en general 1 no pertenece a 'A, Sin embargo, si el 
anillo A es unitario, se puede escribir este elemento na bajo la forma de un 
producto de dos elementos de A. Sea e el elemento unidad, las reglas de 
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cálculo en un anillo y la convención 0 == muestran que 
2n>0 n=a+a+..+a=ea+ea +... +ea= (neja 
n=0 0a =0 = (0eja 
21<0 n= iTI=Enll 0] =(a [ea] = [e le=(neja : 


se mostraría igualmente na = a(ne), luego para todo n de Z y todo a de A 
na = (neja = a(ne) 


na es, pues, el producto de dos elementos ne y a del anillo (que son pers 
mutables). 

e) Consideremos tas dos sumas Á = Y a, B = >», con I=[l, p],' 

¡el ¡EJ 

J=[1, q] y su producto AB, Las reglas de cálculos anteriores nos permiten 
escribir 

AB = (a, + Ls + 4; + ... + 4) (b, + ná + b, + ds + b¿) 

= (ab, bus ab; +..+ ayb.) +... + (ab; A ab; +... + aba) 


Ho Fl(ab+.. +20b+... + 7) 22 ab; ) 
¡ell je) 


= (aby +... + abs doo. + apby) +... + (ab; + o. + aby +... c+ ab) 
Ho o (ab, +.. + ab, +... + apb,) = 2/2, 
jeJNicl 
=ab +... + ab; + da + ab, = De ab, 
(, jelxJ 
luego 


oq) 3) ar 


1 ab; 
¡el jej iell jej jeJX isl (,6lxJ 


se puede, pues, escribir suprimiendo los paréntesis 


203 at Y Yon 


¡el jeJ jej ¡el 
el resultado está puesto bajo la forma de un “sigma doble”, Observemos que z 


si I=]J los índices de las a y las b describen 1 independientemente uno del : 
otro y deben, pues, representarse por letras distintas. Así la notación 


(20 )(2”) 
¡el ¿el 
es correcta, pero insegura, pues 0. 
AB= y ab; Á > ab, = > ab; 
G, HelIxI ¡el (E, DEA 
en donde A representa la diagonal de 1 x E 
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Todo esto puede extenderse al producto de n sumas finitas 


A=Da, so A > a E a, =>) a, 


4Eln ih€ la tn € ln 


k, que es un índice y no un exponente, indica el número de la suma que 


pertenece af, 1, describe el conjunto finito L,. Tendremos 
e pa 1 k 
P=A/.. Ay... a, = y EN 2 E > e 0 GE ar 
11€ lí kE la ¿n€ In 
== 1 k 
= Bio Ao E 
ib cad MEN. TEA. XL 
hemos descrito un “sigma n-étuple”. Naturalmente si Il, =...=I1,=I, la 


oborervación anterior es aún válida, 


PIEMPLOS Y EJERCICIOS 


[. Demostrar que los divisores de cero de un anillo A no son regulares para la 
nudtiplicación. Los elementos inversibles de un anillo no son jamás divisores de cero. 

*. ¿En qué condición el anillo Z/nZ es integro? 

+. Demostrar que el anillo definido en el ejercicio 4, párrafo precedente, no es 
Iniepro. 

/, Demostrar que si A, diferente del anillo cero ($ 90, ej, 3) es unitario, el elemento 
suidad e es diferente de cero. 


Y2. Anillo conmutativo. Fórmula del binomio 


Las reglas de cálculo clásicas en Z, Q o R no son siempre válidas en un 
anillo cualquiera; por ejemplo, si, en un anillo no conmutatiyo, a y b no son 
¡ermutables, se tiene 


(a+ bDY=(a+b) (a+ b)=04+ab + ba+ bn a+ 2ab + P? 
(a + D)(a—b)= 2—ab + ba—-b? qx a— br, 


«) Si el anillo es conmutativo las fórmulas clásicas relativas a (a + bY 
la EPR, ..., (a+ b(a—b) son aún válidas. De una manera más general 
culcularemos (a + by en un anillo conmutativo para n entero positivo 


(a + br =(a + bla +b)...(a + b) (1 factores) 
= Ya 4 yla + o e yan 4 yb" 


rl. YA... Y” que son enteros naturales no nulos y verifican visible- 
mente 
Y =wyw= (hay un solo término a” y un solo término b") 
Ya? ((a + b)" = (b + a)”). 
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Por otra parte, la relación (para n => 1) 
(a + by = (a + by a + b) 


permite que escribamos para l<m<Hn 


m — 


Yn — A E Ya 1* 








Luego si formamos el cuadro de los coeficientes y'" las leyes de formación" 
son las mismas que las del cuadro de los C** (ver $ 41, 5), luego 


nl _ar—1)...(n—m+ 1) 
min —m)! m! 








(a + by = De" + Clarib +... + Crap +... + Cnpn 
= > Crgrompm 
m=0 


esta fórmula se llama “fórmula del binomio”, de donde el nombre de coef 
cientes binomiales dados a los enteros naturales Cr”, 


/ 





OBSERVACION 


Naturalmente, la fórmula del binomio es aún yálida en un anillo no conmutativai 
si a y b son permutables y más generalmente en un conjunto E provisto de una adicld; 
(asociativa y conmutativa) y de una multiplicación asociativa, para la cual a y b sg 
permutables, y distributiva con relación a la suma. 


b) Se puede generalizar la fórmula del binomio. En todo anillo conmu 
tativo se demuestra que (ver ej. 1) 


nl 
a Ea n= Il 1 en 
(8, + 4 +... + Om) > ak pe)”. .. (8)? 
la suma del segundo miembro se extiende a do las sucesiones Pp Po...) Pp 


de enteros naturales tales que 5 Pp =n. 
i=1 
En particular, 
(+ AH a) s (ay +2 5 


i<sism isi<ism 
(4 +++... + Ga) = > (a) +3) (aya, + 6) aaa, 
i<ism ij 


en el último >, i, j, k son tres elementos de [1, m] dos a dos distintos, 
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kJ RCICIOS 


l. Demostrar la fórmula que da la potencia r-ésima de una suma utilizando el 
áfetcicio 36 (fin del capítulo 2). 
2, Dada una progresión aritmética 


A 4A=4+F 0.448, +FP 0.048, ¡TF 
mé pone 


S, = (492 + (a)? +... + (a,)2. 


Desarrollar para.2=<i<Hn (a, +r)+1 mediante la fórmula del binomio. Sumando 


lim igualdades obtenidas, encontrar una relación entre Sy= 1, S), ..., S,: 
Aplicar los cálculos precedentes al caso a, =r=Í y demostrar que 
nín +1) 
5 =1+42+..+n USO 
nin + DQn+1 
E a 
rn + 19? 
S = dd a 
%=1.000 
$. Calcular > kk + 1) (e + 4). 
k=1 


m=n 
4. Determinar la fórmula (ver ej. 6, $ mo => desarrollando (1 + 1)". Se 
m=0 


designa por P la suma de los coeficientes binomiales en los que m es par y por 1 la 
ina de estos coeficientes en los que m es impar. Demostrar que P =1= 2*-1, 


5. De la relación (a + b)9+2 = (a + bjr(a + b)2 deducir una relación entre los coefi- 
elentes binomiales igualando en los dos miembros los coeficientes de a"br+9" 
den E<p+qg). 

b. Calcular 

(+ (OM. + (CRY 
ClU4 2024 + m0... Cn, 
CO + Ú/YOL +... + (1/m + DO 4 0. + (1/n + 1)O2; 


91, Subanillos 


DEINICIÓN. — Se llama subanillo de un anillo A toda parte no vacía B de A estable 
jura las leyes de A y tal que la estruciura inducida sobre B por estas leyes sea una 
pstructura de anillo. 


Un subanillo B de A es, pues, un subgrupo del grupo aditivo A y una 
¡iirle estable de A para la multiplicación. Recíprocamente una parte B de A 
verificando estas dos condiciones es un subanillo de A. En efecto, la multipli- 


1%. — ALGEBRA 
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ción inducida sobre la parte estable B de A es asociativa y distributiva pe 
la izquierda y por la derecha con relación a la suma. De donde, utilizando 
teorema del 8 72, c: 


"TEOREMA. — Para que una parte no vacía B de un anillo A sea un subanillo de 
es necesario y suficiente que 


(aeB y beBi>(a—beB y abeB). 


Si A es conmutativo o íntegro, lo es también el subanillo B; pero A pued 
ser unitario sin que B lo sea, como lo muestra el resultado siguiente: 


TEOREMA. — Los subanillos del anillo Z son los conjuntos HZ (n entero racio; 
cualquiera). 


En efecto, los subgrupos del grupo Z son los conjuntos 1Z, que son visibl 
mente estables para la multiplicación; constatamos que para n > 2 estos 8u 
anillos no son unitarios, aunque Z lo sea. 

Finalmente, como para los subgrupos (ver $ 73), se demostrará fácilmen' 
que toda intersección de subanillos de A es un subanillo de A: se pod 
pues, definir el menor subanillo conteniendo una parte no vacía X de A; 
es la intersección de todos los subanillos de A conteniendo X, se le llama 
subanillo engendrado por X. 


EJERCICIOS 


1. Determinar los subanillos de Z/6Z, Z/nZ. 

2. Demostrar que el conjunto de las aplicaciones reales de variable real mulas p 
Xq describen un subanillo de $S(R, R) definido en el ejercicio 4 del $ 90. 

3, Demostrar que el centro C de un anillo A es un subanillo de A. 

4. Demostrar que el conjunto de los elementos de un anillo A que permutan gl 
un elemento a de A —o con cada elemento de una parte X de A— es un subanillo de 

5. Demostrar que Z es un subanillo de Q considerado como anillo, 


tl. Ideales. Homomorfismos de anillos 


94, Noción de ideal. Ejemplos 


a) Una relación de equivalencia R será compatible con la estructura di 
un anillo A si y sólo si para todo x de A es 


(0 a=b (mod R)>a+x=b+x (mod R) 
(a) a=b (mod R)> xa =xb (mod.R) 
a) a=b (mod R)> axr=bx (mod R). 


Los resultados del $ 75 demuestran que una relación R que verifique ( 
es de la forma 4——b€B, siendo B un subgrupo del grupo aditivo A. Paf 
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una tal relación las condiciones (2) y (2) se escriben r(a—b)jeB y 
(au —bxeB; ahora bien, si B es un subgrupo cualquiera no existe razón 
alguna para que x(a—b) y (a— b)x pertenezcan a B para todo x de Á, Nos 
vemos así conducidos a distinguir subgrupos particulares del grupo aditivo A, 


DerInIcióN. —Se [lama ideal por la izquierda (resp. por la derecha) de un anillo A, 
todo subgrupo 1, (resp. 17) del grupo aditivo A, estable para la multiplicación por la 
lequierda (resp. por la derecha) por un elemento cualquiera del anillo. 

Todo ideal que es a la vez ideal por la derecha e ideal por la izquierda de A se 
lama ideal bilateral de A. 









Es decir, A ATTITAA Pi 
(va, bel, a— bel; (Va, bel, a-—bel, 
Lo (vael)(vreA) ra e lg ___(Masl(Vxe A)... axel, 


Naturalmente, en un anillo conmutativo A, estas tres nociones: ideal por 
lá izquierda, ideal por la derecha e ideal bilateral coinciden, se dice que les 
un ¿deal del anillo conmutativo A. Observamos que un ideal de A es un sub- 

anillo de A. 


NJEMPLOS 


* 1. Siendo A un anillo cualquiera (0) y A son ideales bilatérales de A; un ideal 
“distinto de (0) y A se llama ideal propio de A. 

r 2. Busquemos los ideales del anillo Z, hay que buscarlos entre los subgrupos del 
- grupo aditivo Z, es decir, los ADS nZ. Pues cualquiera que sean p, a-y- lv) de Z 


EnZ z> x(na) = n(xa) e nf, 


Los ideales de Z son los conjuntos Pz, 
3. Se verificará fácilmente que, siendo a un elemento fijo de A, «Á es un ideal 
por la derecha de A y Aa un ideal por la izquierda de A. 


bj) Como para los subgrupos (8 73) y los subanillos (3 93), toda inter- 
. sección de ideales por la izquierda de un anillo A es un ideal por la izquierda 
de A: se podrá definir el menor ideal por la izquierda conteniendo una parte 
no vacía X de Á: es la intersección de todos los ideales por la izquierda de A 
- conteniendo X; se le llama ei ideal por la izquierda de A engendrado por X. 
Se definiría igualmente el ideal por la derecha engendrado por X y el ideal 
bilateral engendrado por X, 

Busquemos, por ejemplo, el ideal por la izquierda engendrado por un ele- 
mento fijo a de A. Como subgrupo del grupo aditivo de A debe contener na 
para todo entero racional n, como ideal pof la izquierda de A debe contener 
- xa para todo x de A, luego todo elemento de la forma xaw+ma, x y n des. 
cribiendo, respectivamente, A y Z. Ahora bien, estos elementos describen un 
ideal por la izquierda de A, En efecto, 


(xa + na) — («a + na) = (1 — 1% + (n-—-n)a 
y(%a + na) = (yda + (ynja = [yx + ynla, 


x—«', yx + yn son elementos de A y n—m' de Z. 
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Si A posee un elemento unidad na = (neja (8 91, d) y ne es un elemento 
de A, así como x + ne; luego: 


Para todo anillo unitario el ideal por la quiero engendrado por a está. 
descrito por los elementos xa, cuando x describe A, es Aa, (Generalmente 
este resultado no es verdadero en un anillo desprovisto de elemento unidad, : 
ver ej. 4,) 


Si, además, el anillo es conmutativo Aa =«aA el ideal engendrado por q 
se representa (a) se dice que es principal. Por ejemplo, A = (e). 


DEFINICIÓN, —Se Hama anillo. principal, iodo anillo integro unitario y en él todo: 
ideal es principal. : 


Así, Z es un anillo principal. 


De una manera más general, se verificará fácilmente que para un anillo: 
conmutativo unitario el ideal engendrado por 4, %a ..., 4, está descrito por: 
los elementos É 

UE, + Una +... $ Und, 


“de donde 4, Ya, ..., U, describen A, Este ideal se representa (4, da ..., 4 
. 77 “A Pp ”n 
(no confundir esta notación con la de un n-étuple, elemento de A”), 


EJERCICIOS 


1.. Entre los subanillos estudiados en los ejercicios del 1 al 3 del 8 93, determinar 
los que son ideales, Ñ' 
2. Demostrar que el conjunto de ideales por la izquierda, por ejemplo, de un anillo Af 
es un retículo (capítulo 1, ei, 24), inf (1, L)=1, ML, sap (I,, 1) es el ideal por 18 
izquierda engendrado por I, UL, es 1, +1, El mismo resultado para los idcales pof 
la derecha y los ideales bilaterales. 3 
3. Siendo Y una parte no vacía de un anillo A el conjunto de los x de A talefiB 
que xy = 0 para todo y de Y es un ideal por la izquierda de A llamado anuledor por lá 
izquierda de Y. e 
Definir igualmente el anulador por la derecha de Y. Si A no tiene divisores de cer 
y si Y contiene al menos un elemento no nulo, demostrar que existe un solo anuladorf 
4. En A =2Z, demostrar que el ideal 1 engendrado por 4 no es igual al ideal ) . 
descrito por 4x, si x describe Á. Demostrar que las inclusiones siguientes son estrictas ' 
IlACIL JACI. a 


OBSERVACION 


Sea B un subanillo de A, es evidente que todo ideal de A, contenido en B, es uN 
ideal de B, Pero la recíproca es falsa en general: por ejemplo, "2 (1 0) es un ideal 
de Z, y no es un ideal de Q considerado como anillo. y 


95, Relaciones de equivalencia compatibles con una estructura de anilla 
Anillo cociente 


Las consideraciones del párrafo precedente, que han conducido a la defi 
nición de los ideales, muestran que las únicas relaciones de equivalencia dex 
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finidas sobre un anillo A, compatibles con la adición y compatibles por la 
izquierda (resp. por la derecha) con la multiplicación, son de la forma 
a—b€lI, (resp. a—bE€l¿, Ll, (e 1) es un ideal por la izquierda (por la 
derecha) de A. 


Luego, dada una relación de equivalencia R definida sobre A, si queremos 
definir una adición y una multiplicación en A/R por las relaciones 


suela) mo=(:) 


es necesario y suficiente (ver $ 53) que R sea compatible con la adición y la 
multiplicación de A, es decir, que R sea de la forma 


a—bel 


donde l es un ideal bilateral de A, 
Se escribe esta relación 


a=b (mod I) 


ue se lee “a congruente con b módulo el ideal bilateral 1”. 


Las relaciones precedentes proporcionan al conjunto A/R una estructura 
de anillo; en efecto, A/R es un grupo aditivo (ver $ 75); por otra parte, 
lu multiplicación es asociativa 


[0016 = 9 (0 =%2=606)=(M1001 


y distributiva por la izquierda y por la derecha con respecto a la multipli- 
cución; por ejemplo, 


O pl o 0 or 8 
=(009 +00 


de donde: 


TlOREMA Y DEFINICIÓN. — Las únicas relaciones de equivalencia R compatibles con 
ht vstructura de un anillo A son de la forma a—bel, siendo l un ideal bilateral de A. 

El conjunto cociente de A por R tiene una estructura de anillo, se le lama el anillo 
viviente de A por 1 y se le representa A/l 


Así, en Z la relación a = b (módulo n) se escribe también a—benZl, 
vs compatible con la adición y la multiplicación en Z, como lo hemos visto 
de manera elemental en el 3 64; el anillo cociente que hemos utilizado varias 
erves en los ejemplos y en los ejercicios se representa Z/nZ o también algu- 
tn yeces Z/(a). 
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96. Homomorfismos, isomorfismos de anillos 


a) Las consideraciones de los 88 56, 57 y 69 nos permiten enunciar: 


DerinicióN, — Una aplicación f de un anillo A en un anillo A es un homomorfismo A 
de anillos. si y sólo si d 


(Y x, ye DD jf+yN=I0+HKN Ho = I00Hy). 


Un homomorfismo de A en sí mismo se llama un endomotfismo del anillo A, Si f d 
es biyectiva, se dice que f es un isomorfismo de A sobre A”. Un isomorfismo de A 
sobre sí mismo se llama automorfismo del anillo A, 


Por ejemplo, si 1 es un ideal bilateral de A la aplicación de Á sobre A/I E 
definida por 
ñ x>ofíx)=x 


es por definición del anillo A/I un homomorfismo de anillos (suprayectivo), 4 
se le llama homomorfismo canónico de A sobre A/T. 


b) TeorEMA 1.—La composición de dos homomorfismos fresp. isomorfísmos) de N 
anillos es un homomorfismo (resp. isomorfismo) de anillos. 


TEOREMA 2.—Si f es un homomorfismo de un anillo Á en un anillo Af: 
L. 0) =0, f(x) =— Hx). 

2. -J(A) es un subanillo de A/, A 
3, N =$-1(0) es un ideal bilateral de A, se le llama el núcleo del homomorfismo. A 


1. Se ha demostrado en el $ 56, teorema 2, y recordado en el $ 77, teore- 4 
ma 2. . 

2. Sabemos ya que f(A) es un subgrupo del grupo aditivo A” (8 77, $ 
teorema 2). Mostremos que, cualesquiera que sean 1? e y" de f(A), “y” perte- $ 
necen a HA): sea x e y dos elementos de A tales que fíx) ==, (wm =y, 3 
tendremos y = (0 = (4); luego, según el teorema del $ 93 sobre los ¿ 
subanillos, f(A) es un subanillo de A”, E: 

3. Sabemos ya'que f-1(0) es un subgrupo del grupo aditivo A (8 77, teore- .¿M 
ma 2) f(a)=0 implica cualquiera que sea x de A: fíax) = fía) =0, 1 
f(x) = 0, igualmente f(ra) =0; luego f7(0) es un ideal bilateral de A. 


qn 
CoroLarto. — El homomorfismo de anillos f: A—=A' es finvecivo] si y sólo si 
1-10) = £0). A a 


A 


OBSERVACIONES 


1. Es inútil suponer que A” es un anillo, es suficiente suponer que A” es un conjunto 
provisto de una adición y de una multiplicación, el teorema 2 del $ 56 nos permite 
afirmar que f(A) es una parte estable de A”, se demostrará fácilmente que para la “A 
adición y la multiplicación inducidas por las de A”, tiene una estructura de anillo. E 

2. Ciertas propiedades algebraicas de A son válidas también para f(A) (ver $ 56,3 
t. 2), se demostrará que si A us conmutativo f(A) también lo es, que sí Á diene un 4 





4 
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elemento unidad e, el = (e) es elemento unidad de f(A), En fin, que si x es inversible 
en A, también lo es f(x) en FA) y [100] = fí-0). 
Por el contrario, el homomorfismo canónico de Z sobre Z/nZ muestra que Á puede 


wer íntegro sin que f(A) lo sea. 


TEOREMA 3,—Si f es un isomorfismo del anillo A sobre el anillo A”, frl es un 
isomorfismo de A' sobre A, se dice entonces que A y A” son anillos isomorfos. 


c) Siendo f un homomorfismo de un anillo A en un anillo A”, considere- 
mos la descomposición canónica de f (ver $ 19, b) asociada a la relación de 
equivalencia R sobre A 


[(0) = An) > f(1—y) = 05 1— ye f-40) = 


Acabamos de ver (teorema 2) que N es un .ideal bilateral de A; tenemos, 
pues, la descomposición 


s b i 
A 
f=iobo0s 


s us el homomorfismo canónico del anillo A sobre el anillo cociente A/N; 
1, la inyección canónica (x" —>x", es un homomorfismo de anillos; respecto 
u la bigección b se ve fácilmente cómo para un grupo (ver 8 78) que es un 
isomorfismo. En efecto, dadas dos clases x e y, módulo N, de representantes 
respectivos x e y en Á, tenemos por definición 


A0=f)  dN=N, 


de donde 


A 
By =bGD  =fw =f0W  =»b6) 


| FERCICIOS 


l. Siendo a -un elemento inversible fijado de un anillo unitario A, demostrar que 
hi aplicación de A en A definida por x—>daGxa-! es un al omorfismo del anillo A. 

2. Demostrar que Z[wy2] (ver capítulo 3, ej. 59) tiene una estructura de anillo para 
la ulición y la multiplicación. Sea A el conjunto Zx Z provisto de las dos operaciones 


(a, a)+(b,b)Y=la+b, ab) 
(a, a Cb, BO = (ab + 2bb", ab! + aby 


demostrar que la aplicación de Z[y2] en A definida por 
a+ ay (a, al) 


«so tun isomorfismo. Deducir de ello que A es un anillo conmutativo unitario. 
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97, Característica de un anillo 


Sea A un anillo con elemento unidad e, consideremos el subgrupo mo- 
nogéneo A”, del grupo aditivo de A engendrado por e y la aplicación f 
de Z en A” definida por f(n) = ne; las reglas de cálculo en un grupo aditivo 
muestran que, cualesquiera que sean los enteros racionales Mm y A, 


[Gm + 11) = (m + ne = me + ne = [(m) + [() 
f(mn)  =(mme  =wm(ne)  = (me) (ne) = (mf) 


luego f, suprayectiva por definición, es un homomorfismo suprayectivo del 
anillo A sobre A* =f(A) que es un subanillo de A, 

Los resultados obtenidos en el $ 83 sobre los grupos monógenos (en nota- 
ción multiplicativa, pero son válidos con notación aditiva) y el hecho de que 2 
f es un homomorfismo de anillos nos permite enunciar el: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. Sea A un anillo, con un elemento unidad e, sí la aplicación 
f de Len A definida por f(n) = ne es inyectiva, el único entero p tal que pe=0 es 
p=0 y JA) es un anillo isomorfo a £, se dice que A es de característica nula: 
Si la aplicación f no es inyectiva, existe un menor entero p>0, tal que pe=0 
y KA) es un anillo isomorfo a Z/pE, en este caso se dice que A es de caracteristica 
p>0. 


Si A es de característica nula, no hay ningún inconveniente en identificar 4 
n con Z y ne con A, es decir, en representar el elemento unidad de A por el $ 
mismo símbolo que el elemento unidad 1 de Z: lo que permite decir que A 
todo anillo unitario de característica nula contiene TZ. Jl 
Por el contrario, cuando la característica p de Á es no nula esta identifi- $ 
cación puede conducir a resultados absurdos (por ejemplo, el anillo finito Epa q 
contiene Z). : 
Observemos, en fin, que en un anillo A de característica p > 0, ctas 
que sea a de A: pa = (peja = la = 0. 


EJERCICIOS 


l. Séa p un número primo, demostrar que para todo entero q tal que l<q< p— 
C es divisible por p. 
Deducir que en un anillo de características p primo (a + b)? = a? + br, luego que 
la — bj" = ar — br (poner a=a-—b+b) y finalmente que 
(4, + O ay? == (a? +... 3+ (a,Je. 


2. Siendo p un entero natural primo y k un entero hatural cualquiera, demostr 


que kP= k (mod p). (Se calculará dd + ¡A Dr, k términos, en Z/pZ; ver--ot 
demostración de este teorema debida a FERMaT, $ 104, ej. 3). - 
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HI. Divisibilidad en un anillo. Estudio particular de Z 


. En esta sección vamos a considerar de nuevo el estudio de la divisibilidad 
en el anillo Z, ya estudiado en Matemáticas Elementales; lo haremos con la 
noción de ¿deal, lo que nos conducirá a nociones válidas en anillos más gene- 
rales A, que supondremos, a menudo, unitarios y conmutativos, En un tal 
anillo el ideal engendrado por a es aA = Aa, es principal; se le representa 
(1) (8 9, e), Sólo demostraremos los teoremas fundamentales, enunciando los 
secundarios y los corolarios. 

En un último párrafo indicaremos por qué esta teoríX de la divisibilidad 
os relativamente sencilla en Z y daremos algunas indicaciones sobre la com- 
plejidad que puede presentar en anillos más generales. 


98. Divisibilidad e inclusión de jos ideales principales. Aplicaciones 


a) En un anillo conmutativo unitario A tenemos 
blas [GgeA) a=bq] + (a) c (b) 


luego (a) = (b) implica la existencia de q y q” tales que b= «q, a = bg”, es 
decir, a =agg', luego si ax0 y si, además, Á es íntegro, qq =e: q es un 
elemento inversible de A. 

Consideremos de una manera general el conjunto U de los elementos ¿n- 
versibles de un anillo A unitario, U es estable por la multiplicación, pues si 
W y v son inversibles uv también lo es y (uv)! =vluzl (8 48, b), la ley 
inducida sobre U por la multiplicación de A es asociativa; en fin, U contiene 
y conteniendo u contiene 47! de donde: 


TEOREMA 1.— El conjunto U de los elementos inversibles de un anillo unitario A es 
estuble para la multiplicación; es un grupo para la ley inducida sobre U por la multipli- 
wición de A. 


VINMPLOS Y EJERCICIOS 


1, En Z el grupo U es el grupo multiplicativo (1, — 1) (3 65). 


2. En el anillo de los polinomios en x de coeficientes reales, el grupo U es el grupo 
multiplicativo R* ($ 90, ej. 2). : 


3. Determinar el grupo U para los anillos siguientes 


FB, R) (3 90, ej. 4, Z/3L, Z/122, ZiuL (895). 


Las consideraciones del principio del párrafo nos conducen al resultado 
alyuiente: 


Vrorema 2.—En un anillo conmutativo unitario 


(A) 2 (bhy=b]a, 
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En un anillo integro unitario 
(a) = (b) > hb = au 


donde u es un elemento de A; se dice entonces que a y b son elementos asociados 


OBSERVACIONES 


1. Este teorema es particularmente válido para todo anillo principal (8 94, b), lueg 


2. Los elementos asociados a 2 en Z son, pues, -t4. Luego Z es un anillo principa 
se puede siempre hacer corresponder a un ideal 1+(0) de Z un entero único a> 
tal que lI = (a). 

3. En Z si b divido a 0 


0<|b¡=<]|a] + (a) c (b) 


se tendrá cuidado con este «cambio» del sentido de los órdenes: así, 26, pero 2 tien E 
«muchos» más múltiplos que 6, luego (2) >(6) (estrictamente). 


b) Sea a un entero de Z divisible solamente por +1 y ta, observemo 
que al admitir 0 todo entero por divisor (8 63) a es no nulo, luego (a, A 10) 

Sia=31,(04)=Z. 

Siarxzt 1, la desigualdad (a) c Z es estricta; sea 1 un ideal de Z con 
teniendo estrictamente (a), según las observaciones anteriores y el teorema 2, 
existe b único ta! que Il = (b1 y 0<|b¡<la!, b al dividir a, según la propieda 
dea b=1lel=Z. 


Este estudio nos conduce a enunciar la definición general siguiente: 


DeriNIcIÓN 1.—Se dice. .que un ideal 1 de un anillo conmutativo es maximal si' 
es un elemento maximal (para la inclusión) del conjunto de los. ideales de A, distint 
de A. 


Luego si Il es un ideal maximal de A 
IA * (er=I=1l 0 1=A) 


Por otra parte, todo elemento a de un anillo íntegro, unitario, es divisibl 
por e, a y los elementos que le son asociados, lo que nos conduce a distingu 
los elementos que no tienen otros divisores añadiendo una condición supl 
mentaria (veremos por qué), 


Derinición 2.—Un elemento p de un arillo integro unitario Á es extremal si 
distinto de un elemento inversible y si sólo es divisible por los elementos inversibl 
o los elementos que le son asociados. En Z un elemento extremal se lama número prim 


Luego en Z si p es primo hemos demostrado que (p) es maximal; recíproca 
mente sea (p) un ideal maximal, desde luego (p + Z, luego px xl; 
consecuencia, no existe ningún divisor q de p tal que 1<!g|<!p! si” 
(q) + Z contendría estrictamente (p), de donde: á 


TeoreEMA 3.— En Z el ideal (p) es nmaximat sí y sólo si p es primo 
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OBSERVACIONES 


1. El término «elemento extremal» se reemplaza a menudo por el término «elemento 
primo» (como en Z) o por el término «elemento irreducible» (por ejemplo, en los anillos 
de polinomios; ver capítulo 11). 

2. Observemos que la condición p primo es no inversible, es decir, |p| + 1 en Z 
cs esencial para la validez del teorema 3 (también lo será para los anillos principales, 
donde este teorema es también cierto; ver ej. 105), 

3. Puesto que todo elemento a divide a O (Oa = 0), un elemento extremal es siempre 
no nulo, . 


c) Derinición 3.—Dos elementos a y b de un anillo unitario Á son extraños O 
primos entre sí, si sólo tienen como divisores comunes elementos inversibles de A. Se. 
dice también que a (resp. b) es extraño a b (resp. a). 


Observemos que al dividir todo elemento a cero (0a = 0)' dos elementos 
extraños son no nulos. 

En Z dos enteros extraños sólo tienen como divisores comunes 1 y —l. 
Se preferirá el término “extraño” al término “primos entre sí” para no con- 
fundirlos con el término “entero primo”. 


DEFINICIÓN 3/.— Los elementos a, €, ..., €, de una familia finita de elementos de 
tin anillo unitario A son extraños en su conjunto o primos entre sí en su conjunto 
si sólo tienen como divisores comunes elementos inversibles de A. l 


UBSERVACION 


No se debe confundir una familia de elementos extraños en su conjunto y una familia 
de elementos extraños dos a dos: esta segunda familia es un caso particular de la 
primera. E 


99, Máximo común divisor de dos elementos de Z 


«) Sia y b son dos enteros racionales no nulos, consideremos el ideal 
| -= (a, b), engendrado por a y b; está descrito por los elementos de la forma 
uv + by, en donde x e y describen Z; es, pues, el ideal (a) + (5). Como 
en Z todo ideal es principal, existe D>0 tal que 


(a, b) =(D) 
fen efecto, D no puede ser nulo sin que (a, b) sea el ideal cero), Perteneciendo 
Da Il existen 4 y v tales que 
(1D at+b=D 


igualmente al pertenecer a y ba l, existe a! y D' tales que 
(2) _ a=aD b=bD 


Wegún (1) todo divisor común a a y b divide D, según (2) todo divisor de D 
divide a y b; existe, pues, un único máximo común divisor estrictamente posi- 
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tivo de a y de b, o sea, D; se dirá simplemente que D es el m.c.d. de a: 
y de b y se le representará Día, b). ; 


TEOREMA 4. — Dados dos enteros racionales no nulos a y b, existe un único máximo. 
común divisor estrictamente positivo D de a y de b y 


(a) + (b) =.(D). 
Además, existen dos enteros racionales u y v tales que 


(1) au +bv=D 


OBSERVACION 
u y v ho son únicos; en efecto, cualquiera que sea el entero k, (1) implica 
atu + kb) + b(v— ka) = 


La igualdad (1) anterior y la definición 3 del $ 98 permiten enunciar los 3 
teoremas 5 y 6: ¿ 


Teorema 5.—Dados dos enteros racionales a y b, las propiedades siguientes: son y 
equivalentes: ] a 


l. a y b son extraños. 
2. El m.ce.d. dea y bes 1. 
3. Existen enteros racionales u y v tales que (igualdad de Bezout) 


(3) au + bv= 1. 


4, Para todo entero racional z, existen enteros racionales x-e y tales que ax +by=zx, 3 


Naturalmente, las parejas (u, v) y (x, y) no son únicas (ver ej. 1). 
Si p es primo, para todo a de Z, Día, p)= , de donde: 





CoroLarIo.— Todo entero primo no extraño con el entero a divide a.. 


TEOREMA 6.— Si Día, b) es el m.c.d. de dos enteros racionales no nulos tenemos! 


1. Para todo ce no nulo 
D(ac, be) =| c | Día, b). 


2. Para todo divisor común d de a y b 
Díad-L, bd-1) =| 4-1] D(a, b). 


3. Siendo d un divisor común de a y de b, para que |d| sea su m.c,d. es necesario 
y dea que ad! y bd-1 sean extraños. 


y TEOREMA 7.— Las tres proposiciones siguientes son equivalentes: 
l. a y b son extraños. 

2. Para todo x, a divide bx implica a divide x. 

3. Para todo y, b divide ay implica b divide y. 


(1) es simétrico; basta, pues, demostrar que (1) implica (2) (teorema..d 
Gauss). En efecto, D(a, b)= 1 implica sd bx=|x|, a divide ax y bx 
luego a su m.c.d. que es |x|. 
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Demostremos que (2) implica (3): supongamos que b divide ay, dy = bg, 
hogún (Q) a que divide bq divide q, luego q = ag”, dy = bag”, luego y = bg”. Se 
demostrará igualmente que (3) implica (2). 

Demostremos en fin. que (2), por ejemplo, implica (1); sea d un divisor 
común de a y b 

(a=ad y b=b d)=>ab' = ba! 


según (2) a dividiendo ba” divide a”, pero a* divide a, luego a” =+a y d=2>=l, 
lo que nos dice que a y b'son extraños. 


COROLARIOS: 


1. Sia es extraño con b y con c, lo es también con bc y con br (n> 0), 

2, Dadas dos familias finitas (a) y (bj) de enteros racionales, si cada a, es extraño 
von cada bj el producto de los a, es extraño con el producto de los by 

3. Sia es divisible por cada elemento de una familia finita (b,) de enteros racionales 
uxtraños dos a dos, es divisible por el producto: de los b;. 

4, Díat, br) = [D(a, b)]7, (1 > 0). 

5. Si p primo divide ab y no divide a, divide b. 


Este corolario 5 nos conduce a una noción importante. Sea p un entero 
tul que para todo producto ab, p no pueda dividir ab sin dividir a o bh. Sea a 
in divisor de p, se tiene p=du0', dividiendo p a aa debe dividir a o «e; 

—Si p divide a, como a divide p: ad=+p. 

—Si p no divide a, entonces divide a”; se tiene, pues, a” = pg, de donde 
=p = pga, es decir, si p 0, 4q =1, resulta a=q=w+l. 

Luego si p es no nulo, los únicos divisores de p son +1, +p. Interpretemos 
la condición que verifica p con ayuda del ideal (p); la condición y€ (x) equi- 
vale a x divide y; por lo tanto, 


[abe(p, y af(p]>belp, 


Lo que nos conduce a la definición general y al teorema siguiente: 


DEFINICIÓN 4.— Dado un anillo conmutativo A, se dice que el ideal | es primo si 
y sólo si 
fabel y atll=>bel. 


TEOREMA 8.— Un entero p no nulo y distinto de +1 es primo si y sólo si el ideal 
(p) es primo, 


COROLARIOS: 


Lo Si p primo divide 4, Gp ..., Gp divide al menos a uno de los factores. 
2, Si p primo divide ar (n>0), divide a. -. 


lJERCICIOS 


l. a) Demostrar que si (4, v) es una pareja correspondiente a la fórmula (3) (igual- 
ind de BEzouT) todas las otras son (u+kb, v—ka), siendo k un entero cualquiera. 

by Si a y b son dos enteros estrictamente positivos extraños, demostrar que si 
u +2 y b>2, existe una pareja única (u, v) verificando la fórmula 3 y tal que |u|<b/2, 
lvl-Zaf2. Estudiar el caso en que a o b sea igual a 2. 





206 . ¡ANILLOS Y CUERPOS — [Cap. 










e) Sia y boson dos enteros extraños, demostrar que lodo entero z tal que |z|<|ab. 
puede ponerse en la forma z = «ax + by con [x[<|b] e y] <]a| y esto de una o da 
maneras, Dar un ejemplo en que haya dos expresiones, como las anteriores, de z. 

2. Algoritmo de Euclides para determinar el m.c.d. de a y b. 


a) Al efectuar las divisiones euclídeas (se supondrá b > 0) 


a= bqy+ 0=rm Cb 

b=10 +" 0371, <% 

r=rq +5 0=en*r, 
Pa E a E 1 OS rai 


se llegará forzosamente a un primer resto r,_, = 0, demostrar que 
Día, 6) = Dg, 1)... = Dir, y 7) = Tp 


b) Demostrar por recurrencia la existencia de enteros uj, v, tales que "y = 0, E by, 
deducir una nueva demostración de la fórmula (1) D = «au + by y un modo de cálcul 
de una pareja (u, 1). 

3. Sia b, e son tres enteros dados (a y b extraños) resolver en números enteros 1 
ecuación ax + by=0, 

4. Demostrar que todo ideal 1 de un anillo conmutativo A es primo si y sólo $ 
el anillo A/1 es fmtegro. ¿El ideal cero de.A puede ser un ideal primo de A? 


100. Máximo común divisor de una familia finita de elementos de Z. 


Si 4, Gp ..., 4, son enteros racionales no todos nulos, el idea 
1 = (41, Ga ..., an) engendrado por 4;, 4a ..., q, está descrito por los elemento: 
de la forma 


E A PA 


donde X;, %a, ..., X, describen Z; es, pues, el ideal (a) + (a) +... + (2, 
Como en Z todo ideal es principal, existe D>0 tal que 


(A, Gr, ..., 4) = (D) 


(D no puede ser nulo sin que Í sea el ideal cero, lo que es imposible, si un 
al menos de los qa, no es nulo). 
Luego D pertenece a l; existen, pues, enteros u;, Uta, ..., 4, tales que 


(15 a; + dy +... + au, =D 
igualmente q, pertenece a 1; hay, pues, un entero a; tal que 
(2) a¿=aD (l<izn) 
según (1) todo divisor común a 4, ... a, es divisor de D, según (2 toda 
divisor de D divide cada a, luego existe un divisor común máximo estricta 


mente positivo único de 4,, da ..., dy, O sea, D; se dirá simplemente que Y 
es el m.c.d. de a, da ..., a, y se le representará Día, da, ..., %,). 
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TEOREMA 4.— Dados los elementos a, 4, .... 4, de una familia finita de enteros 


racionales no todos nulos, hay un máximo común divisor estrictamente positivo único 
D y 


(a) + (ay +... + (a,) = (D). 


Además, existen enteros racionales u,, t,, ..., u, tales que 
(5 Alt + Ab +. 8, =D. 


La igualdad (1 anterior y la definición (3 del 8 98 permiten enunciar 
los teoremas (5) y (6'): 


TEOREMA 5”.— Dada una familia finita de enteros racionales €, da» .., 4, las pro- 
piedades siguientes son equivalentes: 


l. 4,, 4, ..., a, son extraños en su conjunto, 
2. El m.c.d. de a,, dp ..., 4, €s 1. 


3. Existen enteros racionales u,, Uy ..., u, tales que (igualdad de Bezout) 
(3) 44, + Oy +... +04, = 1, 


4. Para todo entero racional y, existen enteros racionales X,, Xp ., Xx, tales que 
Y = AX ho. By 


TEOREMA 6”.——Si D(a,, do, ..., a,) es el m.c.d. de una familia de enteros racionales 
no todos nulos, entonces: 


1. Para todo bx0 

Día,b, ab, ..., a,b) =1b| Día, 47 ..., 8,). 
2. Para todo divisor común d de G,, dy... Ga 

Día, 41, ..., ad) =|d-1|D(a,, 8), .... 4), 


3, Para que un divisor común d de a, ay .., a, sea tal que |d| sea el m.c.d. 
de a, da .... 4, es necesario y suficiente que ajd-1, ..., and sean extraños en su 
conjunto, : 

IJERCICIO 


Demostrar' que en Z, (a, b) >D(a, b) es una ley interna asociativa, deducir de esta 
ley un método para encontrar el m.c.d. de una familia finita de enteros tacionales. 


101. Mínimo común múltiplo de dos o varios elementos de Z 


Si a y b son dos enteros racionales no nulos, el conjunto de sus múltiplos 
comunes es el conjunto de los elementos comunes al ideal (a) y al ideal (b); 
vs, pues, la intersección de (a) y de (b); siendo este ideal principal existe, por 
tanto, un entero M>0 único tal que 


(3) N (6) =(M) 


(en efecto, M no puede ser nulo, ya que ab 0 pertenece a la intersección), 
todo múltiplo común a a y b es, en consecuencia, múltiplo de M, de donde: 
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TEOREMA 9.— Dados dos enteros racionales no nulos a y b, existe un mínimo común 
múltiplo estrictamente positivo M único y 


(09 N (6) = (M). 





M se Hama el mínimo común múltiplo de a y b (m.c. m.), se le designa Mía, b) 


Igualmente para los elementos de una familia finita de enteros racionales 
no nulos, tendremos: 


Teorema 9”. — Dados los elementos a,, 4, ..., 4, de una familia de enteros racionales 
no nulos, existe un mínimo común múltiplo estrictamente positivo M único y 


(ay N ta)... D (a,) = (M). 


M se llama el mínimo común múltiplo de Hi . 4, (mocom.), y se le representa 
mediante M(a,, da, ..., 8,). 
EJERCICIOS 


f. Sia y b son dos enteros racionales no nulos, demostrar que | ab| = Día, b)Mía, b) 
(poner a= Da”, b=Db”, m = aa” = bb” para todo múltiplo común a a y Hb. -' 

2. Demostrar que en Z, (a, b) —> Mía, b) es una ley interna asociativa, deducir: un 
método para encontrar el m.c.m. de una familia finita de enteros racionales, 


102. Descomposición de un entero racional en factores primos 


a) Sia es primo admite al menos un divisor primo: el mismo; supongamos 
a no primo, admite, pues, al menos un divisor b distinto de +1 y +a. Si b 
divide a, +b divide +a, se puede, pues, suponer a y b positivos; tenemos 
entonces 
a=bq y 1<b<a, 


Existe un número finito de estos divisores b > 1, el menor entre ellos es 
evidentemente primo, luego: 


TEOREMA 10.— Todo entero racional admite un divisor primo. Dicho de otra manera, 
todo ideal de Z está contenido en un ideal maximal de Z. 


b) Sea a un entero racional no nulo, admite un divisor primo p,.>0 (teo- 
rema 10): a=p4, si 4, no es primo admite un divisor primo p,>0, luego 
dy = PA), A = piprt?. Podemos continuar este proceso y tendremos 


4 = PIP» -.. Pra 
siempre que 4, d>, ..., €, no sean primos o iguales a +1; como 
Jal>]a|..>!a,11>]4, | 


(puesto que un púmero primo p positivo es tal que p => 2); si no llegamos a. 
a, primo, llegaremos a a¿= +1; luego : 


d = UPID; -. Pa 








4111] DIVISIBILIDAD, ESTUDIO PARTICULAR DE Z 209 


donde 4=+1 y Ps Po» .<, ph son enteros primos estrictamente positivos. 
Demostremos que esta descomposición es única, sea 


UDIP» --- Pu —= VG;i0> -- Gon 


desde luego u =v; ahora bien, p, primo divide uno de los factores del se- 
vundo miembro (corolario 1 del teorema 8) sea q,, pero q, es igualmente primo 
positivo p, =q1 se simplifica por p,; haciendo este razonamiento un número 
linito de veces se llegará a agotar todos los factores de uno de los miembros, 
de donde si F), fa, ..., 7, SOn los factores primos restantes 


Pr, Fa. 11 =1 


mualdad imposible, pues 7;, ..., 7, son superiores o iguales.a 2; luego se agotan 
al mismo tiempo los factores de los dos miembros. 

Finalmente, el razonamiento precedente no supone Pp .... Pap distintos; 
reasrupando los factores iguales se obtiene: 


Tuorema 11. — Todo número entero racional no nulo puede escribirse de una manera 
weba bajo la forma 


a=alp)e ol. (py Jn 


donde u = 1 y p, ... P,, 50n húmeros enteros positivos primos todos distintos, y k, ... k 
niimeros enteros estrictamente positivos, 


ni 


APLICACIÓN 1: Divisores de un entero. — Los divisores de un entero q que 
liene la descomposición anterior son todos de la forma 


d= up) ... (Pp Jo: u=>+ 1 0=< A; < Ko 


APLICACIÓN 2: m.c.d. y m.c.m. de dos enteros descompuestos en fac- 
tores primos. — Designemos por Py ..., P, el conjunto de los factores primos 
“upuestos positivos de a y de b, se puede escribir 


a= up)... (py k;>0 
b=aAp)" (py. 1>0 


naturalmente uno al menos de los enteros k; y uno al menos de los enteros /, 
no son nulos, se obtiene 


Día, »)=] | year ma y =[] ere», 


i=] i=1 


MJERCICIOS 


l. ¿Cuál es el número de divisores estrictamente positivos de un entero a estricta- 
mente positivo? (Descomponer e en factores primos y utilizar la aplicación 1 anterior.) 
2. Demostrar que la sucesión de enteros primos positivos es infinita (considerar el 


aiimero 1 + 1. 


14. — ALGEBRA 
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103. Observaciones sobre la divisibilidad en los anillos 


a) La simplicidad de la teoría de la divisibilidad en Z proviene del hecho 
que Z es un anillo principal, 

En todo anillo principal A (es decir, unitario, íntegro y en el que todo 
ideal es principal) todos los resultados de los 85 98 al 102 que conciernen a Z 
permanecen válidos, excepto el ejercicio 2 del 8 99 (algoritmo de EUCLIDES), 
con aproximadamente el mismo vocabulario: es preciso reemplazar +1 por 
un elemento inversible cualquiera, 

Además, a un ideal (a) no se le puede hacer corresponder, en general, un 
elemento único privilegiado ftal como a>0 en Z), surge una gran compll+ 
cación en los enunciados. Esta teoría es el objeto de los ejercicios 105 y 106, 
















by Existen anillos principales particulares llamados euclideos, provistos dé 
una división euclídea (ver ej. 98) análoga a la de Z; veremos un importante A 
ejemplo con el anillo de lbs polinomios en x de coeficientes en un cuerpo A 
conmutativo (capítulo 11), : 


c) En el anillo Z, hemos dado tres características equivalentes de la noción E 
de entero primo: 


l. pes extremal (definición 2). 
2. El ideal (p) es maximal (teorema 3), 
3. p>0, p es no inversible y el ideal (p) es primo (teorema 8). 


Igualmente hemos dado en Z tres características equivalentes de la noción de 
enteros a y b extraños: 
4. a y b sólo tienen como divisores comunes elementos inversibles (o su 3] 
m,c.d. es 1) (definición 3 y teorema 5), ; 
5, Igualdad de BEZOUT (teorema 3). 
6. Para todo x, a divide bx implica que a divide x (o b divide ax implicá 
que b divide x) (teorema 7). 


Estas equivalencias son válidas en un anillo principal (ver ej. 103). Pero 4 
en un anillo no principal estas caracterizaciones pueden llevarnos a nociones 3 
distintas (ver ej. 109, 110 y 111 al final del capítulo), en particular en los HA 
anillos de polinomios en x e y volveremos a encontrar otros ejemplos (ver; 
capítulo 11, 8 195, y ej. 365). 


IV. Cuerpos. Cuerpo Q de los racionales 


104. Definiciones y propiedades generales 


a) Derinición. — Un conjunto K' provisto de una adición y de una multiplicación 
posee una estructura de cuerpo para esas dos operaciones si: 

1. K od una estructura de anillo para esas dos operaciones. E 

2, K*=K-—[0) (0 elemento neutro de la adición) posee una estructura de gtupó 
para la multiplicación. 
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Se dirá que K es un cuerpo para la adición y la multiplicación consideradas, 
o simplemente un cuerpo si no es posible que surja confusión. 

K* se llama el grupo multiplicativo del cuerpo, admite un elemento neutro 
v 0, llamado elemento unidad del cuerpo: un cuerpo contiene al menos, 
pues, dos elementos; 0 y e. 

Los axiomas de la estructura de cuerpo son, por lo tanto, distinguierido 
los axiomas relativos a cada operación y los axiomas de “compatibilidad” entre 
esas dos operaciones (ver 5 68), 


K; (Va, b, ceK) la+ bD+c=a+(b+c) 


K, G0EeK)(vaeK) a+0=0+a=a 
K, VacK)Ga'eK) a+ (a) =(14)+a=0 ad =—a 
K, (va, beK) a+b=b+a 

P Ks (va, b, ceK) (abjc = aíbe) 

4 K¿M (GeeK)(vasK) de =ea=a 

LK (VaekNGa ek” aa” =aa=e a” = q 
K,s (va, b,ceK) alb + c) =ab + ac 
K, (va, b, ceK) (b + cja = ba + ca. 


Si la multiplicación es conmutativa, se dice que el cuerpo es conmutativo. 
Dos elementos particulares tales que ab = ba se aman permutables, el con- 
junto de los elementos permutables con todos los elementos del cuerpo es 
ul centro del cuerpo. 

Se llama característica de un cuerpo K, la característica de K considerada 
como anillo (ver 8 97). 

Todas las reglas de cálculo válidas en un anillo son válidas para un cuerpo. 
Además, todo elemento no nulo, siendo inversible, es regular para la multi- 
plicación, luego: un cuerpo no posee divisores de cero. Además, para todo a 
de K y todo a* de K* 


xd=asx=ad >, dy =ae>y= alq 
estos cocientes, por la derecha y por la izquierda (ver $ 49), son en general 
distintos. 

Si K es conmutativo x = y = aqd'-!, que se representa a menudo a/a”, Para 
lodo z 540 se tiene aja! =az/a'z. Se verificará fácilmente las fórmulas si- 
puientes (a'b” x 0) 

E ab” + ba' ab _ ab 
a Pp ab? aby aby” 

Finalmente en un cuerpo conmutativo la fórmula del binomio es siempre 

válida. 





(17) La definición supone «e=ea=a en K*; -pero como en todo anillo unitario se tiene. 
hi ¿0 0, es verdadera en K. 
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bj) EJEMPLOS Y EJERCICIOS 
















1. Q, R y € son los cuerpos conmutativos de característica nula. S 
2. Demostrar que existe un cuerpo de dos elementos (que son forzosamente el 3 
elemento cero y el elemento unidad, O y €), este cuerpo está definido por e+e=0; 
es conmutativo y de característica 2. 
3. Z/pX. es un cuerpo conmutativo si y sólo si p es primo (% 0) demuestra que x 8 
no es un múltiplo de p, luego ($ 99) siendo p primo, x y p son primos entre sí; no N 
existen, pues, los enteros x” y p” tales que “A 


xx.+ pp =1 23% = 1. 


Por otro lado, si p no es primo, Z/pZ (que contiene divisores de cero) no puede 3 
ser un cuerpo. Es de característica p, Deducir de lo anterior una nueva demostración MB 
del teorema de FerMaAT (8 97, ej. 2) considerando el grupo (Z/pZ)*. Ele 

4. De una manera más general todo anillo de integridad A unitario finito es un Y 
cuerpo (dado a 0 la aplicación de A* en A* definida por x—ax es inyectiva, luego + 
suprayectiva ($ 31), existe, pues, x” de A* tal que da =e). Se puede suponer simple- 3 
mente A finito, unitario y sin divisores de cero (ver ej. 66, fin del capítulo 4). ] 

5. El conjunto descrito por a+ 4y2, a y a describiendo Q es un cuerpo con- a 
mutativo. 


105, Subcuerpo 


DEFINICIÓN. —Se llama subcuerpo de un cuerpo K toda parte no vacía L de K,. 
estable respecio a las leyes de K y tal que la estructura inducida sobre L por estas leyes 
sea una estructura de cuerpo. Se dice que K es un supercuerpo o una extensión del : 
cuerpo L. E 


Se llama subanillo A de un cuerpo K todo subanillo de K considerado $ 
como anillo (por ejemplo, Z es un subanillo de Q). Se dice también que ES E 
es un supercuerpo del anillo A. 4 

K es el mayor subcuerpo de K; todo subcuerpo de K distinto de K se ¿ 
llama subcuerpo propio de K, Se dice que un cuerpo es primo si no contiene , 
otro subcuerpo que el mismo. 


TkEoREMA, — Para que una parte no vacía L de un cuerpo K sea un subcuerpo de K 3 
es necesario y suficiente que: 


(1D (aeL y beL):s(a—beL y abel) 
(2) aeLt>a-1eL*, 


En efecto, según (1) (8 93), L es un alar de K. 

Por otra parte, L* es una parte estable de K para la multiplicación en K, 
luego la multiplicación inducida sobre L* es asociativa. (2) y la segunda parte : 
de (1) muestran que para todo a de L*, arla=e pertenece a L*; luego con 
(2) vemos que L* posee las tres propiedades características de una estructura 
de grupo. 

Se ve fácilmente que la intersección de una familia cualquiera de subcuerpol 
es también un subcuerpo de K. En particular, la intersección de todos los sub+ 
cuerpos de K que contienen una parte X no vacía de K es un subcuerpo de K: 
es el menor subcuerpo que contiene X, se dice que está engendrado por 
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OBSERVACION 


Puede suceder que un subanillo B de un anillo Á tenga una estructura de cuerpo 
(ver $ 146, ej, 5; 3 158, ej. 4; cap. 8, ej. 200). 


JEMPLOS Y EJERCICIOS 


Il. Q es un subcuerpo de R y de C, R un subcuerpo de C, 

2. Siendo p primo Z/pZ es un cuerpo primo. 

3. El centro de un cuerpo K es un subcuerpo de K, Generalmente el conjunto 
descrito por los elementos de K permutables con cada uno de los elementos de una 
porte X de un cuerpo K es un subcuerpo de K. 

4. El cuerpo estudiado en el ejercicio 5, $ 104, es un subcuerpo de R. 

5. Demostrar que P intersección de todos los subcuerpos de K es primo y que 
ex el único; demostrar que P está engendrado por e: se le llama el subcuerpo” primo 
de K (ver $ 107, d, ejercicio). 


106. Ideales de un cuerpo. Homomorfismos. Isomorfismos de los cuerpos 


a) Un cuerpo K teniendo una estructura de anillo para la suma y la multi- 
plicación definidas sobre K, todas las definiciones y teoremas enunciados en 
los 88 95 y 96 son válidas para los cuerpos, ¡pero la teoría se simplifica bas- 
tinte por el teorema siguiente: 


Trorema. — Los únicos ideales por la izquierda (resp. por la derecha) de un cuerpo 
K, considerado como anillo, son 10) y K. 


En efecto, sea I un ideal, por la -izquierda, por ejemplo, si I [0] tene- 
mos q O perteneciente a l, pero existe entonces q? en K y ada =e perte- 
nece a I y cualquiera que sea x de K, we = x« pertenece a I, luego I=K; se 
dumostraría igualmente que todo ideal por la derecha I »* 0 es idéntico a K. 


EJERCICIO 

Demostrar recíprocamente que todo anillo unitario A que sólo tiene como ideales 
las 70) y Á es un cuerpo (a 0, se demostrará que x— Y¿() =dx y x— 6,(x) son 
wprayectiyas y si Á no es conmutativo se utilizará el ej. 66 del cap. 4). 

¿Qué relación tiene este ejercicio con el ejercicio 4 del $ 104? 


b) Consideremos un homomorfismo f de un cuerpo K en un cuerpo K', 
lenemos 


Wa ye) EOI + 10 (m= (00. 


La propiedad de los homomorfismos de anillos enunciados en el $ 96 (t. 2) 
y ul teorema precedente muestran que N =f-1(0) no puede ser otro que (0) 
v bien K. 

Ll Si N=Ff-(0) =(0), la relación de equivalencia x-—yE€N es la igual- 
dud, luego el homomorfismo canónico de K sobre K/N definido por x-—>% es 


E 
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una biyección, y es también un isomorfismo; descomponiendo canónicamente 
(ver 3 96) . 
: s b i 

K > K/N > fK) > K'" 
b es un isomorfismo, y análogamente para bos, luego f(K) parte estable de 
K” es isomorío a K y tiene entonces una estructura de cuerpo: es un sub» ¿ 
cuerpo de K', 

2, Si N=K, la relación de equivalencia r—yE€N es la equivalencia 


absoluta K/N tiene un solo elemento, así como f(K); este único elemento 
de f(K) es f(0) =0, luego: : 


TEOREMA. — Dado un homomorfismo f de un cuerpo K en un cuerpo K*, o bien KK 
es un anillo reducido a cero, o bien f(K) es un cuerpo y f es un isomorfismo de K 
sobre HK). 


Si f es suprayectivo, K” =f(K) comprende al menos dos elementos D y €' 
y sólo el primer caso es posible, 


COROLARIO, —— Todo homomorfismo suprayectivo de un cuerpo K sobre un cuerpo K 
es un isomorfismo de cuerpo. 


OBSERVACION 


Se puede suponer que K” es un conjunto provisto de una adición y de una multiplk 
cación f(K) es o bien el anillo cero o un cuerpo isomorfo a K. 


107. Cuerpo de las fracciones de un anillo de integridad. Cuerpo Q de los 
racionales 


a) Enunciado del problema de la inmersión de un anillo de integridad en 
un cuerpo conmutativo 


En el $ 59 hemos intentado sumergir un conjunto E, provisto de una ley 
interna satisfaciendo ciertas condiciones, en un grupo € de manera que E seg 
una parte estable de G; dado un anillo A, buscamos un cuerpo K tal que A 
sea un subanillo de K; como todo supercuerpo de K responde a la pregunta 
buscaremos K minimal (para la inclusión de los conjuntos). 

Por otro lado, A, subanillo del cuerpo K, no deberá contener divisores de 
cero; en fin, por no ser el cero de A regular para la multiplicación, el conjunto 
A* deberá estar sumergido en el grupo multiplicativo K*. Hemos visto en él 
$ 59 que este problema era posible si A* (en consecuencia, A) y K* eran 
conmutativos y si se modificaba ligeramente el enunciado primitivo: A* debe 
de ser un grupo isomorío a una parte estable de K* para la multiplicación, 
Nos vemos así conducidos a formular el problema de la inmersión de un anillo 
de integridad A en un cuerpo conmutativo minimal K: 
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Dado un anillo de integridad A, encontrar un cuerpo conmutativo minimal 
K tal que un subanillo A” de K sea isomorfo « A. 

Vamos a proceder de la siguiente manera: 

—K debe: contener al menos el simetrizado (ver $ 59) de A* para la 
multiplicación, sea. A* este simetrizado. 

— LK debe contener también un elemento cero, sea e, luego contener 
A"U(ep=K" 

— Si podemos extender la multiplicación de A* a K” y definir en K” una 
adición tal que K” sea un cuerpo, A al ser isomorfo a una parte A” de K', 
este conjunto K” será una de las soluciones minimales buscadas. 

— De hecho, observando que toda solución isomorfa a una solución es 
lambién una solución de nuestro problema, vamos a construir un cuerpo iso- 
morfo a K”. O 

Demostraremos, en fin, que, 'salvo un isomorfismo, la solución del problema 
de la inmersión de un anillo de integridad en un cuerpo es único, 


b) Determinación de una solución 


Consideremos el simetrizado de A* para la multiplicación, sea 
AF =(A* xA*)//R, siendo R-la relación de equivalencia ab' = ba” entre 
elementos (a, a) y (b, D') de A* x A*. En A* la multiplicación está defi- 


nida por 
(5 > A (zp) 


E A 
existe un elemento unidad xx ),olee /si A es unitario, la inversa de 
AAA (7) a A 
a Y es ia,aj] y la aplicación f definida por 
A 
a>fía=l ax, x 
(x elemento cualquiera de A*) es un isomorfismo de A* sobre f(A*) parte 


estable de A* para la multiplicación. 
En lo que sigue supondremos que Á es unitario, lo que no supone res- 
tricción alguna (ver observación 2 más abajo); la aplicación f es tal que 


| Az 2 
Es e ) Si £ es el elemento cero en K”"=A* U [e] se deberá tener 


yl =g y para todo | x, al ] de At: lx, 0 ] ¿=e. Por otra parte, para todo 

isomorfismo g de A sobre una parte de K” se deberá tener: g(0)= e. En lugar 

de considerar A* == (A* x A*)/R consideraremos 

AXxA* 
R, 


a 


, 
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siendo R, la relación de equivalencia ab' = ba” entre los elementos (a, a 
y (b, D') de Ax A*, que induce R sobre A*, Este nuevo conjunto cocient 


mitra de AAA 
contiene A* y el elemento ( de ) 


Pero para todo 1 x, x a) de A 


(52) 52) (5) (62) 


y se ve fácilmente que la aplicación suprayectiva de A sobre g(A) < A def 
nida por 


a => gla) = Cea) 


admite f por restricción a Af, y es tal que- 


aia 


Se ve igualmente que g(A) es una parte estable de A y que g es un iso.; 
“morfismo de A y de g(A) provistos de sus multiplicaciones respectivas. me 
Vamos a mostrar ahora que se puede dotar A de una adición tal que y 


sea un cuerpo conmutativo y que g(A) sea un subanillo de Á, isomorfo a A 
Esta última condición implicará que 


ñ lll 


Por otro lado, la multiplicación deberá ser distributiva respecto a la adición 
luego, en particular (teniendo en cuenta (1)), deberemos tener 


(alla) (rm) 7) + (a (rr)! 


a 
o Je ba”, el =X ab + ba”, e 


en consecuencia (4'b' = 0, perteneciendo al y DP a AS, 


-t 
a da + b, 5) = ( + ba”, .) ( ab, e )] e + ba, 3] e, ab” 


a 
(2) ha di¡+1b,y0ú]= Ll ab+ be, ab” 


La fórmula (2) sólo será válida si se demuestra que: 
1. El resultado de la operación definida por (2) es independiente dé loa 
representantes escogidos. 
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2. La suma definida en (2) es distributiva en relación con la multiplicación. 
Es, E ¡ pa - 0% 
3. Á es un cuerpo en el que la parte descrita por la, e es un sub- 
anillo isomorfo de A. 
La primera parte se verifica observando que 


a pEoS a 
adj=1i1xxw tea =dx 


o AAA 
bbyU)=lg Y |eby =by 


un cálculo fácil si se utiliza el hecho de que a'b'x'y 2 0, demuestra que 


. ; 
ab' + ba”, ab E xy + yal, Y ] : 


La distributividad se verifica igualmente 


Al rr lr). 
Es + ba”), cab | = (es >) + cba, cab] = 


(c2lz) (257). 


En fin, A es un grupo abeliano para la adición: se verificará mediante un 


. * . 7 , . 
cilculo pesado, pero fácil, que la adición (2) es asociativa, que | 0, es el 


o) , a - 
elemento cero y que todo elemento | a, e / tiene un opuesto | —a, a ]. 


e 


(A)*, que no es otro si no el simétrico A* de A*, es un grupo muitipli- 


cautivo abeliano y | a, a 0de/=10e. f a dj=10,e /; por otra 
parte, la multiplicación es distributiva respecto a la suma; en consecuencia, 


Á us un cuerpo; siendo igual a A* U le 0 es minimal. En fin, la apli 
cación g definida por 


XA 
a>ga)=!l a e 
eso un isomorfismo de A sobre g(A): es, en efecto, una biyección y para 


AA AAA . , 
toldo paria e), | b,e $, de elementos de g(A) se tiene fácilmente (según 
his propiedades de las operaciones en A) 
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g(a) + g(b) = E) de a) = (- Ash: >) = gía + b) 


al lll 


El cuerpo A =(A x A*)/R, así construido responde completamente 4 la 
pregunta. 












c) Unicidad de la solución (salvo un isomorfismo) 


Sea K un cuerpo que responde a la pregunta, designemos por A” la parte 
de K isomorfa al anillo de integridad dado A; A” es, en consecuencia, también 
un anillo de integridad, ya que hemos supuesto que A tenía un elemento 
unidad e, asimismo lo tiene A': su elemento unidad e” es el de K, 

Designando, también por R, la relación ab' = ba”, definida sobre A' x A**, 
pongamos A! =(A' X A”)/Ry; es claro que A y A son cuerpos conmutativos 
isomorfos. ] , 


AAA E, 
Ahora bien, la definición de un elemento a, a ) de A” demuestra que kk 
este elemento se le puede asociar un único elemento de K poniendo 


elsa 


Las propiedades de las operaciones en A” (que son las mismas que las: 
de A) y las de las operaciones en el cuerpo conmutativo K (ver 8 104) mue 
tran que la aplicación así definida p de A” en K es un homomorfismo dé' 


cuerpos; según esto ia )) = e x 0, luego (8 106, b) p(A”) es un cuerpo 
isomorfo de A”; en consecuencia, a Á y responde a la pregunta. De ello resul 

que p(A%) = K, si no K no sería un cuerpo minimal respondiendo a la pregunta, 
de donde: 


TrorEMa. — Dado un anillo de integridad A, hay un cuerpo conmutativo minimal Ki 
único a un isomorjismo, tal que un subanillo de K sea isomorjo a A. 


Se identifica todos estos cuerpos a A. Identificando, para todo x de 


AAA 
E e ] y x tendremos (a = 0) 
e re e ) za 


en consecuencia, a, al ] es el cociente qa'-!, Se le representa por la fracel 
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aja! o por cualquier otra fracción b/b' tal que ab' = ba”; luego la fracción a/a” 


Ñ AAA us 
no es más que un representante del elemento a, q ) de A; es, pues, a causa 
de un abuso de lenguaje que se dice que Á es el cuerpo de fracciones del 
unillo de integridad A. 
Si a y a” son extraños en Á se dice que la fracción a/a' es irreducible. 


En ciertos casos se podrá definir un representante privilegiado de a, a ) 
(por ejemplo, en Q (ver más abajo) y en el cuerpo de las fracciones racionales 
en x, ver $ 200, a). 


OBSERVACIONES 


1. Si se hubiera tenido sólo la intención de establecer la existencia de K, sin de- 
mostrar la unicidad, hubiera sido suficiente considerar A y proporcionarle a priori la 
multiplicación y la adición que hemos encontrado, la exposición hubiera sido más simple, 
pero el resultado final menos interesante. 

2, Se podrá demostrar a título de ejercicio que el resultado final subsiste si se 


——— Ez 
supone Á no unitario (para todo x no nulo de A, | x, x ] es elemento unidad de A). 
En fin, si A=(0) se puede siempre sumergirlo en el SUSIpO de dos elementos 
(ver $ 104, ej. 2). 


d) Cuerpo Q de los números racionales 


Aplicando la teoría precedente al anillo de integridad Z, obtenemos el 
cuerpo Q de los números racionales; cada uno de los elementos de Q, o sea, 
é . . . 
a, a? | es una clase de equivalencia que admite como representante toda 
fracción de numerador x y de denominador x + 0 tal que ax” = dx. Identift- 


AAA 
cando a, 1 de Q y a de Z, obtenemos 
ZO. 


Se escribe como siempre Q* =Q— (0) 


A, 
En el caso de Q se puede definir un representante privilegiado de (a a, al ) 
(ver 8 18, c), es la fracción a/a” irreducible, es decir, tal que a y a” sean primos 
entre sí, de denominador positivo; en efecto, sea afa” y b/b' dos fracciones 
que representan el mismo número racional 


aja =bf/b', Día, a)=Db,b)=1, «¿>0 b»>0 





ub' = ba? implica que a” y b' se dividen mutuamente, luego b'= El domo A 
"y B! son positivos a” =D" y a=b. CS z 
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EJERCICIO 


Sea P el subcuerpo primo de un cuerpo K ($ 105, ej. 5) y sea p la característica 
de K. Demostrar que: 

—o bien p =0 y P es isomorfo a Q, 

—o bien p es primo y P es isomorío a Z/pZ. 


(Observar que P contiene el subanillo E, de K, engendrado por e; considerar el 
homomorfismo f de Z sobre E definido por f(m) = ne; observar seguidamente que E 
es isomorfo a Z/¿pZ y que un cuerpo no puede contener divisores de cero.) 


V. Anillos y cuerpos ordenados. Nociones sobre el cuerpo R 


108. Grupos, anillos, cuerpos ordenados. Orden en Q 


a) Hemos indicado en los $8 60 y 62 que la relación a < b daba al grupo j 
Z y al anillo Z una estructura de orden total, compatible, en un sentido que + 
hemos indicado, con la estructura de grupo o de anillo de Z. Damos aquí las % 
definiciones generales: 


DerINICIÓN 1.—Un grupo abeliano G, con notación aditiva, provisto de una relación E: 
de orden a <b es un grupo ordenado si 


(VxeG) asSbora+xsb+x. 


Se dice entonces que las estructuras de grupo y de orden son compatibles. 
Si el orden es total se dice que G es un grupo totalmente ordenado, 


Resulta inmediatamente de esta definición que en un grupo ordenado a > 0 
implica a —a=Ú0 => —a; por consiguiente, 


a=0=e (a <0 


EJERCICIOS 
1. En un grupo ordenado las relaciones (1 <Í<H) q, < b; implican 
E 


2. En un grupo ordenado a <b es equivalente a a4+4cs<b+e, 

3. Siendo P una parte de.un grupo abeliano G aditivo tal que P + P CP, demostrar 
que la relación b—aeP da a G una estructura de grupo ordenado si y solamente sl 
PN(—P)=(01 El orden es total si y sólo sí G=PU E P) (ver ej. 88 y 89 final 
del capítulo 4). é 

4 Si G es un grupo ordenado, Gx G provisto de una de las dos relaciones dy 
orden: 

cd) (a, a) E lb, by > (a, E by, a) E ba), 

b) (a, ay <(b,,b)= (a <b, o a9=b,a=3b), 

¿es un grupo ordenado? 
5. Todo grupo monógeno totalmente ordenado no reducido a (0) es infinito, 
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DEFINICIÓN 2, Un anillo (o un cuerpo) conmutativo E provisto de una relación 
de orden a b-es un anillo (o un cuerpo) ordenado sí 


(Y xe E) asboa+xZb+x 
(a=0,b>0)=> ab >0. 


Se dice entonces que las estructuras de anillo (o de cuerpo) y de orden son compa 
tibles. Si el orden es total se dice que E es un anillo (o un cuerpo) e e ordenado. 


Los elementos tales que x > 0 (resp. x < 0) de un anillo totalmente orde- 
nado se llaman elementos positivos (resp. negativos) del anillo, En tales anillos 
todo cuadrado es positivo, 


ETERCICIOS 


6. Siendo P una parte de un anillo A, la relación b—asP proporciona a Á una 
estructura de anillo ordenado si y sólo si 


P+PCP  PPCcP PO(P)=(0) 


El orden es total si y sólo si 
A =P U(—P). 


7. Todo anillo totalmente ordenado es de característica nula (ver ej. 5). 


b) Q es un cuerpo totalmente ordenado 


Vamos a mostrar que se puede dar al cuerpo Q una relación de orden que 
se deduce de la ya definida sobre Z, que hace de Q un cuerpo totalmente 
ordenado y ello de una manera única. 

Designemos por a < B esta relación de orden sobre Q, será compatible con 
la adición en OQ, luego 


a>0b>a—a>—a>—a<0 





además, razonando por inducción sobre el entero 1 2>0: a )>0 implica na > 0, 
Por otro lado, 


0h) n>0>1m>0, 


Si no 1/2n<0 (el orden es total y 1/n x 0); en consecuencia, -—1/n > 0 
y siendo positivo el producto de dos elementos positivos se tendría 
n—1/n =—1>0, lo que es incompatible con el hecho que la relación 
a < B induzca sobre Z la relación de orden que allí está ya definida. 


Esta propiedad (1) comprende el hecho de que 


(a>0 y 0 ¿=0( 7 )>o 


Designemos por Q, el conjunto de los racionales positivos (a => 0), es 
idéntico al conjunto de los racionales con un representante de la forma a/a 
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con a= 0 y a4>0. Toda relación de orden que responda a las condiciones 
impuestas será, en consecuencia, tal que 


a<BobB—a=>0=>B—as0Q,. 

Recíprocamente sea aja” y b/b' representantes privilegiados de a y B 

(fracciones irreducibles de denominador positivo) 
ba' —ab' 


Ba = 7 €Q, e ba” —ab' > 0 





es decir, 
a < Bea! < ba' 


se verifica inmediatamente, gracias a las propiedades del anillo ordenado Z, « 
que se trata de un orden total y que 


a b a c b c 


TS SAS + 

a p' a . Cc bp + e 
a Ese b E Pa ab Sd) 

a” y po” ) abr — 


y finalmente que esta relación induce efectivamente sobre Z la relación a < b, 
luego: 


TEOREMA. — Existe sobre el cuerpo Q una, sola relación de orden que induce sobre X 
la relación a < b y proporcionando a Q una estructura de cuerpo “totalmente ordenado, 


Se designará por Q* el conjunto de los racionales estrictamente positivos, 4 
es un grupo para la multiplicación, se ha obtenido ya en el 8 59, e, como 
simétrico de N* para la multiplicación. 

Se designará por Q. el conjunto de los racionales negativos (a < 0) y por 
Q* el conjunto de los racionales estrictamente negativos (a < 0). 


c) Propiedades del orden definido sobre Q 


Sea 4 =a/jad >0 y B=b/b>0 (a >0, b'>0) dos racionales, existe un 
entero 1 >0 tal que nab' > a'b, pues el orden definido sobre Z €s arquim 
diano (ver 8 62); resulta de ello que existe 1>0 tal que na >f, de donde: 





TEOREMA. — El cuerpo Q de los racionales ordenado por la relación « <f es un 
cuerpo totalmente ordenado arquimediano, es decir, para todo par de racionales 0%, 
estrictamente positivos existe un entero natural n estrictamente positivo tal que na > fi, 


Dados dos racionales distintos o < f, existe siempre al menos un racional y 
tal que a<y<fB; por ejemplo, (a + B)/2, de donde: 


TEOREMA. — Todos' los intervalos abiertos Ja, B[ (x< fB) de Q no son vacios, Se dio 
que, para el orden, Q es denso sobre sí mismo. 
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109. Cuerpo de los reales 


a) Introducción. Enunciado del teorema de existencia 


Consideremos una parte X acotada superiormente de Q, no existe en general 
en Q una más pequeña cota superior de X, es decir, un límite superior de X, 


Por ejemplo (ver $ 23, ej. 4), el conjunto X de los racionales x tales que x=0 
y x2<2 no tiene límite ¡superior en Q. 


Observemos que si en un grupo aditivo totalmente ordenado toda parte X 
acotada superiormente admite un límite superior, resulta que toda parte aco- 
tada inferiormente Y admite un límite inferior (basta aplicar a —— Y el resul- 
tado sobre el límite superior). 

Nos vemos «sí conducidos a preguntarnos si existen supercuerpos E de Q 
totalmente ordenados, arquimedianos y tales que toda parte acotada superior- 
mente de E tenga un límite superior en E: la respuesta es positiva, y dada 
por el siguiente teorema, que admitiremos sin demostración: 


TEOREMA. — Seg E un conjunto provisto de una adición, de una multiplicación y de 
una relación de orden, existen conjuntos E tales que: 

E,. E es un cuerpo conmutativo. 

E,. E es un cuerpo totalmente ordenado. 

E,. El orden definido sobre E es arquimediano, 

E,. El orden definido sobre E es tal que toda parte acotada superiormente de E 
udmite un límite superior. 


Todos estos conjuntos son isomorjos para la estructura de cuerpo y para la estruc- 
tura de orden. 


Designaremos por R aquel cuerpo E que tiene por elemento unidad, el ele- 
mento unidad 1 del cuerpo de los racionales; los elementos de R se llaman 
números reales, 

En consecuencia, R, como grupo aditivo contiene L, y como cuerpo con- 
tiene el cuerpo de las fracciones de Z, o sea, Q. Todo elemento del comple- 
mentario de Q con relación a R se llama número irracional. 

Se designa por R* el conjunto de los números reales no nulos (este conjunto 
tiene una estructura de grupo conmutativo para la multiplicación), por R, 
(resp. R_) el conjunto de los números reales positivos (resp. negativos), por 
R* (resp. R*) el conjunto de los números reales estrictamente positivos (resp. 
estrictamente negativos). 

Se puede construir un tal cuerpo R de varias maneras considerando ciertos 
conjuntos de partes de Q que se dota de una estructura de grupo aditivo total- 
mente ordenado, luego de una multiplicación. Los dos procesos más clásicos 
utilizan: 

1. Las sucesiones de CAUCcHY de los números racionales. 


2. Las cortaduras de DEDEKIND (o proceso análogo: las secciones inferior- 
mente abiertas de números racionales). 
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La construcción de R con la ayuda de las sucesiones de CAUCHY se expon« 
en el tomo ll de este curso“ (Análisis). Los ejercicios del número 114 al 117 
dan la construcción de R mediante las secciones inferiormente abiertas de Q 


bj Reglas de cálculo en R“” 


Se obtienen de los axiomas E,, Ez, Es, E, enunciados anteriormente. 

l. Siendo R un cuerpo: conmutativo, son válidas las reglas dadas en los 
$58 91, 92 y J04, en particular la fórmula del binomio. 

R* es un grupo conmutativo para la multiplicación, luego cualquiera que 
sean los reales x e y no nulos y los enteros racionales m y n (tabla del 8 70) 


qna = AA (xy)" = xmya, fon = a 


2. Siendo R un cuerpo totalmente ordenado: 
—es de característica nula (8 108, ej. 7); 
-—exy y zZ>0>x2< yz; 

- -todo cuadrado es positivo (3 108 b), luego 


APO FA = 00 MM... =%.=0). 
-— En fin, la fórmula (1 entero estrictamente positivo) 
YE NOA Y REA EL) 


muestra que la aplicación x-—>x" de R, en R, es estrictamente creciente para 0 
entero estrictamente positivo. 

3. Se demuestra en Análisis* que para neN* la aplicación x=>x" de 
R, en cl mismo cs suprayectiva; como es estrictamente creciente es biyectiva, 
luego todo real positivo x tiene una raíz n-ésima positiva única representada 
Vx (véase ej. 118). 

El símbolo Y (representado y si n= 2) es un radical de índice n, estu 
diaremos el cálculo de los radicales en el $ 111. 


EJERCICIO 


Sca f un endomorfismo del cuerpo R. 

da) Se supone [(1) 0. ¿Cuál es entonces el valor de (1)? Deducir el valor fu) 
para x racional. 

Demostrar seguidamente que f es estrictamente creciente (utilizar el hecho que todo 
real cstrictamente positivo cs un cuadrado). 

b) Demostrar que f es bien la aplicación nula, bien la aplicación idéntica de R en M 


(18) N. del T.—-$Se trata del libro de R. Coury y J. EZRA Analyse, de la Editorial Armand Colla, 
de París, 

(19) El estudio de las nociones aquí indicadas, así como las de los párrafos 110 y 111, se “den 
artollan en cl curso de Análisis. Sólo retenemos los resultados que nos serán útiles en el curso dde 
Algebra. 
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110. Valor abseluto y distancia en R. Aplicaciones 


a) DEFINICIÓN 1.—-Se Hama valor absoluto del número real x, el número real expre- 
sado cor la notación |x| y definido por 


lx] = sup (x, — 0). 
Se tiene entonces que |—x|==|x| 
x=0=>|xl=x  x<0=>|x|=—x 


se ve fácilmente que la aplicación x=>|x! de R en R, verifica las propie- 
dades siguientes 


r=0e x;=0 
(Vx yeR) xyl=|lx]lgl,  le+yl< x +]|yl 
De lo que se deduce 
e ly] <]lx+y <|r|+ ly! 
la l—|yl 1 <le—yl <jel +9] 
la+at. tal lsjal+ix%] +... + xal. 


Derrnición 2.— Dado un cuerpo K, si existe una aplicación v de K en R, que 
verifica 
V,y x=0=wv() =0 
Va (Wx, yeK) — v(xy) = vle)u(y) 
Vi, (vx, yeK) Vx + y) E 100 + v(y) 


se dice que K es un cuerpo valorado; y se llama un valor absoluto definido sobre K; 
por abuso de lenguaje se dice que v(), a menudo expresado |x1, es un valor absoluto 
de xo 


Se ve que R y Q son cuerpos valorados. 

La noción de valor absoluto nos permite precisar las propiedades de la 
aplicación 2-4" de R en R (7 entero > 0). Sabemos que su restricción a R,, 
toma sus valores en R., es biyectiva y estrictamente creciente; por otra parte, 
está aplicación es par para H par e impar para a impar, se deduce de todo 
ello que 





n=2p+1>0 n=2p>0 
ar lo x= y =yrela|=|y| 
nl Lyra < y ar < ye |x| < ly! 





1) Consideremos la aplicación d de Rx R en R, definida por 


dx, y =!|x-—Y! 


SS ALGEBRA 
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se ve fácilmente que d verifica 


x=yo dx, y=0 
(Vx, yeR) dy, x) = d(x, y) 
(vx, y, zZER) dix, y) < dí(x, 2) + d(z, y). 


DEFINICIÓN 3.— Dado un conjunto E, toda aplicación d de E Xx E en R, que verlfigu 


D, x=y«*d(x y) =0 
D, (Vx, ye E) d(y, x) = d(x, y) 
Dj, (Vx y, zeE) — díx, y) < dí(x, z) + díz, y) 


se llama una distancia. Se llama espacio métrico todo conjunto E provisto de un 
distancia. 


La tercera propiedad se conoce con el nombre de “desigualdad triangular" 
(ver 8 118). Por abuso de lenguaje se dice que x e y se hallan a la distanel 
díx, y). Se ve que, provistos de dí(x, y) =|r —y!, R y Q son espacios métricos| 
se les llama, respectivamente, recta numérica y recta racional. : 


EJERCICIOS 


1, Demostrar que en R* descrito por x= (X,, Xp .. 
de RrxR* en R, son distancias: 


1» X,) las aplicaciones siguiente 





a) d¡(x, N=- la —yl+ 0% + 1%, — Il» 
b) dix, y = sup | — y, | je [t a], 
O dir y =YA IE A, —)Y Y (distancia euclídea) 


(se podrá empezar con el A del caso a1= 2), 


2. Demostrar que si d es una distancia definida sobre E, lomera lo 
5 = d/(1 + d). 


111. Cálculos con radicales. Exponentes fraccionarios 


a) Raíces n-ésimas de x 
Las propiedades de la aplicación x=>x" (1 >0) de R en R muestran qu 
las soluciones de y” = x, es decir, las raíces n-ésimas de x son, en R (n enter 
estrictamente positivo), 


>0 Y=+ VD Y =-—Yx 
14 par ' :<0 no hay solución 
, x>0 y=Yx 
% impar q " | 
<0 y =—Y—x / 


para todo n>0:x=0, 





y=0. 
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b) Cálculos con los radicales 


ño — 
Observemos seguidamente que y «v, así como x, son positivos por definición 
en particular 


ve=|x|. 


n_— 
Utilizando la definición de yx y las fórmulas del 8 109, b, se demostrará 
fúcilmente que, cualesquiera que sean los números reales x e y positivos, y los 
enteros naturales m y n estrictamente positivos, 


mm 


mo m mo Mm Mo PO 
Ya= Y. VIY= VIV (Vx = yx. 





OBSERVACION 


listas fórmulas pueden ser inexactas si x O y son negativos; por ejemplo, si se designa 
32 
lu tuíz cúbica de —8 con la notación y— 3 =-— 2 (notación incorrecta según la definición 


A 
de un radical), se tiene 2 =Y—38 £ y (a 8) = 2, 


c) Exponentes fraccionarios 


Si x es un número real positivo, la primera fórmula anterior sobre los 
radicales muestra que (con p, q, p”, q” enteros estrictamente positivos) 
a _—— [- 
Le Yan = y xP, 
qa q 
Este número positivo único es, en consecuencia, asociado al número racio- 
Hal pg”' y no a la fracción p/g. Por otro lado, si pg”! es igual al entero natural 


A + . . “ . 
io y xP = 2"; resulta que podemos poner, sin peligro de contradicción, si p y q 
son estrictamente positivos, así como *, 


, 


200 = Y 3, grolO = [ae/0]A, 


Se verificará fácilmente, con la ayuda de las fórmulas precedentes, y teniendo 
en cuenta la igualdad a = 1 (x 2 0), que cualquiera que sean los reales x. e y 
estrictamente positivos y los racionales r y s, se tiene 


IN E AN E 
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ercicios 


Se considera un anillo A en el que todo elemento es independiente para la multipli- 3 
cación, es decir, para todo x de A, x2=x (cap, 3, ej. 51). Este anillo se llama anillo . $ 
de Boole. 


a) Demostrar que Á es de característica 2 y que Á es conmutativo (escribir que. 4 
x +x y x + y son idempotentes). 


b) Demostrar que para todo par de elementos x, y de A xy(x+y)=0. Deducir 1 
que si A es íntegro se reduce a (0) o es isomorfo a Z/2Z y que, si A está provisto 
de divisores de cero, posee al menos tres elementos. 


ce) Demostrar de una manera más precisa que todo anillo de Boole, no reducido a 
a cero, tiene dos elementos o al menos cuatro. Demostrar que sólo hay una estructura 
de anillo de Boole con cuatro elementos. 

d) Demostrar que 8(E) provisto de la «adición» (A, B)->AAB (diferencia simé- 4 
trica; ver 3 5, ej. 1) y de la «multiplicación» (A, B)>A MB es un anillo de 4 
Boole. 4 


A 
















Sea G un grupo abeliano (designado aditivamente), se considera el conjunto E de 4 
los endomorfismos de 'G provisto de las dos leyes (1, £)>f+g y (UL gr fog 
Demostrar que E es un anillo unitario, ¿Posee divisores de cero? i 
Estudiar el caso de G = (2/22) x (Z/2Z2) (V. cap. 4, ej. 73), 


Sean Á, y A, dos anillos, se provee A, x A, de las dos operaciones 


jp XD AR O Y) = (+ Y Ya + Yo) 
Lu 1) (Y Y) = (192 AY). 
a) Demostrar que A, X A, es un anillo llamado anillo producto cartesiano de A, 
Y Az , 
b) ¿Cómo son los anillos A, XA, si A, y A, son conmutativos? ¿Unitarios? ¿In-.:] 
tegros? ] 


Sea ÁA un anillo tunitario o no, se da al conjunto A=Z XA las dos leyes internas r 


Gn, d) + (a, b) =(m+n, a+ b) 
(m, a)(a, b) = (an, mb +4 na + ab). 


a) Demostrar que" A” es un anillo unitario; ¿cuál es su elemento unidad e? 
b) Demostrar que [0 x A es un ideal bilateral de A”, isomorfo a A. 


ec) Demostrar que si A tiene un elemento unidad e, (0, e) es un elemento idempo 
tente (capítulo 3, ej. 51) de A” y que pertenece al centro de Af, 


Tenemos un anillo A, se dice que un elemento x de Á es nilpotente si hay un entero 
1>0 tal que x"=0, Demostrar que si x e y son nilpotentes y permutables, x + y.f 
y xy son nilpotentes (para x + y utilizar la fórmula del binomio). 


Siendo A un anillo, análogamente lo es el conjunto A' = $(E, A) provisto de las 
dos operaciones f + eg y fg (8 90, ej. 5). 
a) Si X es una parte de E, la parte de A” descrita por las funciones f nulas sobre X 
es un ideal bilateral de A. ; 
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v6. 


v7. 


b) En el anillo unitario A* =S(R, R) se considera el ideal I(xp) descrito por las 
funciones nulas en xy fijado. Dado x, > x,, caracterizar los ideales intersección y 
suma de I(x,) e 1(x, (V. $ 94, ej. 2), demostrar en particular que T(x) + 1(x%,)= A 
deducir que K(x,) es maximal. 


Demostrar que A”/I[(xy) es un cuerpo isomorfo a R. 


Se considera un anillo conmutativo unitario A (elementos neutros Ú y 1) y un ele- 


mento fijo d de A. Se representa por A[yd] el conjunto A X A que posee las dos 
operaciones 


(a, 4) +(b, DY =(a + b, a 40") 
(a, 40 (b, DY = (ab + deb”, ab! + ab). 


a) Demostrar que A[yd] tiene una estructura de anillo conmutativo unitario. 


b) Demostrar que A” descrito por (4, 0), cuando a describe A, es un subanillo de 
A[vd] isomorfo a A, Se identifica A! y A (es decir, (a, 0) =4). 


Demostrar que todo elemento de A[yd] se escribe de una manera única a + a? (0, 1). 
c) Demostrar que si Á es un subanillo de un anillo conmutativo B conteniendo un 


clemento a tal que 0% =d, A[yd] es el subanillo engendrado porA U (a), que ha 
sido obtenido al hacer la adjunción de «4 a A: se dice que es una extensión cuadrá- 
tica de A, se le representa Ajo]. (Se demostrará primero que (0, 1% = (d, 0) = 


d) Se llama conjugado de z = x + ya (x, ye A) al elemento Z =x— ya y se designa 
N(2) = zz. Demostrar que 





rm 2, 2=:2r",  Ní(ez!) = Níz)N(z”). 


Demostrar que Ale] es íntegro si y sólo si A es íntegro y si para todo z de A[a], 
N() =0=>2=0, Demostrar que z es inversible en A[a] si y solamente si N(z) es 
inversible en A. Calcular z-1, 

e) Tomando A=Z, d=—1 y poniendo 4 = — 1 se obtiene el anillo Zin de los 
enteros de Gauss, 

Encontrar todos los elementos inversibles de este anillo, verificar que para la mul- 
tiplicación, describen un grupo de cuatro elementos. 


Con las mismas notaciones que en el ejercicio 96 se reemplaza el anillo A por un 
cuerpo contmutativo K, 


a) Demostrar que K[o] es un cuerpo 'conmutativo si y solamente si d no es el 
cuadrado de un elemento de K (d = «2 


b) Tomando K=Q y d=—1 se obtiene el cuerpo Q[í], mostrar que O[í] es 
el cuerpo de fracciones del anillo Z[1]. 


€) Igualmente sí K =0 y d es un entero natural > 1 no divisible por un cuadrado, 
Q[vVd] es el cuerpo de las fracciones de Z[yd]. 


Se dice que un anillo de integridad, unitario, A es euclídeo si tiene una aplicación 
f de A* en N tal que: 
l. Para todo x y todo y de A”, $00) > [0). 
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2. Para todo q de A y todo b de A* existen dos elementos q y r de A tales que 


a=bq+r y (r=0 o (< Hb). 
el par (q, r) es único. 
a) Demostrar que si la función f es tal que 


x% y > f(x — y) S sup (f60, 11) 


b) Demostrar que lodo anillo cuclídeo es principal (considerar un ideal Ix(0) 
y en Il, a tal que f(a) seca mínimo y aplicar la propiedad a x, elemento cualquiera 
de lL y a a). 

e) Demostrar que los anillos siguientes provistos de las aplicaciones f indicadas son 
euclídeos: 

1. A=Z, [600 =|x] (son únicos q y r?). 

2. A=K[X], f(x) = grado de x (K[X] es el anillo de los polinomios con coefi- 
cientes en el cuerpo conmutativo K; ver capítulo 11. 


3. A=Z[W2], $60) =]xx] (ver ej. 96 y 97). 
Se pondrá en Q[yY2], (60 =|x%| y se demostrará que para toda fracción a/b de 
elementos de Z[y/2] existe un elemento q de Z[y2] tal que f(a/b—q)< 1/2. > 


Encontrar q y r para a=7+3y2, b=2—y?. 
4 A=Z1il, fx) =xx (ver ej. 96 y 97). 


Se hará en QLi], Hx) = xx y se demostrará que para toda fracción a/b de elemen: 
tos de Z[il hay un elemento q de Z[i] tal que ftafjb—«p < 1/2. 

Escribiendo de una manera general Z= x+4ldy (x, yeZ) se podrá también repre: 
sentar z por un punto de un plano, referido a una base ortonormal, llamado imagen 
de z (ver $ 117) y determinar el conjunto de las imágenes de xb, iyb y (x + ib 
cuando b es un elemento fijado de Z[i], cuando x e y describen Z. Encontrar todos 
los pares q y r para a=5+6í, b=2 +1 


2, En Z[w2] descrito por “z=x + yvy2, se pone f(z) =!223|=|x2—2y?] (ver ej. 96) 


y se considera el conjunto U de los elementos inversibles de Z[y2]. 


a) Demostrar que z es inversible si y solamente si f(z) = 1 (ver ej. 96, «). Demos- 
trar que U es un grupo para la multiplicación. 

b) Para la relación de orden inducida sobre U por la relación de orden z < 2* definidu 
en R, clasificar x + Y2y con relación a 1 y —1 según los signos de x ce y. 

ce) Demostrar que entre los elementos de U estrictamente superiores a 1 hay uno zp, 
menor que todos los demás. Determinar 2p. 


Demostrar que el conjunto de los elementos positivos de UU es un grupo cfelico en- 
gendrado por zp. 


d) Resolver en números enteros las ecuaciones 


A. xi—2y?=1 2. 2—2y=-—1, 


100%. Se llaman enteros del cuerpo O[a] en que a? = d, d entero racional no divisible por 


un cuadrado KV, ej. 96 y 97) los elementos z =x + ya de Qla] tales que 24 2 y z3 
son enteros racionales. 

a) Demostrar que z es ruíz de una ecuación de segundo grado: 1% 44/x4a)3=30 
(a, a, enteros racionales) (es de aquí que proviene la palabra entero; se lama, en 





LI RCICIOS 231 


efecto, número algebraico toda solución de ax +...+4,=0 (9) ..., a, enteros 
racionales) y entero algebraico toda solución de la ecuación precedente cuando 
in = 1D). 

b) Demostrar que los enteros de Q[«] describen un subanillo A de Q[«], (obsérvese 
que si z y z” son enteros de Q[«], entonces 22” + 27" y 22 + 22” son enteros racionales). 
e) Demostrar que los enteros de Q[a] describen un grupo aditivo engendrado pot: 
l. ly a si d=l1 (mod 4), 

2. 1/2(1+0) y 1/2(1—a) si d =1 (mod 4) 

(sc demostrará que si z=aw+ba es un entero de Q[a], 24 y 2b son enteros racio- 
nales que verifican (20)2— d(2b) = 0, mod 4, y se determinará su paridad. Se 
ve, pues, que Á =Z[a] sólo es verdadero en el caso 1.) 

d) Demostrar que los únicos elementos inverstibles del anillo A por d<0 son 
l y —1, salvo para d =—1 y d = —3, encontrarlos todos en estos últimos casos. 


101. a y b son enteros naturales primos entre si tales que b< a. 


a) Demostrar que existen enteros naturales no nulos ay, ..., 0, tales que 


a 1 
q = d+ 





Í 
a+ 





1 
a+ 





1 
Ba.-1 + SR 
» 


(Utilizar el algoritmo de EucLipeS para encontrar el m.c.d. de e y de b, $ 99, ej. 2.) 


Se escribirá a/b = (4) 4), ..., 4,) (no confundir esta notación con un (n + 1) — étu- 
ple o con un ideal), se dice que (a), a,, ..., a,) es una fracción contínua. 
b) Consideremos la fracción continua (4), 4,, .... 0,3 (p < A), es igual a una frac- 


ción irreducible P,/Q, de términos positivos llamada reducida de rango p de afb. 
Demostrar que 
P, =P, 10, + Po» a, = 0,14, + 0.2 
P,Q 1— Poy 0, = ED? 
¿Cuáles son los valores P, y Q,? 
¿Qué relación hay entro P,, O, y los enteros U,, V, (8 99, ej. 2, by? 


pe 


É 


<) Encontrar una pareja de enteros racionales Y y yv tales que au + bv=1 para 
(mo 13, b=5; a= 75, b= 14. 


102 Si a, b, c son enteros racionales, se considera la ecuación en que las incógnitas 
x c y son enteros racionales 


(1 ax + by=e. 
a) Discutir la existencia de las soluciones de (1) (se introducirá el m.c.d. de 
d y b). 


b) Cuando (1) tiene una solución (xp, yp) encontrar las demás. 


c) Resolver 5x + 1l3y =6 en números enteros (utilizar el ej. 101, e, o el ej. 2 del 
3 99, o por tanteo con la ayuda del ejercicio 1, b, del £ 99). 
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Si p y q sen dos enteros primos entre sí: 
a) Demostrar que cualesquiera que sean los enteros y, z existe x tal que 


x= y (mod p) y  x=2 (mod q) 
(utilizar la igualdad de BezourT; para calcular un x, utilizar el ej. 101 e). Ejemplo 
p=35, q=13, y=3, z=9, 
Demostrar que todas fas soluciones x son congruentes módulo 4 = pq. 


b) Demostear que a un par (y, 2), y entero módulo p, z entero módulo q, «l 
resultado del apartado a) asocia una clase única x, módulo n. Sea f la aplicación 
del anillo producto (Z/pZ) x (L/gZ) (ver ej. 92) en Z/nL, también definida. 
Demostrar que f es un isomorfismo de anillos (se demostrará primero que es un 
homomorfismo, después que es inyectiva y se comparatán los cardinales de los dos 
anillos). 


Tenemos rf que es un entero estrictamente positivo, se designa por e(), indicador 
de EULER, el número de los enteros Mm tales que 1<m<n, y que m y A sean 
primos entre sí. 


a) Demostrat que p(1) = 1 y que p(1 es el número de clementos inversibles de 
Z/aZ; es también el número de generadotes de un grupo cíclico de orden r (ver 
cap. 4, ej. 74), 

b) Demostrar que n= Zo(d), la E se extiende a todos los divisores de n, 

<) Demostrar que si p y q son enteros positivos primos Centre sí. 


plog) = plprela) 


(contar los elementos inversibles de los anillos considerados en el ej. 103 b). 
d) Demostrar que si n= pr (p primo>0, k>0) 
1 
20 = 900 = pp lo 
I 


deducir de ello que si n= pk... piwes la descomposición de n en factores primon 


1 1 
=mi== ll... f1-— |, 
po >l P; ) Pr ) 


Se considera un anillo principal A. 
a) Se nos da a, d,, a, demostrar que existe D tal que 


(a) + (a, +... + (a,) 7 (D). 


Se dice que D es un m.c.d. de 4, dy ..., q, ¿cuáles son los otros? Enunciar 
y demostrar un teorema análogo al teorema 5” ($ 100). 


b) Se nos dan a,, a,, ..., €, demostrar que existe M tal que 
(aye) ... Nt,) = (10, 


se dice que M es un m.c.m. de dy, ..., 4,, ¿cuáles son los demás? 


e) Demostrar que en el anillo principal A, las propiedades 1, 2, 3, son equivalenten, 
igualmente que las propiedades 4, 5, 6 ($ 103, c). 
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110 


a) Sea A un anillo conmutativo unitario y una sucesión creciente (para la inclusión) 


de ideales IL, Gre N), demostrar que l == | l, es un ideal de A. 
2neN 
bj) Demostrar que cn un anillo principal, ¿oda sucesión creciente de ideales es 
Torzosamente estacionaria (ver $ 28) (considerar x tal que (1) = 1, definido en a), 
existe p, tal que x € Lo: observar que xA = (x) está contenido en LL). 
c) Demostrar que toda. familia Y no vacía de ideales de un anillo principal admite 
un elemento maximal. Deducir que en un anillo principal, todo elemento admite un 
divisor extremal, 
d) Demostrar que todo elemento x de un anillo principal puede escribirse 
= ik £ 

x= pr... pk 
de donde py, ..., p, son elementos extremales dos a dos no asociados y Ki, ..., K, 
enteros estrictamente positivos. y esto de una manera Única a condición de poder 
sustituir cualquiera p, por un clemento asociado. 
Un anillo unitario íntegro que tiene esta última propiedad se llama anillo factorial; 
hay anillos factoriales que no son principales (Y, cap. 11, ej. 355). 


Se considera el anillo A = Z[a] donde 2 =—3 y se escribez =x + ya, N(2) = z2 
(V. ej. 96). 

a) Demostrar que los elementos inversibies de A son+1 y — 1. 

b) Demostrar que 3, 24+ a, 2—a son elementos extremales de A. 

e) De la igualdad 3.3 =(2+04)2—o0), deducir que Á no es un anillo principal. 


Dado un anillo conmutativo A y un ideal 1 de A, se designa por f el homomorfismo 
canónico de A sobre A” = A/I Si J! cs un ideal de A” se escribe ] = f-KJ]”. 

a) Demostrar que ] es un ideal de A conteniendo 1. 

b) Demostrar que )' =F(); deducir que la aplicación del conjunto de los ideales 
de Á que contienen a I, en el conjunto de los ideales de A” definida por ] => K(h) es 
una biyccción, estrictamente creciente (para la inclusión de los conjuntos). 

ce) Demostrar que A/] y A*/J” son isomorfos. 


Seca A un anillo conmutativo unitario e I un ideal de A. 

a) Demostrar que A/I es un cuerpo si y solamente si Il es maximal (utilizar el 
ejercicio 108 b y el ejercicio del 8 106), 

b) Demostrar que todo ideal maximal es primo (utilizar $ 99, ej. 4. La recíproca 
cs en general falsa, pero en un anillo principal, todo ideal propio primo es maximal, 
ver ej. 105, €); por ejemplo, en Z, (0) es primo maximal). 


Se considera el anillo A = 2Z. 

a) Demostrar que Á es íntegro y que todo ideal A es principal. 

bh Determinar los ideales maximales de A; demostrar que hay uno y sólo uno 
tal que A/] no sea un cuerpo (A/] posce incluso divisores de cero) (A no es uni- 
lario, el resultado del ej. 109 a) no es aplicable). 


Se considera el conjunto S de jas sucesiones racionales (u,) provisto de las dos 
operaciones 
(4) + (2,) = (4, + 1), (1, v,) = (4,0) 
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S es, pues, FUN, O) (ver ej. 95), Se consideran los subconjuntos de $ siguientes: 
B conjunto de las sucesiones acotadas. 


A — E de Caucuy (Agustin). 

0 — — convergentes. 

Z e — convergentes hacia ceto, 

N = — tales que 4, es nulo a partir de un cierto orden. 


a) Demostrar que N, Z, €, A, B, S es una sucesión de anillos estrictamente cre: 
ciente, cada uno de ellos, salvo S, es un subanillo de los siguientes. ¿Cuáles son 
los anillos unitarios? ¿Tienen estos anillos divisores de cero? . 
b) Demostrar que N (resp. Z) es un ideal de B (luego anillos comprendidos entro 
N (resp. Z) y B). 

Demostrar que N es un ideal de $, y, en consecuencia, de- todos los demás. 

e) Demostrar que Z es un ideal maximal de A (si l es un ideal de A tal que Z 
esté estrictamente incluido en Í, se observará que l contiene una sucesión (a,) que 
no tiende a cero y se demostrará que l es igual a A). ¿Cuál es el anillo cociente A/Z? 
d) Demostrar que Z es un ideal maximal y primo de € (se demostrará que es maxi- 
mal como en €) y se utilizará el ej. 109, b) 

Demostrar que Z es un ideal no primo y no maximal de B (considerar las sucesiones 
definidas por a, =1+(— 1%, b, =1— (15. 

(Este ejercicio muestra que las propiedades «l es un ideal», «l es un ideal primo», 
«Í es un ideal maximal» son verdaderas y falsas para 1CA según el anillo A que 
analizamos; ver 8 94, observación.) 


Buscar las soluciones enteras de las congruencias siguientes (cuando son resolubles):; 
a) 5x = 12 (mod 7. 

bl 4x9 (mod 8). 

e) 1963x = 2000 (mod 1964), 


sia, bn son enteros dados, discutir la existencia de las soluciones enteras de 

ax =b (mod H). 

a) Sabiendo que los coeficientes y las incógnitas pertenecen a un anillo conmu; 

tativo unitario Á, en qué condición el sistema siguiente tiene solución 
ax+by=c ax + by=c. 

Caso patticular: Á es un cuerpo conmutativo, 

b) Buscar las soluciones enteras de los sistemas siguientes cuando tienen solución 


l. 7x+5y =2 (mod 8) 5x + 4y = 16 (mod 8). 
2, 71x + 5Y = 2 (mod 9) 5x + 4y == 16 (mod 9) 
Buscar el entero A para que el sistema 
Tx +5y=2 (mod 8) 3x4 Ay =16 (mod 8) 


tenga solución. 


Llamamos sección inicialmente abierta s, toda parte de Q poseyendo las propiedades 
siguientes: Ñ 

1. s es una parte propia (sx WD, s <Q). 

2. xXES Y yEX>yES 

3. 5 no tiene elemento máximo. 
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116, 


117. 


Se designa por S el conjunto de las secciones que empiezan abiertas de Q. 

a) Demostrar que el conjunto de los racionales x estrictamente inferior a un tacio- 
nal a es una sección. inicialmente abierta, que se la designará s(a). 

b) Demostrar que la relación s, Cs, es una relación de orden total definida sobre 
5, se la representará $; E 5. 

cc) Si (s) es una familia cuyo conjunto de índices es 1, de elementos de S acotados 


superiormente por sy determinar que s=| |s, es una sección inicialmente abierta 
i6l 

y que cs la menor que contiene cada s.. De ello deducir que en S totalmente orde- 

nado por $, £ 5, toda parte acolada supcriormente tiene un límite superior. 


d) Demostrar que dado s, y s,, s, <s,, hay un racional y tal que s; < s(x)< 5). 


Sean s, y s, [ver ej. 114) descritas, vespectivamente, por los racionales x, y xa; Se 
designa s, + s, la parte de Q descrita por Y, + Y, 

a) Demostrar que s, E s,eS se define también una adición en $; demostrar que 
es conmutativa y asociativa, 

Demostrar que s(x)) + s(x,) = s(x, + x,). 

b) Demostrar que s(0) es el elemento neutro de esta adición. Dado s de S, de- 
mostrar que el conjunto de Jos racionales x tales que sÚs(—x) es una sección 
inicialmente abierta s” verificando s +8” =s(0), se la representa —s. (Utilizar el 
hecho que el orden definido sobre Q es arquimediano.) 


e) Demostrar que pata todo s de S 


5 E 5595 + 55745. 


Los resultados de los ejercicios 114 y 115 dan, pues, a S una estructura de grupo 
aditivo totalmente ordenado. 

a) Demostrar que S” descrito por las secciones inicialmente abiertas s(x), x des- 
cribiendo Q es isomorfo para la adición y el orden a O, se identificará x y s(x), en 
consecuencia QCS, 

Se llamará número real cada elemento de S (su conjunto se designa por R), es 
o bien racional (si pertenece a Q), o bien irracional, si pertenece al complementario 
de Q con relación a R. 

b) Demostrar que el orden sobre R (s, < s,) es arquimediano, que entre dos reales 
cualesquiera, hay un racional y que entre dos racionales, hay un irracional, 


Si s es un real estrictamente positivo (s > 0), se escribe (ver ej. 114 a 116) 

A * 

Ss = snQí. 
a) sis; designa el conjunto descrito por x,x,, donde x, y x, describen, respectiva» 
mente, sí y sí, demostrar que sisUQ. es un real >0 (es decir, una sección 
inicialmente abierta) que se designará por ss, se define así una multiplicación en 


R*; demostrar que es conmutativa, asociativa y distributiva respecto a la suma 
y que sí x, y x, son racionales estrictamente positivos 


s(xstx) = s(x,x7). 
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b) Demostrar que para todo s de R* ss(1) =8. 
e) Si x describe y =sNnQ% demostrar que el complemento tespecto a o: del 


conjunto descrito por x=! es una sección inicialmente abierta s% verificando que 
ss =8s(1), se le representará s-?, 

d) Demostrar que s,>0 y s,>0 implican ss >0, 

e) Extender a R la multiplicación definida cn rR” (v. $ 62, la prolongación de Z 
de la multiplicación en N) imponiéndole la condición de ser distributiva respecto 
a la suma; demostrar la regla de los signos; demostrar que para todo s de NR 
ss(0) == s(0). 


Demostrar que todo real s2>0 (ver ej. 114 al 117) admite una raíz r-ésima única 
estrictamente positiva 3 (examinar el conjunto de los racionales positivos x tales que 
si) <s y utilizar el hecho que toda parte acotada superiormente de R tiene un 
Tímite superior). Discutir la existencia y el número de las raíces n-ésimas de un número 
real cualquiera. 


Demostrar que cl conjunto E de los axiomas de R, E,, E., Ez, E, ($ 109) es equi- 
valente al conjunto E” de los axiomas E,, E,, Ey, Ef - Ej: «la intersección de una su- 
cesión [a,, b,] (ne N) de intervalos cerrados que verifican para todo rr, a, £4,,, 
Y Bay Eb, €s no vacío». 

(Para E=> E” introducir sup 4, e inf b,. Para demostrar que E”=>E considerar una 
parte X no vacía acotada superiormente de R y el conjunto M de sus cotas su- 
periores, Si 4€X, hay un entero natural mínimo p, tal que 44 p,22"sM, Consi- 
derar los intervalos 1, = [a + (p, — 12%, a +p,2-"] y su intersección ] (no 
vacía) y demostrar que T no puede contener dos elementos distintos.) 


Sea G un subgrupo aditivo de R, se designa por G” el conjunto de los elementos 
estrictamente positivos de G y se pone m=inf G”. 


a) Demostrar que m => 0. 


b) Demostrar que G pertenece a uno de los dos tipos siguientes 
1. meC” entotices m >0 y G =m2Z, 


2. méG', entonces m—=60 y para todo x real y todo h real estrictamente positivo | 


hay al menos un elemento de G en Jx—%, x+4Al. 


e) Si (uu, v) describen Zx Z y « y b son dos números reales dados, demostrar 
que el conjunto descrito por ua + vb es un subgrupo G de R. 
¿Qué propiedad de (a, b) permite decidir st G es del tipo 1 o del tipo 2? 


Si x es un número real, se designa por [x1, llamada parte entera de x, el mayor 
entero racional contenido en x, es decir, el entero p tal que pEx<p+1.Sixe y 
son reales y n un entero estrictamente positivo, demostrar los resultados siguientes 


a) [x+yl|=[x] +[yl+28 com  2¿=0 0 e=L 
b) [x—yl=[x]—[y]—z con e=0 o e=1l. 


o lx]+ tl ot [+ e = [nx]. 
n A 


d) |] =[x]. 
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NUMEROS COMPLEJOS 


Il. El cuerpo de los números complejos. Módulo de un número complejo. 
Il. Representación geométrica de un número complejo. Argumento de un 
número complejo. 


lil. Aplicaciones de los números complejos. 


Il. El cuerpo de los números complejos. 
Módulo de un número complejo 


112. Introducción 


Memos visto que en R los números estrictamente negativos no tienen raíz 
cuadrada. Nos proponemos determinar un supercuerpo conmutativo de R, K, 
en el que todo elemento admita una raíz cuadrada. En particular, — 1 deberá 
tener una raíz cuadrada, sea £ una de ellas; luego 2*-+1=0, 

Vamos a demostrar que si existe K, el subcuerpo K” engendrado por 
R ly [7) está descrito por los elementos de la forma « + a, en donde a y al 
describen R. Desde luego 


(0 a+ ai=bl>a=d=0 
“ono para ql at 0, ? raíz cuadrada de —] pertenecería a R. Por otro lado, 


tin reglas de cálculo en un cuerpo conmutativo prueban que, teniendo. en 
enenta P+1=0, 


(2) (a + 4D +1 + DD =(la + db) + (0 + DU 
(3) (a + aD (b+ 07) = (ab—- ab) + i(ab" + ab). 
Las igualdades (1) y (2) demuestran que 
11) la + ai be boro la =b, Y =D, 

5 


pr 


Un fm, la igualdad 
(a + ad (a -- a) = E +07 
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lo que demuestra que, si a + 4420, es 


, 


a O E 
e +qa? a+a” Aya? 
pues en R: a44+a?=0, equivale a a=a'=0; luego a + a1=0, 

Luego si K existe, K” descrito por a + a es un cuerpo. Observemos que ¿ 
debe cumplir las condiciones: ¿ pertenece a K e *+1=0, si existe otro 
elemento ¿, de K tal que (1 +1=0, se ve que el subcuerpo Kí de K, 
engendrado por R U (ij es isomorfo a K': no podemos determinar K” más 
que salvo un isomorfismo. Vamos a construir un cuerpo, el cuerpo € de los 
números complejos isomorfo a K”; demostraremos seguidamente que el cuerpo 
obtenido responde a la pregunta: todo elemento y admite una raíz cuadrada 
(8 114); veremos incluso en el $ 119 que todo elemento de C admite raíces 
n-ésimas en C y en el capítulo 1l que toda ecuación con coeficientes 
de -., a, en € de la forma 


aa” aarid...+44=0 


admite al menos una solución en el cuerpo C. 

La igualdad (4) muestra que hay una biyección entre el conjunto K” —si 
existe — y R x R; además, la igualdad (2) demuestra que existe un isomor- 
fismo entre el grupo aditivo K” y el grupo aditivo R X R provisto de la adición 
(ver $ 79) 

(25 la, 0) +(b, b)= (4 4+b, a +5; 
en efecto, 

IATA ara ANS la a+ lO, d) 
be bis(b, db”) : : 
guiados por (3) proveemos, además, R xXR de la multiplicación 

65 (a, a) (b, PB) =(ab—a'b”, ab' + ab), 

La igualdad (3) demuestra entonces 

(a + a) (b +b')=>(a, a) (b, b”. 

Luego si demostramos que C, es decir, el conjunto R X R provista de las 


operaciones (2% y (3% es un cuerpo, habremos probado la existencia de K', 
esto es lo que vamos a hacer, 


113. El cuerpo de los números complejos 


Sea C el conjunto Rx R provisto de dos operaciones definidas por las 
igualdades (2) y (3 del parágrafo precedente, 

La suma (2% da a este conjunto una estructura de grupo aditivo, el ele: 
mento cero es (0, 0) y el opuesto de (a, a, es el elemento (— a, —a?). 





| 
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La multiplicación (3') es asociativa 
A = [(e, a) (b, b')Yltc, e) = (ab — a'b”, ab” + ab) (e, e”) 
= [(ab — a'bje —(ab” + atbye”, (ab — abc” + (ab” + a'bje] 
= (a, a) [(, d') (e, CJ] =(a, a) [be —bre", bo” + bro] 
= [a(bc — b'c”) — a'(be” + bo), a(be” + b'c) + a'(be — bey] 
se ve fácilmente que 1 = u. 
La fórmula (35 muestra inmediatamente que la multiplicación es conmu- 
tutiva; finalmente es distributiva respecto a la suma; en efecto, 
(a, 4), 9) +(c, 2] =(a, a)[b+< D+ 0] 
2 [a(b + e) —4(b" + e), ab" + 0) + ab +] 
= (ab — ab", ab" + ab) + (ac — ate, act + ac) = (a, 4) (b, DO) + (a, ay (e, c0. 


Busquemos si existe un elemento unidad (x, x”); para todo (a, a) tendremos 
era a dx-—-4a =4q 
(a Aa 7 =( e ' ata ql 
De donde (x, 159 = (1, 0 
En fin, para todo (a, 4) + (0, 0), hay un inverso (hb, 6”, pues 


? aa 1 
(a, adi, by = (1, DE emi 
De donde 
a a — q 
a 
es decir, 

PS a —a' 

a ea El 


pues (8 109, b) en el cuerpo de los reales (a, 440 es equivalente a 
¿+an 0 

Luego el conjunto R x R provisto de las operaciones (2%) y (3) es un 
cnerpo conmutativo C. 


Veamos finalmente que la parte de C descrita por (a, 0) es un subcuerpo 
de E isomorío a R. En efecto, 


a>(a, 0),  — b=>(b,0) 
a+tbola + b, 0) =(a, 0) +(b, 0) 
ab->(ab, 0) = (a, 0)(b, 0) 


hicvo: 
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TEOREMA Y DEFINICIÓN. — El conjunto R x R provisto de las dos operaciones 


(a, a +(b, b) =(a+b, a +b") 
(a, a) (b, b% = (ab—a'b?, ab! + a'b) 


es un cuerpo conmutativo cuyo subcuerpo descrito por (a, 0) es isomorfo a R. Sus elemen- 
tos neutros son (0, 0) y (1, 0). Se le llama el cuerpo C de los números complejos 0%, 


Identifiquemos a de R y (a, 0) de C; luego (0, 09 =0 y (1, 0) =1; R es 
entonces una parte de €, Observemos que para b real 


bía, a) =(b, 0) (a, a) = (ba, bad. 
En consecuencia, 
(5) (a, a) = (a, 0) +(0, a) = a +aí0, D) 
esta descomposición es única (ver 3 81), Por otro lado, 
(0, DO, DD = 1, 0 =-—1 


tradicionalmente se escribe (0, 1) =1; todo número cómplejo a se escribe, 
pues, de una manera única bajo la forma 


a = (a, 4) =a+ a p=-—Ll. 


Volvemos a encontrar así el subcuerpo K” (del cuerpo K del que eciaiaidS 
la existencia). 


OBSERVACION sobre los órdenes eventuales definidos sobre el conjunto C, 


El conjunto € equipotente a Rx R puede ser ordenado de varias maneras, Se ve 
lácilmente, por ejemplo, que las relaciones de orden (8 24 y $ 108, ej. 4) 


(Ry) (4, 4)2(b, 0) =(14X b, a <b') 
(BY (a, E (b,db)=>(a<b o a=b, a Eb') 


proveen al grupo aditivo € de una estructura de grupo ordenado (parcial para R,, tolul 
para R)). 

Por el contrario, no existe relación de orden total sobre € tal que € sea un cuerpo 
ordenado: en efecto, 1 =12? y — 1% son cuadrados en (C, deberían ser entonces los 
dos estrictamente superiores a cero, no siendo nulos; ahora bien, — 1 y +1 son opuestos; 
es, pues, imposible que sean los dos estriclamente superiores a cero ($ 108). 


114. Raices cuadradas de un número complejo, Ecuación de segundo grado 


Hemos construido el cuerpo € como supercuerpo de R en el que - | 
tenga al menos una raíz cuadrada. Vamos a demostrar que todo número 
complejo tiene dos raíces. cuadradas y demostraremos en el 8 119 que todo 
número complejo tiene r raíces n-ésimas. 


(19) Se dice también de los «números imaginarios», 
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4) Sea el número complejo a+ ib, demostremos que tiene dos raíces 
opuestas; sea x + iy una de estas raíces 
+ iy = a+ ibor— Y + Zixy = a + ib 
lenhemos que resolver el sistema de coeficientes e incógnitas reales 


+ (q =a 
fé=s=a y) o 


ey on) =-—= 
Papidsa , 
da xyb > 0 











voy Ka?) son, en consecuencia, raíces de la ecuación de coeficientes e in- 
cópnitas reales 
pl 
Po ay —= >= 0; 
4 


esta ecuación tiene una raiz positiva x2 y una raíz negativa — 42); entonces, 
sn ambigiiedad, 


, vas bha A e+ba 
e EA AS 
2 2 
J Ve ba y=8é y va + ba 


con == l, siendo e y e” tales que yb > 0, luego tales que es'b> 0; 
de donde obtenemos dos soluciones” 





[VEH a 
Z1= 2 > 


a a e 





una de ellas (con e,s; del signo de b), y 2, = —2, la otra. 
Para b=0 y a2>0 se encuentra 


a = eya 2 = — 2; 
pia b=0 y a<0 (atención: ye =|a| =—a) se encuentra 
z, = ely — a A 
S.a=b=0 se encuentra 2, =2,=0, luego: 


Trorema. — Todo número complejo tiene dos raíces cuadradas opuestas. Son distintas 
uutre sí, si y sólo si el número es no nulo. 


lO. —- ALGEBRA 
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b) Consideremos una ecuación de segundo grado con coeficientes coma 

plejos (a 0) 
a?+bx+c=0 
se puede escribir 
al bx?  bi--4ac 0 
+*=oi ——_——=0. 
2a ) 4a? 

Se presentan dos tipos de discusión según sean a, b, c reales o no: 
(D) a, b, c reales 


=b + eyb?—4ac 
B-—4ac> 0 NET A (2 =1) 
24 
—b + giy 4ac -— Pb? 
bp? —4ac< 0 == E a o (2=1 
2a 
b 
b-—4a0 =( e 
la 
(2) a, b, < no reales. Sea d un número complejo tal que 
d? = P— 4ac 
—b + ed 
b—4ac 0 a AA (2 =1) 
2a 
b 
pb —dac=00 X= -—, 
2a 


EJERCICIOS 


1. Encontrar las raíces cuadradas de 5-—6l, 4ab+ Ma? —b3)i (a y b reales). 
2. Resolver las ecuaciones 


A a e 140) A5 A 12) = 0, 2—21 + idx + 1—ai=0 (a real), 


3. Siendo a real y b complejo, resolver 1x2— 2abx 4 b? = 0, 





115. Números complejos conjugados. Reglas de cálculo 


dd Enz=x-+iy (x e y reales), x se llama parte real de z e y parte ima 
ginaria de z (esta última denominación es un abuso de lenguaje, pues y Q 
real); se dice también que y es el coeficiente de 1. 

Se utiliza las notaciones siguientes 


zZ=x+iy> (x= Az, y = Jz). 


Un número complejo de la. forma iy (y real) se llama complejo. pur 
o imaginario puro. 
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bj) Se llama número complejo conjugado de z=x + iy el número com- 
plejo x—iy que se representa z. Tenemos 


A) = RG), 462) = — 76) 


1 1 
D=0E+D 1M=>3 (12). 


Un número complejo es real si y sólo si z=Z. 
Un número complejo es complejo puro si y sólo si z+2Z=0, 
Por otra parte, para todo z y todo z” de € 


D=z ¡G+2D=24+2  (2)=232 


lego la aplicación z>2 es un automorfismo del cuerpo C que deja invariante 
vada número real, Además, es involutivo (8 15, ej. 6). 


IJERCICIO 


Demostrar que todo endomorfismo f de un cuerpo € que deja R invatiante es una 
de las aplicaciones siguientes: para todo z de € 


dy m0, Dn o ím=2 


(utilizar el ejercicio del $ 109, b). 


c) Las fórmulas (2) (64) y (5) y (5 del $ 112 muestran que las sumas, 
sustracciones y multiplicaciones se efectúan en C siguen las reglas de cálculo 
de un cuerpo conmutativo reemplazando ? por —1. Para la división observe- 
mos que 


22 (x + Ya — 4) = 2 + y 


luego si z es un número complejo no nulo y z” un número complejo cualquiera 


I-JERCICIO 


Si z y z son complejos, se considera los tres números 


A, E ee 
1 +zz 1+z l+zz" 


Demostrar que X? + Y? 4+Z2=1, Demostrar que X, Y, Z son reales si y sólo si 
do 


q 
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116. Módulo o valor absoluto de un número complejo 


a) Consideremos la aplicación de C en R, definida por 
2x4 iy 2] =V22= y + Y 


1z | es el módulo de z. 
Observemos que 


lzj=|—=2|=]z2l,  Jrf<lz)  Jy|<]Izl 


Esta aplicación posee las propiedades siguientes 


(1) z=0s=|z|=0 
Y) pz" ,=12)j2"] 
6) [+7] =<|2 +12] 


(1) es evidente, ya que en el cuerpo de los reales x? + y? =0 es equi: 
valente a x=y=0, Para (2) y (3) es suficiente comparar los cuadrados de 
.dos miembros (siendo éstos positivos) 

22" 2 = (22) (22) = (22) (22) = (22) (22) =|2 PP] 2" P 
27 P=(2+ 2) (242)=(0420 (842) =22 +22 +22 +22 

=|z2P + 2R(23) +]7 |? 

pues el conjugado de zz” es zz"; según las: observaciones anteriores 

a) <|22|=|2] [2] 

luego 

lz+7Ps[zp+]rP+212]]2] =(2]+]2 |. 
De (3) se deduce fácilmente que 
lz; + z + ... + Za | pS |z; | +] 2] a y | Za, |. 


Se ve luego que la aplicación z->|z| de C en R, es un valor absoluto 
(8 110, definición 2); por otra parte, la aplicación (z, 2) >| z—2'| de Cx € 
en R, es una distancia (8 110, definición 3): 


TEOREMA. — Provisto de la aplicación z>!z2|=yz2z, C es un cuerpo valorado. Prqu 
visto de la distancia díz, 22) =]z—2'|, € es un espacio métrico, 


Se puede llamar a |2| valor absoluto de z, la costumbre hace que se 
prefiera a menudo el término módulo. 


bj) Para todo número complejo z no nulo y todo número complejo z' 





; 
E 
| 
E 
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Tenemos en particular el resultado siguiente: 
Un número complejo u tiene por módulo 1 si y sólo si g =u"'; además, 
cualquiera que sean u y v de módulo 1 


jout[=|o| ¡ut¡=[e] |aj=1 


TEOREMA. — El conjunto de los números complejos de módulo 1 provisto de la multi- 
plicación es un grupo, se le designa por U; es un subgrupo del grupo multiplicativo C*. 


En particular, 
Pp=—] P=—i ¿=l: 


De una manera más general para todo entero n 


¿== 1 mol —= i ¿442 ="=>:1 +3 — 


==] 


e 


Luego i engendra un subgrupo multiplicativo de orden 4 de U. 

Sea z un número complejo no nulo, el módulo de z|z|-* es 1, luego todo 
número complejo no nulo puede escribirse de una manera única 2 =|z|u, 
siendo u un número complejo de módulo 1. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que | |z|—|z"| | <|z+2'; 
2. Demostrar que todo número complejo de módulo 1 puede escribirse de una 
manera única bajo la forma (1— 1m/(1 + la), taeR). 


Ill, Representación geométrica de un número complejo. 
Argumento de un número complejo 


En esta sección utilizaremos nociones bien conocidas del lector: punto, 
vector ligado, vector libre, traslación, homotecia en el plano afín de dos 
dimensiones; a continuación: longitud de un vector, ángulo de dos vectores, 
rotación en el plano euclídeo orientado de dos dimensiones. Trataremos estas 
cuestiones: de una manera más general en este libro (capítulo 15, $ 235) y en 
ul tomo IM (Geometría) cuando estudiemos los espacios reales de dimensión n. 

Naturalmente, este estudio será independiente de los resultados que vamos 
a obtener aquí para los números complejos, 


117. Interpretación de los números complejos mediante vectores o puntos 
del plano 


Llamamos punto del plano R x R toda pareja (x, Y). Así, O, A y B son, 
respectivamente, los puntos (0, 0), (1, 0) y (0, DD. A todo vector libre V, o a 
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todo punto M se le puede hacer corresponder (x, y) o 2 =x + iy biunívoca: 
mente mediante las fórmulas - 


Y =x0A + yOB, OM=x0A + yOB 


mn : 
x e y son las coordenadas (x abscisa, y ordenada) del vector V o del punto M, . 
Notaremos esta biyección 


z>V=0M. 


e é 
Se dice que z =x + ty es el afijo del vector Y o del punto M y que Y 
y M son, respectivamente, el.vector imagen y el punto imagen del número 


complejo z (fig. 11), se designará a este vector V(z) y a este punto Míz), 

Los números reales tienen por imágenes los puntos de Ox que se le llama 
el eje real y los números complejos puros mediante los puntos del eje Oy: 3 
que se Hama el eje imaginario; el plano R XR imagen del conjunto € de 1 
los números complejos se llama el plano complejo. Estas dos denominacio. * 
nes: eje imaginario y plano complejo son abusos de lenguaje, tanto el eje 
como el plano están descritos por puntos de coordenadas reales, 

Las definiciones de la adición de los “vectores libres y de la suma de log 
números compiejos muestran que el grupo aditivo de los vectores libres es 
isomorfo al grupo aditivo € (fig. 12) 


0 E E A 


= 
2. vV 


a] 





(1) 
Fig, 11 Fic. 12 
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mr > 
En particular, a z y —z corresponden V y —V, o dos puntos M y M” 
simétricos respecto a O, Si los ejes son rectangulares a z y 2% corresponden 
dos puntos simétricos respecto al eje real (fig. 11): 
Si M, M', D tienen por afijos respectivos z, 2”, z-—z' se tiene 
— 


OD =0M— OM! = MM 


por consiguiente: El afijo del vector M'M es el afijo del extremo disminuido 
del afijo del origen. La restricción al eje real nos determina el resultado bien 
conocido 


M'M = OM — ÓM.. 
Además, para todo número real k 


0) (> V) => (kz kV). 


EJERCICIO 


Si a, b, z son complejos, demostrar que (z—«a)/(2—b) es real, si y sólo si existen 
dos números reales qu y B yerificando a+ fB=1l tales que z=00+ fl, Interpretación 
geométrica; ¿cuál es el afijo del punto medio del segmento AB? 


118. Interpretación de los números complejos mediante vectores o puntos 
del plano euclídeo orientado. Argumento de un número complejo 


a) C provisto de la distancia d(z, 2) =|z—z'| es un espacio métrico 
(8 116, a), luego si escribimos 
OM = V =x0A + yOB, OM! = V'=xOA + y'0B 
la aplicación de R?x R* en R, definida por 
(M, M)>d(M, M) =|2—7| =/6— + QU —yY 


es una distancia llamada distancia euclídea (8 110, ej. 1); R* provisto de esta 
distancia se llama plano euclídeo. Pondremos 


[VI =[1OM||=d(0, M)=|2|=V2 FE 
| v I| se llama norma euclídea de V (ver $ 231, c), las propiedades del módulo 
de z demuestran que (a real) 
! v | =0 >V:=0 
la I=10] INA] 
[V + V |< VI +I11V1. 


(22) Hemos dibujado las figuras 11 y 12 en ejes rectangulares, pero en este párrafo, salvo para 
evta interpretación de las imágenes z y z, esto no es de ningún modo necesarlo. 

(23) Las propiedades (1) y (2) mos permitirán decir en el capítulo 7 que el espacio vectorial 
Ax R (sobre R) es isomorío a C espacio vectorial sobre R ($ 125, ej. 4). 
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El espacio de estos vectores libres de R? provisto de esta norma es el 
espacio euclídeo de dos dimensiones (ver capítulo 15, $ 231). 

Definiremos en este espacio el producto escalar V . v y diremos «que 
V y v no nulos son ortogonales si y sólo si y . Y =0, Si OA y OB son 
ortogonales y si || OA l=| OB | =1 

V.V=xxe + yy 


— — 
se dice entonces que los vectores libres OA, OB forman una base ortonormul 





del espacio euclídeo de dos dimensiones. Vemos que |jV |] = a V.V ono cs 


$ 
entonces más que la “longitud” de Y de los estudios elementales y d(M, M' 
la longitud del segmento MM'; la tercera propiedad de la distancia es la 
propiedad clásica de los triángulos, de donde su nombre de desigualdad tri= 
angular. 


> > 

Definiremos en el 8 235 los ángulos de dos vectores (V, V') o de dos 
semirrectas (d, d'), La medida de un tal ángulo €s un número real módulo 27 
(5 18, ej. 4 y la tabla), es decir, un elemento del grupo cociente R/21Z (8 75, 
ej. 2); esta medida no es, pues, un número real, sino una clase módulo 2% 
y debería estar representada por o; por abuso de lenguaje diremos, 'sin em- 
bargo, que e, a”, ..., representantes de q son medidas del ángulo considerado; 
en fin, para simplificar la escritura designaremos por la misma notaciónY2 el 
ángulo y sus medidas; escribiremos, pues, 


> > 
(Y, V)=0=0a (mod 27). 
> — — — : 
Cuando para todo vector libre de R?: V =0OM=x0A + yOB, tenemos , 


[OA I|=|¡OB]||=1,  OA.OB=0, (OA, 0B) == (mod 2n) 


— — 
diremos que OA, OB es una base ortonormal de sentido directo (ver 3 168), 
lo que supondremos en todo lo que sigue. 


b) Sea z=x+diy de imagen M, el módulo de z es 
lzl=Y22=/+y =¡OM!|=r 


(Q2 De hecho harían falta cuatro notaciones (ver $ 235): 
> >» 

-- na para el par de vectores (V, V>, 

7 

a > 
— una para el ángulo de dos vectores (Y, V”, 
— una para la medida del ángulo «a (elemento de R/2xZ), 
—otra para los representantes de esta clase (elementos de R). 
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es la “longitud” del vector libre V = OM; el argumento de z0'es la 
medida del ángulo (OA, OM) 
(DA, OM)=8  (2m). 


Así, para dos números complejos no nulos de módulos y argumentos 
respectivos r y Q y rf y 0 
2=2=2> [Gr =>, y 0=09 (mod 27)]. 
Sea z un número complejo no nulo, existe un número complejo de módulo 1 
único u tal que z =|z!u ($ 116, b). Los números complejos de módulo 1 tienen 
por imagen los puntos del círculo de centro O y de radio 1 (“círculo trigono- 


métrico”); luego si M es la imagen de z 0, la semirrecta OM corta este 
círculo en un punto único U de afijo u y 


OM=|OM|OU — z=/(zju 
las coordenadas de U son cos Q y sen 0, de donde 
u == c08 0 +1 sen 0, z=r (cos 0 + i sen 0) 


con (+ 0d 








E =rcos 9 (1) r=vV1f+ y (2) 


> 
y=rsen 09 (1) cos 0 = 
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z=x+iy es la forma algebraica de z, z=r (cos 9 +1 sen 0) su forma 
trigonométrica, las fórmulas precedentes permiten pasar de una a otra. 


Observemos que las fórmulas (2'”) determinan el real € módulo 2x, luego 
(ke Z) 


r (cos 8 + ¿sen 0) =7" (cos 0 + 1 sen a 


Consideremos finalmente la fórmula 


-Y 
qies 


válida para x > 0, a menudo útil, pero que no determina el argumento de 
z=x + iy 0 está definido por esta fórmula módulo *. 


Observemos, en fin, que el argumento de z=0 no está definido. 
EJEMPLOS 


z no es nulo: 
1. Si z es el número real x 


x<0 |]xj==x argx="w (mod 2n). 
x>0 Iixl=x arg X= 0 (mod 27). 


2. Si z es el complejo puro iy, el módulo es jy| y el argumento es congruente 
módulo 27 a 7 oa = según que y>0 0 y<0, 
Así, Ji] =1, arg im (mod 27). 


3 |—zl=lzj se (-iD=agz+%, (mod 27). 
4 lii=lz] arg (2)  =-—Aartgz, (mod 21m), 


5. Supongamos, en fin, siendo e y « dos números reales (a 0), 
z=4 (cos 4 + isen a) 
a>o0 iz|=a AZ (mod 21) 
azDd  ¡zi=—a4a  argz=a+r (mod 27). 
ce) Sea dos números complejos 
z=r (cos $ + í sen 0), Zi =r (cos 9 4 ¿ sen 05. 
Tendremos 


zz' = rr” (cos Ó cos 0 —sen 0 sen 0 +1 (cos O sen 0” + sen Ú cos 0”). 


22" = yr [cos (0 + 0) +1 sen (0 +0] 
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De donde por inducción 
n 


A | n [os Bd, +1 sen o | 
Il []> |[+2%+ 02 


k-1 


El módulo del producto de un número finito de números complejos es 
igual al producto de sus módulos, su argumento es congruente módulo 2% 
a la suma de sus argumentos, 


En particular (7 entero > 0), 
[r (cos 9 + i sen B)]" = +" (cos 10 +1 sen n0). 


Sizx=0 
Es 1 _Z _ r (cos 86-—i sen 0) 
Ti p ; 
1 : 
e 0 —i sen 0) 
z y . 





y siempre con z 0 


NS | 
ara [cos (8 — 0) + 1 sen (0 —0)] 
en particular, si n=—m” es un entero negativo 
. 1 
Adi Er] za ==] 


pa (cos nO + i sen m8) 
=p" (cos R0—i sen 20) =7" (cos 1) + £ sen n8). 


Tenemos, pues, para n entero racional cualquiera (fórmula de MoIvRE) 


| (cos O +1 sen 9 = cos nd +1 sen 1, ne Z 


d) Se verá en el tomo IT (Análisis) que 








a e? =c0s Q + ¿sen 8 
en particular (k entero racional), 
gim ] er =.-1] 
lendremos (ne Z) 


eBgi — gilo+ e, (eid)-l = g-2, (eii = gris, 
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Todo número complejo z ="r (cos 9 +1 sen 0) puede entonces escribirse 
bajo la forma 
z = rei 


llamada formá exponencial, particularmente cómoda gracias a las fórmulas 
recordadas anteriormente para efectuar productos y cocientes. 


EJERCICIOS 


1, Encontrar el módulo y el argumento de los números complejos siguientes (a y Y 
reules) 


+ io 113, 3+/3  2a+K1—al) 


l+ecos a +e sen a, i+4+esen a ecos a (m2 1) 
1 ¡ ; ñ 
Eo ai A EA + iv 3, (1 canoa ¿Ju (ne Z) 
1l—cos a -—i sen a 
gía + elf 


lite, tea +iteb, ———. 
g g gb + elara 


2, Si p y q son dos enteros naturales, encontrar z para que 2? y 2% sean conjugados, 


119. Raíces n-ésimas de un número complejo 


a) Sea z el número complejo r (cos Q +4 sen 6) > 0, busquemos 
zó=r' (cos 0' + ¿ sen 0 


tal que para nm entero >0 sea 
Z=2z 


Er? (cos 0 +2 sen 4)]* =+" (cos 10 +3 sen 20) =r (cos Q +1 sen:0) da 
(con k entero racional), puesto que r y +” son positivos, 


ro=y W=y7 
> 8 2krx0 
f= 2 Y =— ho, 
10 =0+ 2kx ' pa 


Todos los números obtenidos tienen el mismo módulo, serán distintos yl 
sus argumentos no son congruentes módulo 27%: luego para obtenerlos todo 


es necesario y suficiente dar a k, nm valores enteros consecutivos; por ejemplo, 
0,1, 2, .., n—l: 


TEOREMA. — Todo número complejo z=r (cos 0+i sen 0) so nulo tiene r ralcun 
n-ésimas 





*.— 0 + 2k 9 + 2k 
VE ca Hi E) 
1) A 


DEk=<n—1 
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Se tiene, pues, 


2 
lora] = Ze) Arg Zpyy = ATg Za + e (mod 2-1) 


se pasa, pues, de la imagen M, a la de M¿,, por una rotación de centro O 
> 21 
y de ángulo —, luego: 
n 


Las imágenes de las n raices n-ésimas de un número complejo no nulo 
para n > 2, son los vértices de un polinomio regular de n lados con centro 
en O, 


b) Volvamos sobre el caso particular de las raíces cuadradas utilizando 
la forma trigonométrica z =r (cos 0 +1 sen 0) 0. 


Estas dos raíces son 


r| cos y + 1 sen E 
Z= — — 
li UN: 2)” 
0 ] y 
Zi =r| cos YET + sen +" = — Zo 
encontramos que son opuestas y que, por consiguiente, sus imágenes son 
simétricas respecto a O. 


120. Raíces 7-ésimas de la unidad 


a) Si Z' es una raíz n-ésima de z=">"r (cos Q+1 sen 0) 0 todas las 
raíces 1-ésimas z' de z son tales que 


q Z=2z 


(5) = 1, Z=Z' 0 


us decir, 


z 
donde w, es una de las 1 raíces m-ésimas de la unidad, por consiguiente: 


TEOREMA, — $e obtienen las n raices n-ésimas de un número complejo no nulo multi 
plicando una de ellas por las n raíces n-ésimas de la unidad. 


bj) Es suficiente, en consecuencia, estudiar las n raíces n-ésimas de la 
unidad; tendremos, al ser el módulo y el argumento de 1, respectivamente, 
| y 0 (módulo 21) 





Jikan 
2k , 2k E 
td = cos E + sen LE 

n A 


=g " O<k<n— 1) 
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Observemos las fórmulas tw; = (to)! =w-¿ (la primera igualdad traduce 
la propiedad característica de los complejos de módulo 1: 4 =u” ($ 116, b)). 


EJEMPLOS 


l n=2 6% = 1 da l1y—l 
n=3 tu = 1 da 


2H —1+iy3 


2, : 
y = a = [0 


4T án  —i—iy3 = 
O E PO lc ARES 
3 3 2 





Observemos en particular que (fórmula que es general, ver ej. 3) 
I+¡+2=0 
3 m=4 wz=1l da uy=l m=i M=—l eh 
ok 
4 n=2p: moy = cos 24% 47 sem UE = cos E 
2p 2p p Pp 


hay dos y sólo dos números reales tay = 1, dy =— l; respecto a los n—2=Ap— 1) 
restantes, podemos agruparles por pares de Loto conjugadas , y w_¿= 06%, con 
1<k<p—1, las imágenes son los vértices de un polígono regular teniendo dos vértices 
sobre el eje real. 








2kT 
5. n=2p+1:0,=c<0s + ¡sen 
Pp pl 2p +1 


2p+1 
una sola es real y =1, las n—1= 2p restantes se agrupan por pares de raíces conjun 
gadas to, y 0, =6, con 1<k:< p, las imágenes son los vértices de un polígono regular 
siempre simétrico respecto al eje real, pero teniendo sólo un vértice encima, 


c) Las n raíces n-ésimas de la unidad describen un subgrupo del grupo 
multiplicativo U; en efecto, cualquiera que sean k-y k' enteros 
2ikn Zim y 2i(k—Kk)a 


=e n 


e >” 


er” 





luego ww)! es una raíz n-ésima de 1, su conjunto es un subgrupo de U 
(8 72, c). Designémosle por U, y consideremos la aplicación de U, en Z/nZ 
definida por 
2ikn 
e” >k 
esta aplicación es biyectiva, pues 
like tir 
k=k=ok=k (mod nee” =e*", 
(23) Los físicos (en particular los electricistas), que utilizan los números complejos, reservan | 
para la intensidad de corriente, mientras que designan por f una de las ralces cuadradas de «] 


utilizan otra letra, en general «, para representar las raíces cúbicas de 1. En los libros de electrioldí 
encontramos P=—1l y uwu=1, 
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Por otra parte, cualquiera que sean k y Kk' 
Jikm 2ikta 2h +) . 
enter =e * => ik+Kk]=k+kxr 
de donde (ver $ 75): 


TEOREMA, — El conjunto de las n raices n-ésimas de la unidad es un subgrupo del 
grupo multiplicativo U de los números complejos de módulo 1; es isomorfo al grupo 
uditivo Z/nZ, 


La segunda parte de este teorema ha sido ya demostrada de una manera 

general en el $ 83 (pues U,, es un grupo monógeno de orden rx). Busquemos 
2ipr 

en qué condiciones e " engendra U,,. Es necesario y suficiente que cualquiera 

que sea el entero q, exista un entero u tal ue 

2igu Zion .” 2ipur 

al a 





es decir, que existe también un entero v tal que 


2 
O CAS 
n n 






pu + nv describe el ideal (p, 1) de Z (8 99); es necesario, ( 
ideal sea Z, es decir, que p y am tengan por m.c.d, l, esto 
pr mos entre sí ($ 99, teorema 5). 


ues, que, 


ué -seín 


2ipn 
TEOREMA Y DEFINICIÓN. — Un elemento e * del grupo U, de las raíces n-ésimas 


de la unidad, engendra este grupo si y sólo si n y p son primos entre sí. Se dice entonces 
2ipr 
que e * es una raíz primitiva n-ésima de 1. 
Zin 
Así, 1 =e " es siempre raíz primitiva 2-ésima de 1 y para n primo 
toda raíz n-ésima distinta de =1 es primitiva, 
Para 1n=6, (1 ts Son primitivas, pero nO 0 0 03 0% 


EJERCICIOS 


1. Encontrar las raíces m-ésimas de z para los valores siguientes de n y de z 
z = 4ab + 2(a?— b2)i (a, b reales) n=2 








2=1+ií  2=1i—j o m2 
1+ 143 
2=l+jh 2=——— ' n=3 
1— iy3 
ze (a real) neN 
1— la 


l+itgx 
(se pondrá a= tg a y se demostrará que las raíces n-ésimas son de la forma 


y real). : | i—itgx 








l 
t 
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2. Encontrar las órdenes de cada uno de los elementos de U,, (ver 8 83, ej. 4), 
3. Calcular 


obseryar en particular la fórmula 


IM, Aplicaciones de los números complejos 


121. Aplicaciones a los cálculos trigonométricos 


a) Si rn es un entero natural, calculemos cos ra y sen na en función de 
cos a y sen a; la fórmula de MoOIvVRE 


cos na + i sen na =(cos a + i sen ay 


nos da con la ayuda de la fórmula del binomio 





(D cos na = (cos ay — ( (cos a)? (sen a +... 
+ (— 1)C? (cos ajyr=* (sen aye+.,, 
10) sen na = Cl (cos ay! sen a—C (cos ay? (sen ay +... E 


+ (— IP'CP+ (cos ay-?r=1 (sen ar, 





naturalmente, se trata de sumas finitas; el último término no está indicado, 
porque su forma depende de la paridad de n. Estas fórmulas se las puede 
llamar “fórmulas homogéneas”, pues dan cos na y sen na en la forma de 
polinomios homogéneos (ver $ 186, b) en cos a y sen a. 

Si cos ma y cos a son no nulos, se obtiene 


Ci, tg a— (O (tg a +. + EPOCA (tg ar, 


la 
El 
Ñ 


(3) tg na= 


Asi», 
(5 cos 24 = cos? a—sen? a (15 cos 3a = cos? a—3 cos a sen? a y 
(25 sen 24d =2 sen q Cos a (2 sen 3a= 3 sen a cos? a—sen q 
2tga 3 tg a— tg a 
3" tg 2a = —_—— 3 tg Fa = ———_—_—__—— 
6) 20 1— tg a 07 S 1—3 te a 





(24) Utilizamos el abuso de notación clásica: cos? a por (cos a, sen” a por (sen ay, etc. 
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Es interesante buscar si, gracias a la fórmula cos? a + sen? a= 1, se puede 
ublener cos na y sen na en la forma de un polinomio en cos 4 0 en sen q, 
se verá fácilmente que cualquiera que sea n 


cos na =P (cos a) 
y que 
n par cos na = Q (sen a) 
n impar sen na =AR (sen a) 


PQ, R son polinomios de grado n (ver ej. 1), así 


cos 24a=2 cos a—1 == 1—2 sen a 
cos 3a= 4 cos? a —3 cos a sen 3a = 3 sen a—4 sen? a. 


b) Es a menudo cómodo transformar un polinomio f en cos a y. sen q 
en polinomio trigonométrico, es decir, determinar las sucesiones finitas (aj) 
y (b,) tales que 


f (cos a, sen dd) => (a, cos ha + ba sen ha) 


h=0 


se puede hacer por aplicación repétida de las fórmulas elementales de trans- 
lormaciones de “productos en sumas”. Se simplifica los cálculos utilizando al 
mismo tiempo las fórmulas 


E 1 +c0s 2a 3 l—cos 2a 
cos? a — —_——— se a= a 


Los números complejos nos permiten obtener sistemáticamente esta des- 
composición. Observemos primero que las fórmulas 
e =c08 4 +1sen a ecíí=cos a—i sen a 


nos dan las fórmulas de EULER 





gia + eta : gta —b -ta 
cos qa= — sen ad == ————; 
2 21 
y se deduce 
q + ecia ” gh UA pcia n 
(cos 4"=| ———-- (sen ay =| ——_ =>" 
2 2 


que al desarrollar por la fórmula del binomio, agrupar los términos equi- 
distantes de los extremos y aplicando las fórmulas de EULER, nos determina 
un polinomio trigonométrico (ver ej. 2); por ejemplo, 


2 cos? a= (ela + ei == gía + Jgdiag-ia + Feitg dia Ju ghia 
= (8 4 e) + Het ep £7) =2 cos 34 +6 cos a 
Qr sen! qa= (e — ep = ge Je Hg ia + 9 lap tia as eta 
= (e — gia) — Het -— e = 2 sen 3a—6i sen q 


17. -— ALGEBRA 
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de donde 


cos a : cos 34 + E cos q sen? a as 3a + ? sen q 
= — cos — COS q, == — — ; 
4 4 4 4 


Este método se aplica a todo polinomio en cos a y sen a (ver ej. 3), 


c) Factoricemos las dos sumas C y $ siguientes (a y f números reales, 3 
n entero natural) h 


C=<c0s a +C0s la + B)+... + cos [a + (n— 1)8] 
S =sen a +sen (a + B)+... + sen [a + (1— 18] 


para esto caiculemos C +25 
n-1 
Cc + iS = gta + e a+B) e a etie+(n—1)8] = gt eike 
: k=0 . 3 
es una progresión geométrica de n términos, de primer término a==e" y de + 
razón q =e%, luego si q 1 (es decir, f >< 2h4r, h entero), tendremos po: 
niendo BP = 2f' 
si 5% a 

l1—q gia cos nf — i sen af 





C+iS=a1+q+..+9%1)=a4 





1=q lL—cos B—i sen fB 
2 sen? nf” —21 sen aB' cos 1B”_ sen nf” A sen 18 "— 1 cos af 
sen? pr— 2 sen B* cos PB” sen Y sen fB'—i cos f' 
—_ Sen ny, cos AB + sen 16 _ Sen n8 Ed : 
sen P' cos PU +isen fo - sen fl 
de donde 
n n 
sen - B sen e 
Cos [a+ (07 |> ss [a+ 000 |] 
sen — sen — 


2 


en particular, para x real y rn entero natural 


sen (1 + D5 
l+4c0os x ecos 2 +... + cos A OB 


sen — z 
2 
sen (+ DS 
sen Xx sen 2 +... +sen nx = ——ÁÚ son 1. 


sen -7 
2 
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YJERCICIOS 


Il. Demostrar que los polinomios P, O, R definidos anteriormente son de grado » 
(caleular el término de mayor grado utilizando el ejercicio 4, $ 92). 

2. Efectuar los cálculos que dan cos na y sen na en la forma de polinomio 
liluonométrico (distinguir dos casos según la paridad de m). 

$, Escribir en la forma de polinomio trigonométrico 


2 cosí x send x 4 cos? x sen? x, 


4. Calcular (con «a, f p números reales, n entero natural) 


n—É n—-1 
Y p* cos (a + KB), A ok sen (a + kB). 
ka0 £=0 


122. Aplicación de números complejos a la geometría afín plana 


1) Consideremos la traslación M-—>M' definida por 
— > 
mM MM'=A 
> 

a, y z son los afijos respectivos de A, M, M', tendremos 

(15 Z=zZ2+4, 

Kecíprocamente (1% implica (1), luego a cada traslación corresponde bi- 
infvocamente un número complejo. Además, las notaciones evidentes 


MM'=A 
=> »=>30'=24+(a+b) 
M'M” =B 


Inego si toy s son traslaciones representadas, respectivamente, por los números 
complejos a y b, la traslación sof=tfos está representada por a + b, de 
donde: El grupo de las traslaciones del plano es isomorfo al grupo aditivo 
de los números complejos. 


Fic. 14 
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b) Efectuemos sobre los ejes Ox y Oy la traslación representada por 
Zo = Xp + io que los traslada a M¿X, M,Y, donde M) tiene por afijo Zo Si 
z2=x+iy y Z=X3+1Y son los afijos de M, respectivamente, respecto A 
Ox y Oy, y MX y M,¿Y, tendremos 


(2) OM = OM, + MM 
X= Xp + X 
, = Z 
109) Z Zo + re 


En una traslación de ejes “el afijo antiguo” de M es igual al “afijo nuevo” 
aumentado en el afijo antiguo del nuevo origen, 


c) Hemos visto en el $ 117 que si k es real no nulo, con z y z” afijog 
respectivos de M y M” 


6) OM! = k0M > 2 = kz | ES) 


la fórmula (3 representa, pues, la homotecia H(0, k). Estudiemos la homo- 
tecia H(Mo, Kk), y sea 2, el afijo de Mo. Al considerar los ejes M¿X y MY 
deducidos de Ox y Oy por la traslación zp, tendremos 


Z' =kZ e 2 — Zo = k(2 — 2p). 
Recíprocamente estudiemos la transformación M(z)->M'(z5 definida por 
(4) ¿=a +b  (aeR*, beC) 


Si hay un punto invariante Zo se tendrá z=a4zp + 0; luego existe un 
punto invariante y uno sólo si a l. En este caso (4) puede escribirse 
2 —2y = 42 —20), 


es la homotecia H(Mo, X). Si a=1, es la traslación asociada al número com. ¿ 
.plejo b, a 


123. Aplicación de- los números complejos a la geometría euclídea plana : 


a) Dado el número complejo a=k%X (cos a +iosen qa)=ke* (k real d 
estrictamente positivo), interpretemos geométricamente la aplicación a 


(1) Z=>2Z' = 02, 
Sea M y M' las imágenes respectivas de z y 2”, pongamos z=rel 
zi = re", tendremos 


r” = kr 


18" — bgiaygit 
re kerre Nada (mod 2m) 





at] APLICACIONES 261 


de donde 
OM” [| = k|| OM || 
— — 
(Ox, OM) = (Ox, OM) + a (mod 21) 


liego (0) representa la semejanza S(0, Xk, a); se sabe que 
HO, -k, a+ 7=S0, k, q); luego si se impone a k el ser estrictamente 
posilivo a toda semejanza plana 50, k, a), se le puede hacer corresponder 
de manera biunivoca el número complejo kei, Además, si T(O, !, 8) es otra 
semejanza de centro O, tendremos con las notaciones evidentes 


z' = ke z = az , 
ke > z% = klegilar+B z= (abyz, 
2” = let z' = bz" 


lín consecuencia, si dos semejanzas de centro O están representadas, res- 
yuclivamente, por los números complejos a y b no nulos, la semejanza “pro- 
dueto” está representada por ab, es decir: 


Eb conjunto de las semejanzas planas de centro O, provisto de la compo- 
ción de aplicaciones es un grupo isomorfo al grupo multiplicativo C*. 


lin particular, si k == 1, la fórmula 
z'= ez 
define la rotación RO, q). Sia=00a="w y k real no nulo, volvemos a 
encontrar la homotecia H(0, k) definida por 2' == kz. 

Si H,, £, K, S representan, respectivamente, los conjuntos de las homo- 
lecias positivas, de las homotecias, de las rotaciones y de las similitudes todas 
de centro O, provisto de la composición de las aplicaciones, H,, X, KR, $ son 
lim prupos isomorfos, respectivamente, de los grupos multiplicativos R*, R*, 
(1 Ct y se tiene 

XK. cc Has, Rc S. 


hh Considerando los ejes M¿X, MY deducidos de Ox y Oy por la tras- 
lelón zp tendremos para la semejanza SíMy K, q) 

(2) Zi = keZ ez — 2y := kelv(z — zp) 
la tormaula (2) es de la forma 

ES 2'= az 4 b. 


Consideremos a priori la fórmula (3) en que a y b son números complejos 
vstuleiquicra, Si (3) se escribe en la forma (2), encontraremos zy¿ tal que 


A) Za = 42 + b 
al y uólo si d >< l, en este caso la transformación definida por (3) admite un 
punto invaciante único M, de afijo zp, restando (3% de (3), se obtiene 


2 — Zq == AÍZ — Zp). 
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Siax0 y ax1 poniendo a= ke (k>0) se encuentra la forma (2) 
Si a=1 volvemos a encontrar una traslación, de donde: : 
TEOREMA. — La transformación del plano, Míz) > M'(z) definida por 


Year +b la » 0) 

es biyectiva. 
Si a=kex1, (K>0) es una semejanza de razón k y de ángulo a; se reduce 

a una rotación para k=1 y a una homotecia para % =0 (mod 7). : 
Si az= 1, es una traslación, 


OBSERVACION 


El conjunto de las semejanzas del plano provisto de la ley de composición de la» 4 
aplicaciones no describe un grupo; en efecto, a 


zx =az +6b 
>23"=Az+B Á x= ad. 
| = az +b" 


Se puede tener 47% 1, a y 1, aa = 1; por el contrario, el conjunto de las biyecciones 
definidas por 2” = az +b lar 0) es un grupo. 


c) Demos a los ejes Ox, Oy una rotación R(O, «), se convierten en P 
OX, OY; sea z y Z los afijos respectivos de un mismo punto M, respectiva» ¡ 
mente, respecto a xOy y XOY, tenemos E 

[2 |=/Zj=| OM] 

Larg z= (Ox, OM) = =(Ox, OX) + (OX, OM) = a + arg Z (mod 27) 
de donde | 

z= Ze 
es decir, 


x=X cos a — Y sen a 


a + y = (X +2Y) (cos q + sen a) o 


d) Consideremos dos puntos Afa) y B(b) y un punto M(z) distinto de B 








2—a iz—aj [MA] 
12=8B 1 (¿—b]  [[MBI 


arg =— = arg (2 —d) —arg (2 —b) m (Ox, AM) —(Ox, BM) 





= (BM, AM) = (MA, MB). (mod 21) 
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"Trorema. —El conjunto de los puntos Míz) tales que aa =k>0 es un 
Z¿— 
vlreulo sí kx 1 y una recta si k=1 (la mediatriz de A(a) B(b)). 


= se (mod 21) (resp. mod 1) 





Ef conjunto de los puntos M(z) tales que arg 
q, 
gn tu arco de circulo (resp. un círculo) si a. 0 (mod 1). 





FJURCICIOS 


l. ¿Cuál es el conjunto de los puntos Míz) tales que (z —a)/(z —b) sea real positivo 
(renp. real negativo)? 

2. ¿Qué resultado da el estudio anterior (subpárrafo d) para b=4á? Relación con 
el ejercicio 2 del $ 116. 


124. Geometría del plano analítico C= CU[( o J. Grupo circular 


u) La aplicación z->z"! no está definida más que en C*: es una bi- 
yección de C* sobre sí mismo; podemos “añadir” a C un “punto del infinito”, 


fepresentado >=. y proveer al conjunto C=Cu [co j de una suma y una 
inwltiplicación no definidas totalmente, induciendo sobre C la adición y multi- 
plicición de números complejos escribiendo 


(Vz2EC) 2+o=0w, (V2EC—[0) 2Zo=o 


law elementos de C se llamarán finitos. Obseryemos que añadiendo «e a € 
diatruimos la estructura de cuerpo e incluso la de grupo aditivo, ya que el 
alemento o no es regular para la adición. 
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Sin embargo, vamos a demostrar que se puede definir una biyección de 
C sobre una esfera S e incluso suministrar a C de una distancia $ tal que la 


biyección anterior sea un homeomorfismo%) de c provisto de la distancia 8, 
sobre S, supuesta S sumergida en el espacio euclídeo R* que posee la distancia 
euclídea habitual. 
Examinemos las fórmulas del ejercicio del $ 115 (z=x + ty) 
Z+ +2 2x EA Z 24 
= = Y =1 = 
1 A +4 +23 1+2+p 
_ 1-22 LR 
C14+zz 1+ +8 











tenemos X24 Y? + Z22=1 y observando que Z x —]1 


. PO O a po ON 2 
(15 xo uo 1 cCl+a2 
A todo punto mm de afijo z de € hacemos también corresponder un punto 
único M(X, Y, Z) de la esfera S de centro O y de radio 1, Sea P el“ 
punto (0, 0, —1) de S, las fórmulas (1% muestran que P, m, M están alineas * 
dos; se ve inmediatamente que el plano complejo C descrito por míz) y la ; 
esfera S son inversas en la inversión UP, 2). 
Esta aplicación C—>S inyectiva según las fórmulas (1% no es suprayectiva 
pues P(0, 0, —1) no es la imagen de ningún punto de C; pero si ponemos 


zZÉeC Kz) = M(X, Y, Z) [(00) = P(0, 0, — 1) 


definimos una biyección f de € sobre S de la que la restricción C es la 
inversión T(P, 2). pS 
Pongamos ahora 


0) (Wz, 228€) — 8(z, 2) = D(M;, M>) 





(esta fórmula comprende como caso particular (26 C) 5(z, 0) =D(M, PY) 


siendo D la distancia euclídea de R?, definimos así una distancia 5 sobre ¿ 
llamaremos plano analítico“ el espacio métrico así definido, La definición 
(2) muestra que es homeomorfo a la esfera S llamada esfera de RIEMANN 080 
ciada al plano analítico. El homeomorfismo f es igualmente una isomotril 


pues la distancia de z, y de 2, (en U) es, por definición, igual a la distaneld 
de M, y M,) (en S). 


(25) Se llama homeomorfismo de una parte A de un espacio métrico E sobre una parte B de 
espacio métrico F toda biyección f de A sobre B tal que f y f-* sean continuas para las dintang 
definidas, respectivamente, sobre E y F. 

(26) En el libro de Geomelría veremos que E puede identificarse con el espacio proyectivo com 
de una dimensión, es decir, con la recta proyectiva compleja. (Se podría definir análogamente ln 
proyectiva teal R que contiene un solo punio en el infinito, que no debe confundirse con la recta Mu 
cerrada R que contiene dos puntos en el infinito — + y +, Ver libro de Análisis.) 
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HIERCICIOS 


f. Utilizando la definición de la distancia euclídea en R3, 








DIM, M) = OL — XP + (MA — Y + (2,2 
A yv uma fórmula bien conocida de la inversión, demostrar que 
217, —2,| 


(z, € C, 23€ 0) E 2) = 3 
vd + [2 Dd +]z, 1 





demostrar, por otra parte, que 
2 


yiFTeR 


q 
Deducir que las cuatro biyecciones siguientes de €: sobre sí mismo (fheC, ke C*) 
“on contiguas, como también sus aplicaciones recíprocas (es decir, que son homeo- 


ízeC) Be, 00) = 300, 7) = 


¡ p 
morlismos de C) 
2=>2+h, z2>kz, 2 zii, z2>2 


tua el estudio de la continuidad a distancia finita se observará que si ['2,|<r, [22 |<r 
it tene 


2/2 —2,| 
142 


yo infinito se utilizará Gtco, z)). 


< Mzy, 29<2|z 2771] 


Demostrar que la restricción a C* de la biyección de € sobre sí mismo definida 


Pa 
que ¿> (231 es la inversión HO, 1) y que la restricción a C* de la biyección de € 
wbre sí mismo defínida sobre z=>z"1 es el «producto» conmutativo de la inversión 
HO, 1) y de la simetría respecto a Ox. Interpretar geométricamente (ke C*) 


2 =kfz, 222 =Kk/M2— 2). 


Ve sutipondrá primero A real, luego k no real.) 


hy Función homográfica 


Consideremos la aplicación f de C en sí mismo definida por (a, b, c, deC) 
az +b 


Hz iia si 2x0 y 2% dic 


fio) =ajc,  fRdjo)= «o. 
MN restricción de f en C define una semejanza o una traslación si c=0. 
H, -0 
dad—bce 1 
e d 
LA 
e 
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Si ad —bc =0, f es constante, diremos que f es una función homográfica 
impropia. Si ad— bc 4 0 (siendo c nulo o no) f es biyectivo, diremos que f 
es una función homográfica propia. Está compuesta de un número finito de 
aplicaciones de uno de los tipos siguientes (he C, keC*) 


224 Rh 2>ffi=kz  2>fiM=z"". 


Estas aplicaciones son biyecciones de C, las restricciones de hyfoac 
representan, respectivamente, una traslación y una semejanza y la restricción 
de f, a C* representa una inversión-simetría (ver ej. 2 anterior). Las aplica- 
ciones M(2)>M'(z5) asociadas a-las restricciones de z->2'= fu(z) 
(h =1, 2, 3) conservan los ángulos del plano orientado, y el conjunto de círcu- 
los y de rectas del plano se conservan globalmente por cada una de ellas, 
Por abuso de lenguaje diremos que fi, fa, fa y f, función homográfica, operando 


en C, conservan los ángulos y el conjunto de rectas-círculos, de donde el 
nombre de transformación circular dada también a la función homográfica, 


EJERCICIOS 


me 
3. Demostrai que toda función homográfica propia es homeomorfismo de C sobre sí 
mismo. (Se obsesyará que el elemento compuesto de dos homeomorfismos es un homeo: 


morfismo; es suficiente, pues, demostrar que f,, f, f, son homeomorfismos) (ver ej. | 
«anterior), 


4. Si A y C son números reales y B complejo, demostrar que el conjunto de los 
puntos Mí(z) verificando” 


Ed Azi+Bz4B24+C=0 


es un círculo si A +40 y una recta si A =0. Demostrar que la ecuación (1) representa 
una recta si y sólo si (1) se verifica para z= oo, e 

5. Se llama puntos focales de la función homográfica propia” 
z-> Hz) = (az + bj/(cz + d), los puntos de afijos p =—d/c (puntos focal objeto) y 
Y! =afc (punto focal imagen), se tiene f(p)= ww y foo) = Y”, ¿En qué condición la 
transformación homográfica transforma un círculo en círculo, un círculo en recta, una 
recta en círculo, una recta en tecta? 

Demostrar que la telación z'= f(z) puede escribirse 


(2—9 (2 —v) =A 


hacer explícito el valor de A, 


c) Grupo circular 


Si se pone 
az +b , az +b 
a 1 
con ad-— bc 0 y add —Db'c 0 tendremos 
(da + D'oz + ab + dd 


CPOS dd 
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3] 


(da + DoXcb + 4d) — (ab + bidKcta + d'c) = (ad — beXa'd' — b*c”) 


vn consecuencia, ffof es también una función homográfica propia (se sabía 
ya que era una biyección como compuesta de dos biyecciones). Por otro lado, 
>z es una función homográfica propia, igualmente que 
—dz +b 
Z => Mz) = ——————— 
cz —a 


luego: el conjunto de las transformaciones homográficas propias es un grupo 
que opera en el plano analítico. Se le llama el grupo circular (sus elementos 
conservan globalmente el conjunto de círculos y rectas). 


«) Razón doble de cuatro números complejos 


En la traslación 2>2'=2Z+Hh para todo par de puntos distintos Z; 22 


, ROPA _ 
A A 


ie dice que 2¿—2, es un invariante para toda traslación. 
En la semejanza 2>2'== kz (k 2 0), 23 — 2, = kíz, —2z,), pero si consi- 
deramos tres puntos distintos 
E r 
zp 2 — 4 
O 
ZA 22 
diremos que (z, —23)/(2¿— 2) es un invariante para toda semejanza y toda 
traslación. 
5n fin, la transformación 2->2'' >= z7! tenemos 


1d r 
AZ 2,2, —2, 


A A AKXÁ 
ZE 2 72%), 
pero si consideramos cuatro puntos distintos 
1d , , r e 
Z "7 2; 2 — 2, 2, — 2 Zi Za 


Y AAA : =0 


, pt? pt r 
Zn Za 2, — 24, 2, — 2 Za — 24 








vste número p es un invariante para 2>23*!, 2>kz y 2->2 + h, de donde: 
'IBOREMA Y DEFINICIÓN. — Dados cuatro elementos de C distintos 0 10 Z,, Zz Zz Zgr 


enundo el elemento de C 
E —Zy 22 
¿PE NANO 
Za — 2 Z; "— Zq 





exo definido, es invariante por toda función homográfica; se le llama la razón doble 
de los cuatro números y se escribe p = (2, Za Zz 24). 
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Así, si 2,=23 (%,, 2 24 distintos 2 a 2) 





p= 0, 
si z=2;, (Zi, Za z¿ distintos 2 a 2) 
p => eo, 
si z= 0 (2, Zy 27 finitos, distintos 2 a 2) 
Zi — 2; 
p= á 
2 — 2 


CoroLarIo. — Dados seis números complejos finitos o no 21, 2 z, los tres distintos E 


y 25, 2), 2: los tres distintos, existe una función homográfica propia única f tal qué 


E)=2% (k=1, 2, 3). 
En efecto, si 21 = fíz) existe, se tendrá 
(2%, 2, 2 23) = (2, Zip, Ep 24) 
esta relación resuelta en z” muestra que f es una homografía propia y que 
fej=2% (Kk=1, 2, 3) 


EJERCICIOS 
6. Demostrar que si se pone (7, Zo 7p 24) =p se tiene 
(Za 21 Zar 23) = (23 Za Zyp ZH= ÁZp 239 Zip 21) = Po. 


Deducir de lo anterior que sí p es una permutación cualquiera de (1, 2, 3, 43, lucgo $ 
un elemento de S, (38 85% pl) = (Zap Zpy Za) Zn(4)) toma al menos 6 valores. Du. “4 
mostrar que > 


(z. la Ey 23) = 1 (21, y la 24) =1—p. 


Deducir que los 6 valores que puede tomar p(p) son p, 1/a, l1—p 1(1—pA, 
(p— D/p, p/(p-— 1). Demostrar que las aplicaciones que hacen corresponder a p uno de lon 
6 valores precedentes describen un grupo isomorfo a $, (ver capítulo 4, ej. 62). 

7, Demostrar que p(p) toma menos de 6 valores únicamente en los casos siguientes: 


a) Dos números y sólo dos son iguales 
; pla) E 10, eo, 13. 


UA 1 La 4 
2 


cuando p =—1Í se dice que la razón doble es armónica, 


1 
Dp=—1l, a o 2, 


d p=-=jo —Pip=1) 
plas i— j —2). 


8. Dados cuatro puntos M,, M,, M,, M, del plano euclídeo, de afijos Z,, Za 24 3 
(números complejos finitos), demostrar que la razón doble (z,, Zp 24 2) es invorlaniga 

















4 901] APLICACIONES 269 

por un desplazamiento de ejes; se dirá que esta razón doble es la razón doble 

(M,, My, My Mp) de los 4 puntos; calcularlo en función de las longitudes de Jos 
e 


ycetoros MM, y de ciertos ángulos que estos vectores forman entre sí (utilizar el $ 123, 
d). ¿Qué se puede decir de los 4 puntos si p es real, si p es real estrictamente positivo 
v estrictamente negativo? (utilizar el $ 123, d). 


e) Puntos invariantes de la función homográfica 

Las soluciones a y f de z=f(z) están dadas por 
c2 + (d—arz—b=0. 

Si cx0 tendremos 


A= (d —a? + 4be = (a + d? — Mad —bc) 0 ax f (a y B finitos) 
A=0 y da a =f (a finito). 


En el caso en que A +0 para z, yx zz tendremos 
(Ej, 2 Mo B) = (2, 2p o B) 
un cálculo fácil muestra que 


ZA 20 Z—0 2 





AB AB mb 2—) 


uf es biyectiva existe luego un número complejo s +0 tal que para todo z 
(ió =f(z)) se tiene 


(1 





Z—a 2—4 
=8 
Pp 2 


vs la forma canónica de la función homográfica relativa a los puntos invarian- 
les supuestos distintos. 
En el caso A=0, a d, un cálculo fácil nos permite encontrar la forma 
unmónica (A € C) 
1 1 


(2) BER OO 
Za. 20 








+ h, 





HERCICIOS 


Y, ¿Cuáles son los puntos invariantes (en C) de una semejanza, de una traslación? 
Piuneiar y demostrar los recíprocos. 

Siendo f una función homográfica que tiene dos puntos invariantes distintos en C, 
oy [%, se, designa por g la función 2=>g(2) = (2 —)/(z -— 8), demostrar sin cálculo 
gio gofog=!l es una semejanza z-—>kz. Calcular k. 


0, Siendo s el número definido por la relación (1), demostrar que s + e se expresa 
s 


iislomlmente en función de a, b, c, d. 
Il, Demostrar que los puntos focales (ej. 5 más arriba) y los puntos invariantes 
de uma transformación circular tienen el mismo punto medio. 
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f) Transformación involutiva 


Se dice que la función homográfica propia f es involutiva si f=f-! (o la 
condición equivalente: P =fof es la identidad; $ 15, ej. 6), ello es así si 
y sólo si a+d=0; como 


7 = fía) 2 = (2) 


se puede decir que z y 2” son homólogos en la involución f. 


EJERCICIOS 


12, Demostrar que las Únicas semejanzas involutiyas son las simctrías con relación 
a un punto, Mostrar que las involuciones no reducidas a una semejanza tienen sus puntos 
invariantes a. y B distintos y finitos y que 


(2, 2% a, $) == i, 


Deducir que una involución está determinada por dos parejas (2, 2) (2, 23) de 
puntos homólogos, 

Demostrar que los puntos focales (ej. 5) están confundidos y que la relación z' == f(x) 
puede escribirse (z — p) (2 — q) = A. 

Interpretar geométricamente esta relación (utilizar el ejercicio 2 de este párrafo). 

13, Demostrar que dos involuciones propias distintas de la identidad y distintan 
entre sí f y g tiene un par común y sólo uno (z,, 2) de puntos homólogos. ¿Cuáles 
son los puntos dobles de la homografía k=fog? Demostrar recíprocamente que toda 
homografía propia puede escribirse en la forma fog, donde f y g son dos involuciones 
y esto de una infinidad de maneras. 
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Ejercicios 


122%. Seca K un cuerpo conmutativo lotalmente ordenado, 1 su elemento unidad. 
a) Demostrar que —1 no es un cuadrado de K 
b) Demostrar que existe un supercuerpo L de K, conteniendo un subcuerpo K', 
isomorto a K (y que se identificará a K) y una raíz cuadrada de 1. 
«) ¿Qué condición suplementaria debe verificar K para que todo elemento de L. sea 
un cuadrado de L? 





25. Calcular los números complejos siguientes 

040 (DA 

APC (LR 

b) (1+ a + (1 — 55 con dsj-l, bb pi 
(encontrar todos los valores posibles). 


00) — 0) z l+ ix 
O 2 ——_———Á con 00) = 
H() — ¡(en) 14 1tga+ dx(+ tg b) 


(a, b, x reales). Módulo y argumento de z. 


a) 





12h, Factorizar el polinomio: 12 + y? +22%4—yz—2x—xy (se le considerará como un tri- 
nomio en x, y se introducirá j y ¿%). 


125 Demostrar que cualquicra que sean z y 2” (22 = 12), 


a la+ 2 P4 la—2 >= 2/2 + 27). 
Interpretación geométrica. 


z i iz 42 : 
A E + ui. 
E a es 








b) |2|+ 2] 


(si se demuestra que la relación precedente está conservada por similitud, se podrá 
suponer 4 = 1). Interpretación geométrica, 


126. Encontrar todos los pares (z, 2% de números complejos tales que 
[z +2 


vVlz3]= 


p 2 








(la misma observación que en el ej. 125, b). Priscutir 


127. Calcular cos 54, sen %a, en función, respectivamente, de cos q y sen 4, 





De cos 5 0, deducir el yalor de cos E E 
10 10 


128. Se designa por « y úl las raíces de x2— 2x4 2=0, 
a) Escribir e” y 4% (a entero positivo) en forma trigonométrica y en forma alge- 


braica. Calcular 
n 
[] (at + 6%). 


kw 
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129. 


130. 


131. 


—ix? a ==: T T 
Resolver a =) = AREAS [. real comprendido estrictamente entre 2 y a 


132. 


133, 


dl: 
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b f ye son dos funciones reales de variable real derivables, se pone 
AO = 10 + iD, RO =F (0 + 180) 
Calcular f y g para h(t) = ete+ibt (a, b reales); deducir que R'(0 = (a+ ib) h(0. 
Calcular la derivada n-ésima de e“, 
Dados los enteros 1, p, k (0<kX<Xp<hn), se pone 
Se = OA COR O OZ 


siendo x el mayor entero posible. 


a) Escribir x con ayuda de una parte entera (cap. 5, ej. 121). 

b) Para p=3, calcular Sy, S,. Sy. 

€) Para p = 4, calcular Sy, S,, S,, Sy (ver $ 92, ej, 4, utilizar (1 + x)? en donde x se, 
ha elegido convenientemente. 


Seca ABC un triángulo, los afijos de A, B, € son, respectivamente, a, b, c. 
a) Calcular el afijo del centro de gravedad G de ABC. 
b) Encontrar los puntos M, del afijo z, tales que 


—  — — — E AX 
MA/|| MA |2 + MB/!! MB [2 + MC] MC |? = 0 

(se demostrará que 1/(2— 4) + UU (z-—b) + 1/(2 —ce) = 0). 

Resolver la ecuación (x— a)" = k(x—a)* (a entero positivo a, al, k complejos 


k 7 0). Demostrar que estas raíces tienen sus imágenes sobre un círculo, o una rectal. 
¿En qué condiciones estas raíces son todas reales? 





L+ ix l41tga 2 


En el plano complejo se consideran los puntos A(0<k< nm) de afijo 
Z = 4 (cos 2k7/n + i sen 2kx/m) (a> 0) 


y el punto M de afijo z =+ (cos 0 + í sen 0). 
a) Demostrar que 2 — 0" =(2—=4) [Z=2) .. (2—2%p_1). 
b) De la relación encontrada pata q = 1, deducir 

T 27 (n— ir 


sen — sen . Sen — 
Rh ”n Hi 


= 21-21 








¿en qué se transforma esta fórmula para n= 2p (p entero)?; aplicación numérica 
a =390, n = 100, 

e) Suponiendo «€ + 1, calcular el producto de las longitudes de los yectorer 
-——> —— 
MA¿(0=<k<n) el producto de las longitudes de los vectores AJA, (1<k=<8 


y el producto de las diagonales del polígono regular Ap Aj, +: A, 1. (Tomar 0-0 
y pasar al Jímite). 


a) Conociendo los afijos w y z de (2 y M, determinar el afijo de M” imagen de 
M en la semejanza ((Q, a, Ad 
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Li. 


YA 


m 


b) Conociendo los afijos a y b de dos puntos A y B, encontrar el afijo del vértice 
C del triángulo equilátero ABC de sentido directo. 


e) Conociendo los afijos e), a, de dos vértices A¿A, de un polígono regular de 
sentido directo AyA, ... A, _¡, calcular el afijo a, de Aj. 


d) Dado un rectángulo ABCD de sentido directo, calcular los afijos de C y D, 
conociendo los de A y B y la relación k = BC/AB > 0. 


En el plano complejo, se consideran los cuatro puntos Ay, Az, M,, M, de afijos 
respectivos 4, —4, 21, 2, la real no nulo) verificando la relación 2,2, =?. 


a) Demostrar que Ox es bisectriz interior de 


—  —» — _— _—— 
(OM, OM) — y que OM, [| OM, [| =]|¡ OA, [P. 
b) Calcular la razón doble (a, —a, 2,, z,) deducir que las parejas (Aj, A) y 


(M,, M),) hacen el mismo papel. 

Demostrar que estos cuatro puntos están o alineados o situados en un círculo C; 
en este último caso demostrar que las cuerdas A,A, y M,M, se cortan en el interior 
de C y son conjugadas en relación a €; se dice que el “cusdrángulo A¡Az MM, es 
armónico. 


En el plano analítico, se considera la aplicación f que a miz) hace corresponder el 
punto M(Z) tal que 
1 cl 
Zu=fíla)==| 24 — 
2 z 


(c real estrictamente positivo tiene por imagen E y —c, EF). 

a) Demostrar que M es la imagen por f de dos puntos 11, m, y que EF, F”, m,, m, 
forman o una división armónica o un cuadrángulo armónico (V. ej, 134). 

b) Se pone z' = g(z) = (2 —c)/(z + €), calcular ff =gofog”?. Deducir los con- 
juntos descritos por M (resp. im) cuando m1 (resp. M) describe 

c«) un círculo pasando por E y F”, 

B) un círculo descrito por P tal que PF/PF*=kX (k>0, kx 1). 

c) Se pone z=r (cos 0+1¿ sen 0), Z= X + Y, 

Calcular X, Y (reales) en función de r, 9, e. 

¿Qué conjunto E (resp. H) describe M cuando m describe el círculo r= R->0? 
(resp. la recta 0 =« (mod 7T) 

¿Qué conjunto describe mm cuando M describe E, y cuando M describe H? 


Tenemos dos números complejos a y b, se designa por z, y z, las raíces de las 
ecuación x2—2ax + b= 0. ¿Qué condiciones deben satisfacer a y b para que z, y 2, 
posean una de las propiedades siguientes? 


D olx ]=)]2| 2) arg 7 =8 2) (mod 21) 

3 |, =rlz| 4) arg 2, = 28 2, + (mod 27) 

(a y r son dos reales dados, r-> 0). 

Para 3) y 4), se pondrá z =z,/z, y calculando z + 1/z, se utilizará el ej. 135, c). 


Se considera la transformación circular f definida por (V. $ 124) 
az + b 
cod 





z>oz2=fí2)= 


ALGEBRA 
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138, 


139*, 
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con clad — bc) + 0; se designará por la misma letra todo punto y su afijo. Scan 
u y v los puntos invariantes de f, se pondrá 








z—u 
siurxv Z=gl2)= 
z—V 
1 
sigu=w Z= gl) = 
2—u 


y en los dos casos F =gofog-!. 

a) Si us ov, demostrar que existe un número complejo s +0, tal que F(Z) = s£.. 
Deducir de ello que f conserva globalmente el haz $ de los circuitos que pasan 
por u y v y el haz conjugado $. Demostrar que para que f conserve cada uno 
de los circuitos (o rectas) de $ (resp $”) es necesario y suficiente que s sea renal 
(resp. |s| =1). ¿Qué ocurre para s=—1? 

b) Si u=w, demostrar que existe ua número complejo Rh tal que F(Z) = Z4 hh. 
Demostrar que existe un haz de círculos $ en que cada círculo es invariante por f 
y un haz de círculos $” globalmente invariante por f. 


e) Se pone z, = HZ) ... z,= Hz, ¡). Calcular z,. ¿En qué caso para todo z, se 
tiene z, == zp? 
¿Cómo están entonces dispuestog los puntos Zp .... Zp_,2 


Caracterizar f si este fenómeno se produce para n= 2. 


Se considera el grupo G de transformaciones del plano analítico C engendrado 
por f, y f, definidas por f¡(z)=1/z, f (2) =1—2. 

a) Demostrar que G tiene seis elementos (V, cap. 4, ej. 62) que se designarán 
por fy con faz2= 2 f) fo Fo fi Ty 

b) Siendo €, el círculo |z| = 1, demostrar que Cl =f, (Cy es un círculo o tm 
recta. Determinar para cada valor de k la imagen por f, de ll <1 y [2] >1 
(0% k < 5). 

ce) Demostrar que las curvas C, encontradas parten el plano en seis regiones Á, 
(0<hkA<5) y que si z = fp(z) cstá contenido en una de ellas estrictamente, codi 
una de las cinco restantes contienen estrictamente uno y sólo un punto f(x) 
(1<k<5) 

d) ¿Qué relación hay entre este ejercicio y los ejercicios 6 y 7 del $ 124? 





Se considera el conjunto F de las funciones homográficas propias f operando un 


el plano analítico c y definidas por 





az+b d 
Hz) = si 20 y zi —— 
c+ d € 
a d 
Ko) = — Íl —— | =0w ad —bec 0. 
c c 


Poniendo 7 =x+liy (% yeR) se designa por P (resp. P,) el subconjunto de 4 
definido por y>0 (tesp. y < 0), por D el subconjunto |z|=1 y T' el subconjunto 
z = 1. Finalmente se designa por G, G,, H los subconjuntos de F descritos, respectiva 
mente, por g, gy, A tales que 


¿P=P, g(P)=P, HD)=D, 
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a) Demostrar que g(P)=P, A£R)=R, ¿(P)=P y g(R) =R. Demostrar recí- 
procamente que [(R) = R implica feG, o sea, f€G,. (Utilizar la continuidad de f, 
$ 124, ej. 3.) Demostrar que los elementos de (G pueden estar definidos por a, b, c, d 
reales verificando ad—be= 1 (se observará que si 10 (a b, c, dí y (a, 
Ab, Ac, Ad) definen la misma función homográfica). 

b) Demostrar que G es un subgrupo del grupo circular F; ¿es transitivo este 
grupo? 

¿G, es un subgrupo de F? 

«) Encontrar una aplicación fy tal que f£(P) =D, f(R) =T (utilizar ej. 2 $ 116). 
Demostrar que si g describe Ó, entonces h=f,o0gof, 1 describe H. Deducir que 
AUD) =T y que H es un subgrupo del grupo F. 

Demostrar que kh puede estar definida por 


zE—íz 
hs >= 


li=1 St. 


SiA, B, C, D son cuatro números complejos tales que AD — BC > 0, se considerará 


la aplicación f de € (plano analítico) en sí mismo definida por 


m E A. o a: E 
Cz+4 D Cc 
A -) > 
(== íl Z 


f se llama una antihomografía. 


1 a) Demostrar que f es una biyección y que un cambio de ejes rectangulares 
de la misma orientación no altera la' forma de la relación (1). 


b) ¿Cómo transforma f la razón doble de cuatro puntos? ¿Se puede conservar este 
último? 

Demostrar que f conserva el conjunto de las rectas-círculos. 

2. Se supone CC =0 


a) Demostrar que si se escoge convenientemente los ejes, f puede estar definido por 
(2) 7=ri+p+iq 
donde p, q, r son reales y r>0. 


b) Interpretar geométricamente (2). Discutir buscando los puntos intervariantes de f). 


3, Se supone Cx0 y f inyolutivo (es decir, f=f7%), se dice que f es una 
antiinyolución. 


aj Demostrar que f está definida por 
6 zz —(p — iq) —(p + qa + r=0 


donde p, q, r son reales, 


b) Interpretar geométricamente (3). (Buscar los puntos invariantes de f y efectuar 
una traslación de ejes.) 
4. Se supone CxO0 y f=¿ 


a) Demostrar que Pf =fof es una homografía. Deducir sin cálculo que las fun- 
ciones f pertenecen a uno de los tres tipos siguientes 
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(T,) hay dos puntos ut v y dos sólo tales que 
fuy=v  plu=yv 
y lu y v son finitos. 
(T) existen dos puntos uy yv y dos solo invariantes por f y u y + son finitos, 
(TJ existe un solo punto u invariante por f y u es finito. 


b) Demostrar que mediante un cambio de ejes las funciones f del tipo (f,) y del 
tipo (T,) pueden ser definidas, respectivamente, por 





(4) ZI= MZ +2 + PB 0 
(5) 22M — 2 m=0 
A es complejo y a real estrictamente positivo. 

2 —a 
Se pone Z = g(2) = F=gofog 

z +uq 


Interpretar geométricamente las funciones E que corresponden, respectivamente, a las 
funciones f de los tipos (T¡) y (T>). 


¿Cómo f del tipo (T,) (resp. del tipo T,) transforma los círculos pasando por 
« y —a, o los círculos del haz conjugado? ¿Hay círculos o rectas inyariantes 
por f del tipo (T,) (resp. del tipo T,)? 


e) Demostrar que mediante un cambio de ejes las funciones f de tipo (Ty) pueden 
ser definidas por 


siendo A complejo. 


1 
Se pone Z=hiz)=—, F=khofoh-L 
z 


Interpretar geométricamente F. ¿Exisien círculos o rectas invariantes por f? 


ESPACIOS VECTORIALES 


Il. Definiciones. Primeras propiedades 
II. Subespacios vectoriales, 
IN. Independencia lineal. Bases. 
IV. Propiedades de las aplicaciones lineales. 
Y. Operaciones algebraicas efectuadas- sobre las aplicaciones lineales. 
VI. Formas lineales. Dualidad, 


I. Definiciones. Primeras propiedades 


125. Estructura de espacio vectorial sobre un cuerpo conmutativo. Isomorfismo 
de espacios vectoriales. Ejemplos 


«) Drrinición. — Dado un cuerpo conmutativo K, de elementos neutros O y e, se 
de que un conjunto E provisto de una operación interna y de una operación externa 
cuyo dominio de operadores es K, tiene una estructura de espacio vectorial sobre K si: 


-E es un grupo abeliano para su operación interna. 
— La operación externa es tal que, para todo x de E y todo % y todo y de K, se tenga 
Mus) = (Any ex =x. 


La operación externa es distributiva con relación a la suma en K y con relación 
lu operación interna de E. 


5e dice también que E es un espacio vectorial sobre K para las Opera- 
vnmes consideradas, o un espacio vectorial sobre K o también un espacio 
vectorial si no puede surgir confusión alguna. Designando multiplicativamente 
la ley externa de E y aditivamente su ley interna, Oz y 0x representan 

provisionalmente— los elementos ceros de E y de K, los axiomas de la 
« liuctura de espacio vectorial sobre K se escriben 
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V, (Vx y, z€K) A+NY+2=x+(4+2) 

Y, G0¿E€E)(VxeE) 0 +1=x+0 =x 

V, (VreE)Gva eE) +x=xw+x=0 (1 = —u) 
V, (Vx, ye E) x+y=y+x 

Vs, (VxeEl(VA, pe K) Muro) = Ox 

V, (VxeE) er=x 


V, (VvxeElVA pe) Q+yr=A+ pa 
V, (Vx, ye ErN(vieK) Mi+ Y == + Ay. 


' E para su adición interna es un grupo: se le llama grupo aditivo de E. 
Xx, Y, Z, ..., elementos de E se llaman los vectores de E, A, p, ..., elementos 
dal cuerpo de operadores K se les llama escalares: los designaremos en ge- 
neral, respectivamente, por letras latinas y griegas, sin que este convento sea 
absoluto, lo que nos llevaría a complicar las notaciones. 

K se llama el cuerpo de base del espacio vectorial E; recordemos que 
le suponemos conmutativo sin que tengamos necesidad de repetirlo cada vez 
que hablemos de él. 

Cbservemos que si K” es un subcuerpo de K, la suma interna de E y la 
restricción de la ley externa a Ex K” proporcionan a E una estructura de 
espacio vectorial sobre K'. 


by Isomorfismo de dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo con- 
mutativo K 


DEFINICIÓN. — Sean dos espacios vectoriales E y E” sobre el mismo cuerpo K, todu 
bivección f de E sobre E" tal que 


(1) (vxceE)l(vyeE) —Hx4 y =¿100) +70) 
(Y x e E) (Y ue K) flax) = af(x) 


es un isomorfismo de E sobre E”. 


Si E=E', f es un automorflismo del espacio vectoríal E. 


Estudiaremos con detalle los isomorfismos de espacios vectoriales como 
caso particular de los homomorfismos en la sección TIT, Hasta entonces nos 
basta saber que la composición de dos isomorfismos es un isomorfismo y que 
fl es un isomorfismo de E' sobre E, se comprobará fácilmente (lo demos- 
traremos en el 8 140). Por otro lado, una buena parte de las demostraciones 
se han hecho en el 8 77: un isomorfismo del espacio vectorial E sobre el 
espacio vectorial E” es según (1) un isomorfismo del grupo aditivo E sobre 
el grupo aditivo Ef. 

«Si existe un isomorfismo f: E->E', se dice que E y E' son dos espacios 
vectoriales isomorfos: recordemos que éstos -son dos espacios vectoriales 
sobre el mismo cuerpo K; se dice entonces que E y E tienen la misma 
estructura de espacio vectorial. 
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FJEMPLOS Y EJERCICIOS 


Se demostrará que los axiomas de la estructura de espacio vectorial sobre un cuerpo 
se verifican para los conjuntos E y los cuerpos K siguientes: 


ft, E: conjunto de los vectores libres del espacio (o del plano) de la geometría 
> > > 


elemental, K=R, E está provisto de las operaciones x-+ y y ax (a real). Aquí está 
el origen de la palabra «espacio vectorial», 

2. E: conjunto de polinomios con coeficientes reales, K=R, E posee dos opera- 
ciones A+ B y aA (a real) (ver capítulo 11). 

3. E es el mismo cuerpo K, las dos operaciones son naturalmente a+6b y ab, 


por tanto: 
Todo cuerpo commutativo es un espacio vectorial sobre sí mismo. 


4. E=C, K=R, el conjunto € está provisto de dos operaciones 


la + 4D + (OA DO (a 4 0) 4 (a! 4 DN y cla + 44D) = ca + cali 
(a, a”, b, b”, e son números reales). 


C es un espacio vectorial sobre R, es también un espacio vectorial sobre sí mismo 
(uj. 3 anterior): estas dos estructuras de espacios vectoriales son diferentes (ver 8 136, 
ct 2) 

EF=RxR provisto de las dos operaciones (a, a)+(b, b)=(a+b, a +05, 
cta, a) =(ca, ca), (donde a, a”, b, b”, e son reales) es un espacio vectorial sobre R 
iver $ 127) isomorfo a € considerado como un espacio vectorial sobre R. 

5. E=%(R, R) conjunto de funciones numéricas reales de variable real ¿=>[Í(0, 
bo R, E posee dos operaciones (au real) 


s=f+g=![(W1tEeR) sí) = K0) + £(0] 
h=af =[(WteR) Hb=afí(0] 
o F=$([0, 1], R)) K=R, F está provisto de las operaciones anteriores. 
6. E: conjunto de sucesiones (4,) reales que verifican (a, b, reales) 


Uy 2 + GU, + bu, =0 


K-:R, E está provisto de las operaciones u, + v,, eu, (a real). 
7. E: conjunto de las funciones numéricas reales de variables reales dos veces derj- 
viables verificando (a, b reales) 


fra + bf=0 


KR -R, E está provisto de las operaciones definidas en el ejemplo 5 anterior. 


8. Para todo a no nulo de K, x—>ex es un automorfismo del espacio vectorial E 
cobre K, Se le llama homotecia de razón a 0. 


126. Reglas de cálculo en un espacio vectorial 


1) La multiplicación externa es distributiva respecto a la resta en E; 
en efecto, para todo A, todo x y todo y 


Ma —Y + y = ME —Y+Y]1=Ax 
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de donde 
MA —yY) = Ax — Ay 
si hacemos x = y obtenemos 
(m 20 = 0z 
finalmente 


Me x) = MO — x) = 208 — hx = 0 — hx == -- Ax. 


b) La multiplicación externa es distributiva respecto a la resta en K; 
en efecto, para todo 2, todo y todo x 


Q — yx + yx = [QA — 1) + p]x = Ax 
de donde 
(A — pJx = Ax — px 
haciendo A = y obtenemos 
(2) Ox =05 
finalmente 
ix = (0% — Ax = Dex — Ax = 0% — Ax = — AX. 


c) Para todo A de K y todo x de E, (1) y (2) demuestran que 
G) Ogx = A0g = Oz 
consideremos recíprocamente la ¡igualdad 


Ax = Oz a 
o bien A=0x (es el caso de (2)) o bien Arx0,. y A es inversible en el 
cuerpo conmutativo K, de donde 


AO) = 17 0 = O 
y utilizando los axiomas Vs y Vs 
AOS) = Aa =e - x=x= 0. == 


En todo espacio vectorial la igualdad hx == 0 implica h=0x o x=Up 


Este resultado y las igualdades (3) demuestran que no hay, en general, 
ningún inconveniente en representar 0 y 0 por el mismo símbolo 0, lo que 
haremos en adelante, salvo en el caso particular en que las notaciones Op y Oy 
exijan una precisión determinada. Igualmente designaremos e elemento unidad 
de K por 1, lo que no tendrá ningún inconveniente, en general: los cuerpos 
que se utilizan normalmente son Q, R, € o cuerpos de característica nula, 
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127. Espacio vectorial producto de dos espacios vectoriales sobre el mismo 
cuerpo conmutativo K 


Sean E, y E; dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo conmutativo 
K, consideremos el grupo producto de los grupos aditivos E, y Es, la opera- 
ción sobre E, X E, está definida por (ver $ 79) 


(Xy 2) + (Y, Ya) = (2: + Ys, % + Yo). 


Se verificará fácilmente que la multiplicación externa cuyo dominio de 
operadores es K, definido sobre E, X E, por la igualdad 


Mi xa) = Qi» Axa) 


proporciona al grupo E, X Ez una estructura de espacio vectorial sobre K, se 
lu llama espacio vectorial producto E, X Ez. 

Dados n espacios vectoriales Ej, ..., E, sobre K, las igualdades siguientes 
(con notaciones evidentes) 


Cr Ka Xu) + (Y, CA Yu) 2 (x1 + Yin Ya H] Yn Xt Ya) 
: Mar Mz Xa) = Qs AXz my Ax) 


definen el espacio vectorial E,XE,X...XE,. Se puede tomar 
Bl, =E,=... =E,. En particular, K es un espacio vectorial sobre K (8 125, 
ej. 3); por tanto, K" es un espacio vectorial sobre K, tendremos 
a+ b=d(0 Ma <<» An) + (Br, Ba, “e. y 8.) = (01 + B, a) + Ba, +9 Oy E B.) 
Ad = Mas CA 0) => Quas tz, ..., Ata) 


wr ejemplo, R* es un espacio vecterial sobre R. 
j J£mp 


EJERCICIO 


Cr es un espacio vectorial sobre R, es isomorfo a R% espacio vectorial sobre C. 


Il. Subespacios vectoriales 


128. Definición. Ejemplos 


4) TEOREMA Y DEFINICIÓN, — Poda parte no vacia F de un espacio vectorial E sobre 
K, estable para la adición interna de E y la multiplicación externa, tiene por estructura 
inducida sobre ella por la estructura de E una estructura de espacio vectorial sobre K. 
Ne dice que Y es un subespacio vectorial de E. 


En efecto, si E es estable para la multiplicación externa y contiene x 
contiene (— Dx =—x (8 126, b); en consecuencia, el axioma V;, se verifica 
en F., Por otra parte, todos los demás axiomas del $ 125 se verifican en F, 
Diuremos, pues, el resultado siguiente: 
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TEOREMA. — Para que una parte no vacía F de un espacio vectorial E sobre K, sed 
un subespacio vectorial de E, es necesario y suficiente que 


(1) (vxeE) (VyeF) x—yeF 
(2) (vxeE) (vasK) axeF. 
OBSERVACION 


(1) expresa el hecho de que el subespacio F del espacio vectorial E es un subgrupo 
del grupo aditivo E; según la demostración anterior, se puede reemplazar (1) (2) por 
las condiciones equivalentes 


(15 (vxeE) (vyeF) x+yeF 
(2) (vxeE) (vasK) axeF 


pero (1% sólo no implica que F sea un subgrupo del grupo aditivo E. 


Un subespacio vectorial de E no es nunca vacio: contiene siempre 0; 
el menor de todos (para la inclusión) es (0), el mayor E; todo subespacio 
distinto de (0) y E se llama subespacio vectorial propio de E. 

Si x es un elemento determinado de E, la parte descrita por 1x, cuando 
A describe K es como se verificará sin dificultad, un subespacio vectorial de E, 
es distinto de (0) si y sólo si x 0, 


b) Sean p elementos *,, Xz ..., Xp de E, todo elemento de la forma 


Pp 
Ala + Vx +... + Wxp = s Aix; 
i=1 






donde A!, M2, ..., A? son escalares, se llama combinación lineal de X,, Xz, ..., Xp 


ATENCIÓN: En Al, ¿ es un índice y no un exponente; es por razones de: 
comodidad, que se verán a Continuación, que se adopta esta notación. 

Se verificará fácilmente que el conjunto de todas las combinaciones Hneales, 
de p elementos determinados X,, Xz ..., Xp de E es un subespacio vectorial 
de E. 

Más generalmente si A es una parte finita o infinita del espacio vectorial E 
sobre K, cuyos elementos están en correspondencia biyectiva con los de un 
conjunto de índices I, se llama combinación lineal finita de elementos de A 


todo elemento de E de la forma Dix, donde sólo un número finito de - 

¡61 : 
escalares A* son no nulos, Se verificará que el conjunto de todas las combina» 
ciones lineales finitas de elementos de A c E es un subespacio vectorial de E, 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 
1. En el espacio vectorial E sobre R de los vectores libres del espacio (5 125, ej, 1), 


el conjunto de los vectores libres paralelos a una recta (resp. a un plano) es un subs 
espacio de E, 
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2. El conjunto de los polinomios en x con coeficientes reales de grado inferior o 
igual a n (comprendido el polinomio cero) es un subespacio del espacio vectorial de los 
polinomios en x con coeficientes reales ($ 125, ej. 2, y capítulo 11). 

3, R espacio vectorial sobre sí mismo es un subespacio de C espacio vectorial sobre 
R (5 125, ej. 4). 

4. En E=8S(R, R) espacio vectorial sobre R (3 125, ej. 5), determinar entre los 
subconjuntos siguientes aquellos que son subespacios de E: 

a) Conjunto de. las funciones pares. 

b) Conjunto de las funciones impares. 

c) Conjunto de las funciones continuas. 

d) Conjunto de las funciones derivables. 

e) Conjunto de las funciones k veces derivables. 

f Conjunto de las funciones definidas $ 125, ej. 7. 

£) Conjunto de las funciones tales que para todo t, f(t,— 1) = HB) o bien f(t) = af(t,) 
o bien ft) =f(t)+a 0 bien ft) =0 (lp 1,f, e números reales fijos). 

5. Si E, y E, son dos espacios vectoriales sobre K, Ei = E, x í0) subconjunto de 
ll, x E, descrito por (x,, 0) es un subespacio vectorial de E, x E,; es isomorfo a Ej. 
Igualmente Ef =(0) x E, es un subespacio de E, x E, isomorío a E,. 

Se identifica a menudo E; y E, (y E; y E,), lo que permite decir que E, y E, son 
mubespacios vectoriales de E, X Es. 


129, Intersección de subespacios vectoriales. Subespacio vectorial engendrado 
por una parte A de un espacio vectorial E 


aj) La intersección de dos subespacios vectoriales F, y F, de un espacio 
vectorial E no es nunca vacía (contiene 0); por un lado, si x e y pertenecen 
un E, y Fs, lo mismo sucede con x—y y con Ax para todo A de K; por tanto, 
x—y y ix pertenecen a E, f) Fs que es un subespacio vectorial de E. De 
una manera más general, sea $ una familia cualquiera de subespacios vecto- 
riales de E, consideremos su intersección (ver 8 7) 


I=( YE; 


no es vacía (contiene 0) si x e y pertenecen a todo F de $, x—y y Ax (para 
todo A de K) pertenecerán a l, por tanto: 


Toda intersección de subespacios vectoriales de E es un subespacio vec- 
torial de E. 


b) Consideremos en particular una parte no vacía A de E, existen sub- 
espacios vectoriales de E que contienen A, por ejemplo, E, Consideremos la 
intersección de esta familia no vacía de subespacios vectoriales de E, es un 
subespacio vectorial de E y es el menor (para la inclusión de conjuntos), 
mo le llama el subespacio vectorial engendrado por A. 

Busquemos, por ejemplo, el subespacio vectorial F engendrado por 
A=1[%» Xy «0 Xp) F contiene todas las combinaciones lineales de 
Vip Xp ..., %, que describen el subespacio vectorial F”; por tanto, F' CF, 
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Pero F” contiene A y F es el menor subespacio vectorial conteniendo A; 
por tanto, F' =EF, de donde: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. — El menor subespacio vectorial F conteniendo p elementos 
de E, Xp Xp <>» Xp €s decir, el subespacio engendrado por [X,, Xp... X p) es el sub» 
espacio de las combinaciones lineales de X,, Xp .., Xp" 

Se dice que A=1(Xp Xp... Xp) es una parte generatrizQh de E; cuando el mismo 
espacio vectorial E está entendido por un número finito de sus elementos se dice 
que E es de dimensión finita. 


Veremos el origen de este término “dimensión finita” en el $ 136; el 
grupo aditivo de un espacio vectorial de dimensión finita es de tipo finito 
(8 82). Observemos que no es necesario suponer aquí los p vectores 
Xp a .-,» Xp distintos. Si se suprimen todos los que son iguales entre sí, 
menos uno, o los que son nulos, no se modifica el subespacio engendrado 
por él sistema considerado. 


EJERCICIOS 


1. Á es una patte finita o infinita de un espacio vectorial E sobre K, demostrar ' 
que el subespacio engendrado por A es el subespacio de las combinaciones lineales finitas 
de elementos de A (8 128, b). 

2. En el espacio vectorial de los polinomios en x con coeficientes reales (o com: 
plejos), ¿cuál es el subespacio engendrado por 12 y x%? (8 125, ej. 2). 

3. En el espacio vectorial sobre R de las aplicaciones de R en R el subespacio 
Sngonorado por las funciones 


í—>sen nt, 1 =>c0s nt 


n describiendo N es el subespacio descrito por los «polinomios  trigonométricosn» 
(8 LL be : 
P(H =4 +4, cos + b, sent+..+a, cos nt4 ob, sen nt, 


donde ay, a, b, son reales y n describe N. 


nm n 


130. Espacio vectorial cociente 


Dado un espacio vectorial E sobre el cuerpo K, y una relación de - equi» 
valencia R definida sobre E, diremos que la relación R es compatible con la: 
estructura de espacio vectorial sobre K si 


(D [x =y, x= y (mod RJ] > [3 +4 =y+yY' (mod R)] 
(2) (ViEeK)[x =y (mod R)]> [Ax = My (mod R)] 


(27) Preferimos más la expresión parte generatriz que la expresión tradicional sistema de gener 
dores, que podría conducir a creer que cada elemento de A es un generador de F, lo que es Sali! 
es como conjunto que (Xt, M2, ..., Xp) engendra F. O bien sería preciso escribir «sistema — du «u 
generadores», locución global en la que el «de» no tendría su valor de preposición. Diremos Iglmb 
mente que (x:) es una familia generatriz de E (ver $ 82, nota (1)). 
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(1) expresa que R es compatible con la estructura del grupo aditivo de E, 
hemos visto (8 75) que la relación R es entonces de la forma 


(3) x—yeF 


donde F es un subgrupo del grupo aditivo E. 

(2) expresará entonces que si «—y pertenecen a F, igualmente Ax — y), 
cuando A es un elemento cualquiera de K; pero x— y también es un elemento 
cualquiera de E; por tanto, (1) y (2) expresan que F es un subespacio vec- 
lorial de E, En el conjunto cociente E/R, designado E/F, de las clases (+) 
módulo F, se podrá definir una adición interna y una multiplicación externa 
por las igualdades 


(4) a) 


(5) Mi) = 6) . 


(4) da a E/F una estructura de grupo abeliano (8 75), se comprobará fácil- 
mente que (4) y (5) dan a E/F una estructura de espacio vectorial sobre K, 
de donde: 






TEOREMA Y DEFINICIÓN. — Toda relación de equivalencia compatible con 
de o n sp «i vectorial sobre K es de | firm 


x—yeF 
donde F es un subespacio vectorial de E. Las igualdades 
BEAN paa 
LyY=x+yYy Az = Ax 
proporcionan al conjunto cociente una estructura de espacio vectorial; se le lla 
vectorial cociente "e E por F y se le designa “fF, 
JERCICIO 


Determinar los diferentes espacios cocientes relativos a los espacios vectoriales y a 
sis subespacios indicados en el $ 128, 


131. Suma de dos subespacios vectoriales. Subespacios suplementarios 


a) Si E, y Ez son dos subespacios vectoriales del espacio vectorial E 
mbre K, la parte de E descrita por x, + x, donde x, describe E, y xo E, es 
un subgrupo aditivo de E designado E, + E, (8 79); además, cualquiera que 
tin A de K, x, de E, y x, de E; 


AGa + xa) = 441 +40 SE, + E) 


por tanto, E, + E, es un subespacio de E (ver 8 127); por otra parte, es 
vhitamente el menor subespacio que contiene E, y E,, en consecuencia: 
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TEOREMA 1 Y DEFINICIÓN. —Si E, y E, son dos subespacios vectoriales de E, el. 
conjunto E, + E, es el subespacio vectorial engendrado por E, U E,, se le llama sul» 
espacio suma de E, y de Ej. 


OBSERVACION 


Se verá que E, U E, no es, en general, un subespacio vectorial de E (ver ej. 4 
a continuación). 


b) Consideremos un espacio vectorial E y dos de sus subespacios E, y Ez 
tales que E= E, + E), es decir, 


(V x, € E) Gx sE) GE) xX=X Fx 


en general esta descomposición de xr no es única. Supongamos que es única 
y determinemos la intersección de E, y E>; sea x un elemento común a E; 
y E,, se tendrá 
x=x+0 x€E, 0cE, 
x=0+x 0EE, x€ E, 


por tanto, x= 0, pues la descomposición de todo elemento x debe ser único, 
luego 
EN E, = (0) 


Recíprocamente, supongamos E=E, +E,, E, N E¿=(0), o sea, 


X= +A FA Xp xMS€E, — xy x SE, 
Y AAN E e. 
1—x=x—Xx=0 


pues este elemento x, —x¡ = x¿— x, pertenece a E, N E,, de donde: 


TEOREMA 2 Y DEFINICIÓN. — Dados dos subespacios vectoriales E,, E, de un espació. : 
vectorial E tales que E=E, + E,, las dos condiciones siguientes son equivalentes: 

1. La descomposición de todo elemento x de E en suma Xx, + Xx x, pertenecientt 
a E, y x, a E, es único. 

2. EN E,=(0). . 

Cuando una de estas condiciones se cumple, se dice que E, y E, son dos subespacio 
suplementarios de E y se escribe 


E=E, 0 E. 
Entonces surgen dos preguntas: si E, es un subespacio de E, ¿existo ua, 
suplementario E, de E, respecto a E, y si existe es único? La respuesta a 1 
segunda pregunta es negativa (ver ej. 1 más abajo). Respecto a la prime 
la respuesta es positiva cualquiera que sea el subespacio E, de E; existe 
suplementario, como lo demostraremos en el $ 137 (teorema 9) para los es 
cios de dimensión finita. 
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ONSERVACION 

No se confundirá suplementario del subespacio E, del espacio vectorial E y el com- 
plementario del conjunto E, respecto a E: por otra parte, [ E, no es un subespacio 

E 

do E, pues no contiene el O. 

c) Si E, y Ez son dos subespacios suplementarios de E, consideremos 
la descomposición única de todo x de E 

x= Xx +» x1 € Es, x2 € E, 
y la aplicación de E, x Ez en E=E, GQ E, definida por 
Qt 2) > f(x) = x1 + xa 


us biyectiva, pues para todo x de E, si la descomposición x= x, + x, es única, 
lxs x) =x tiene una solución única (xi, x»); por otra parte, cualquiera que 
aenn (e, x2) e (Y, Ya) de E, X Ez y ua de K 


Mx xd) + Ur Y9] = fa + Ya a+ Y) = (a + Y) + (a + Ya) 
= (4 + x9 + (YU + Y) = ÍA 2) + [(U, Ya) 


fol» x9] = fax 0x2) = 0x1 + ax: = ax + x) = afíxs, xo) 
por tanto: 


'PrOREMA 3.— Si E, y E, son dos subespacios vectoriales suplementarios de E, el 
expucio vectorial E, x E, es isomorfo a E=E,Q E, 


Recíprocamente, dados dos espacios vectoriales E, y E, sobre K para todo 
x 7, x) de E=E, X E, se tiene de una manera única 


Gt 1) = (%, 0) + (0, xo); 

por tanto, E= E, XE, =E¡ 09D E;, Ej (resp. E;) subespacio de E descrito por 
(xs 0) (resp. (0, x»)) es isomorfo a E, (resp. a E) (ver $ 128, ej. 5). 

identificando E; y E, (resp. E y E,) se ve que E, y E, son subespacios 
suplementarios de E, X E). Ésto equivale en definitiva a identificar los dos 
enpacios isomorfos E, X E, y E, O Ez. 

En estas condiciones, si se tiene para todo x de E=E,GQ E», la descom- 
posición Única x= xi + x la aplicación de E en E, definida por 

] x=X1 + Xx>% 

esti identificada con la aplicación de E = E, x E, en E, que es la proyección 
pa de E, X Ez sobre E,, se le llama la proyección de E sobre el subespacio 


t,, paralelamente al subespacio E, suplementario de E, respecto a E. Se dice 
git xy (resp. xs) es la componente de x de E¡ DE, en E, (resp. E»). 


dj Sea E, un subespacio vectorial de E, E, el suplemento de E, respecto 


23m E. La relación de equivalencia x—yE€E, se escribe con las notaciones 





evidentes 
(a + x)— (4 +4) =x1—Y + Xx. — Ya € E, 
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es decir, x, = Ya. Por tanto, todo representante x de una clase módulo E,, 
de E/E; tiene la misma proyección x, sobre Ez paralelamente a Ej. Considere- 
mos la aplicación f de E/E, en E, definida por 
A 
1=x1 + x2> f(x) = xo 

es suprayectiva, pues cualquiera que sea xz de E, existe Xz tal que f(x2) = 43; 
por otra parte, f(x) = ES )= x, implica x=x, Xp» x= x "Y x) por tanto, 
x—x € E, es decir, x1=x, f es inyectiva. En fin, si Y=Y4 +44 


A A 
y para todo a de K 


fax) = a) = ax, = afíx) 


por tanto: 


Teorema 4.—Si E, y E, son subespacios suplementarios del espacio vectorial 1%, 
el espacio cociente E/E, es isomorfo a E. 


CoroLario.-— En un espacio vectorial E, todos los suplementarios de un subespacio 
vectorial E, son tsomorfos. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


l. Sea E, el espacio vectorial de los vectores del eje real Ox, y E, el e 
vectorial de los vectores libres del eje real Ox), distinto de Ox,; consideremos Ej X 
isomorfo a R,. Identificar E, y Ef quiere decir confundir x, vector de E, y (%, 5 
vector de E, X E, e identificar EX E, y E¡O E, equivale a confundir Go, x) de 
E, X E, y xy Se x, de E,OE,. x; es la proyección de x= x, + x, sobre E, paralelamente 
a “EJ: tal es el origen de la definición general dada al final del subpárrafo c). 

Consideremos un tercer eje real, Oy, distinto de Ox, y Ox,, sea F, el espacio vectoyl 
de los vectores libres de Oy,; tendremos de una manera única para todo x de E - 

x=X%+xX, ME,  x“E, 
*=YM+Y»  YEp ya8Fr 
Luego 
EE, 0OE,=E,0F, con  EzxPF, 






Xi +X2=Y1 +Y 
A 


AAA a 
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2. En E=3S(R, R) ($ 125, ej. 5), sea P el conjunto de las funciones pares e 1 el 
conjunto de las funciones impares, demostrar que E=POQl, Se demostrará que para 
toda función f de E y todo f real se tiene 


1 1 
16) = Si EX + K=0] + eN [10 — ft 01. 


3, Sea 83 el espacio vectorial sobre R de los polinomios con coeficientes reales ($ 125, 
ej. 2, y capitulo 11) y A un polinomio de grado superior o igual a 1. Sí E, es el 
runjunto de los polinomios múltipios del polinomio A y E, el conjunto de los poli- 
nomios de grado estrictamente inferior al de A, demostrar que E, y E, «son subespacios 
suplementarios de 3, (Utilizar la división euclídea de los polinomios.) 

4. Si E,, E, son dos subespacios de E, ¿en qué caso E, U E, es un subespacio 
de E? 


132, Suma y suma directa de varios subespacios vectoriales 


a) Dados n subespacios vectoriales E,, Ez, ..., E, de un espacio vectorial 
Pl, se verificará fácilmente que el conjunto representado E, + E, +... + E, 
descrito por x1 + 1x2 5+... + Xp donde x, describe E, (l <i<m) es un sub- 
espacio vectorial de E; es el menor subespacio que contiene cada E, por 
tanto: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. — Si (E) (1<1<H) es una familia finita de subespacios 
vectoriales de E, el conjunto E, + E,+...+E, es el subespacio engendrado por 
E, UE,U.. UE,; se le llama subespacio suma de los subespacios E,, Er, ..., Ey 


b) Se puede generalizar la noción de subespacios suplementarios: 


DEFINICIÓN, —Se dice que el espacio vectorial E es la suma directa de los sub- 
espacios E,, Ez, ..., Ey, si todo x de E puede escribirse de un modo único en la forma 


XX AAA 
donde x; pertenece a E, (1<1i<mn). Se escribe 
E=E,0E,80..0E,. 


Se dice que x; es la componente de x en E, 
Si E, y E, son dos subespacios suplementarios de E, se dirá también que E es suma 
directa de E, y Ev. 


EJERCICIOS 
1. Demostrar que E es suma directa de E,, E», ..., E, si y sólo si 
E=E+E,+..+E, 
y, además, 


vie[l noi] (E +E,+..+E)N E, =10). 


(Se observará que esta segunda condición es más fuerte que la condición 
i2j=>E,N E,=(0)) 


2 Si E-E,0ÉE,0 ..OE,, demostrar que E es isomorto a E XE,X... x E, 


19, — ALGEBRA 
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115. Independencia lineal. Bases 


133. Independencia lineal 


Pa Sea E un espacio vectorial sobre K de dimensión finita y 

=(£p Er --<» £n) una parte generatriz de E (8 129, b). Es evidente que 
Ae parte G” de E que contiene G es también una parte generatriz de $, 
inversamente se puéde preguntar si existen partes propias G” de G que pl 
gendran también E; para simplificar, se puede igualmente hallar una parte 
generatriz minimal de E, es decir, una parte generatriz G de E tal que pard 
cada uno de sus elementos g, G—([g,) no engendre E. Supongamos que. su. 
ceda así. Observemos que un tal sistema minimal es forzosamente tai que 
Eb E» --» g, sean todos distintos y no nulos; vamos también a ver que una 


relación de la forma 4 
Mg + gt... + gH=0 


sólo es posible sí N ==... ="=0; supongamos que una de lás M 30% 
no nula, cambiando si es necesario la numeración i—> 8, se puede siempr4 
suponer que es el coeficiente A" de gn; A” es entonces inversible en K y 
obtiene 


En = — NOTE + MOB =S PE + + En 
pero entonces para todo au de E, tendremos 


= alg + ae a + 08 
= 908 +A a apa +. + pray) 


Y [£v Em »<» En1) = G— (gn) sería una parte generatriz de E, lo que. 
contrario a la hipótesis. : 

Estas consideraciones nos conducen a dar la definición siguiente en 
espacio vectorial cualquiera: 





DeriniciónN. —Una familia finita (x) (¡e[l, pD de elementos de un espacio y 
torial E es libre si 


Way +A Ax, =0>(0MUM= A=..=M=0) 
Una familia cualquiera (x) (ie D es libre si todas sus subfamilias finitas son bn 


Una familia que no es libre se le llama ligada. 


Por consiguiente, una familia cualquiera es ligada si hay una subfamilia, : 
finita qn y una familia finita (rx) (Ge[l, p]) es ligada si exinteñ 
AL MA, .... A”, elementos de K, no todos nulos tales que 


Mx + Vx +... + xp = 0 





(28) Recuérdese que en Ai y después en pi, al, ..., i es un Índice y no un exponente, Hor 
contrario en (A1-1, —1 es un exponente; si se tiene que emplear un exponente, lo que Mrá HH 
salvo — 1, se escribirá (10% 
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De lo anterior resulta que los elementos de una familia libre son todos 
distintos: en efecto, si se tenía h + k y x4 = xo, la subfamilia (h, kx) —>(xs, x4) 
sería ligada. Por consiguiente, si la familia (x) (¡e D) es libre, la aplicación 
f de I sobre f(1) definida por ¡->f(i) == x, es biyectiva; se puede confundir 
nin inconveniente (ver $ 17, observación) la parte f(D) de E y la familia (x) 
1€ D, diremos que los elementos de una familia libre describen una parte 
ibre de E, o también que los elementos de una familia libre son linealmente 
independientes. Una parte no libre de E se llama parte ligada de E, se dice 
guie sus elementos son linealmente dependientes. 


b) De las definiciones resultan las propiedades inmediatas siguientes: 
- Toda subfamilia de una familia libre es libre. 
-- Toda superfamilia de una familia ligada es ligada. 
Los elementos de una familia libre son no nulos, pues si, por ejemplo, 
Ny 5 0, se tendría con A px 0 
0x1 + Ox2 +... + 0x2-1 + Ax, = 0. 


En particular, [x) es libre si y sólo si x 0, 

--Si una parte [Xi Xa ..., xp) que pertenece a un subespacio vectorial E 
de E, es libre (resp. ligada) en F, es libre (resp. ligada) en E. 

--Sea ESEQDES x= +x,x€E y x eE”, 

Si [xp Xp -<» x,) es ligada en E, (xj, xo .., x,) es ligada en Ef; si 
lap Xh «o xp) es dibre en El, dx, Xp ..., xy) es libre en E. 


ATENCIÓN: Si (X1, X2 ...» Xp) €s libre en E, no se puede decir nada de la 
parte [xi Xp ...» xy proyectada sobre E” paralelamente a E”. 


e) TEOREMA 1.—Una familia es ligada si y sólo si existe un elemento en la familia 
yt sea combinación lineal finita de los otros elementos de la familia. 


Según una observación hecha anteriormente, sólo hay que tener en cuenta 
ma familia finita. 

La proposición directa es evidente. Recíprocamente sea una familia (x;) 
(l <i<p) ligada, existe una familia de escalares Mi, 2, ..., 1% no todos 
Hulos tales que 


xy + Mx +... + Vx =0 


mupongamos, cambiando si es preciso la numeración, que A* ,< 0, luego (A)! 
"pxixte, de donde 


Xp = — MOD) la — ci a is 15d e EN 
= pla + ph +. + pr 


En particular, si una familia con dos elementos no nulos es ligada, existe 
un escalar A tal que x2=/Ax,: se dice que x, y x2 son colinedles, 
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COROLARTO, — Si [Xp Kg... xy) es una parte libre de p elementos de E y 
[Xp Xp 0 Xp x) una parte ligada, x pertenece al subespacio engendrado por 
ls ar cs Xp) y se tiene 

x= to... + Uex, 
de uña manera única. 


Tenemos, en efecto, 
Max, + Axa +... e AX + Ax = 0 


con AM, . dd > no todos nulos. A > 0, pues si se tuviera A=0 uno de 
los escalares », , A? sería no nulo; por tanto, la parte [xi X2 -.., Xp) 
sería ligada, EA en la demostración del teorema 1, se tendrá 


x= puxa +... + px. 


Supongamos 
pix E... E lx =p lx +. + px, 
se tendrá 
pi — pa +... + (pr — 7), = 
por tanto, pi — py =0 (l <i<p), si la parte (Xx, ..., xp) es libre, 
d) TEOREMA 2.—Si L=(4, Gp -.., Gn) es uña parte libre con im elementos de 


un espacio vectorial E y G=(8, E» e 8p) es una parte generaíriz de E con p 
elementos, mel ly si se cambie. eventualmente de numeración > gp, 
== (Ap lar cs Oo Emo 8p3 es también una parte generatriz de E. 


En efecto“, 
a, = alg, +... + alg, 


al menos un al es no nulo si no a,=0 y L no sería ie cambiando eventual: 
mente de numeración ¿—>g8, podemos suponer ql 0; por tanto, E 


8, = Bla, + Big, +... + B?g,- 


De lo anterior resulta que G; = (4%, 8, £3, .., Ep) es una parte generatriz 
de E; por tanto, 
= la, + 038, +... + ale, 


al menos uno de los escalares ee ef es no nulo, pues si as = == 
se tendría a, = 074) y L no sería libre; sea, cambiando si es preciso de 
numeración. ul 0, tendremos 


8, = Pla, + Ba, + Big, +... + Big, 


(29) Cada a de E es una combinación lineal de gi, £2, ..., go; €n esta combinación lineal 
el coeficiente de £,, sea af, tendrá dos índices j inferior, número de a, y j índice superior, númoto 
P 


de gy; por tanto, af es €l coeficiente. Se tiene a, = Y 4/2, en el segundo miembro j puede reemplá 
jul 

zarse por cualquier índice (salvo í, 1, p); por Otra parte, como no figura en el primer miémbroj 

se dice que es un Índice mudo (ver $ 6, b, nota 2). 
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por tanto, G¿=(4, 4%, E +, 8p) es también una parte generatriz de E; 
si se repite un número fínito de veces esta operación, vemos que para 
P"<imí Gn, p) 


G, = (a, Ur ad, 81+p> ...y Ep 


es una parta generatriz de E. 
Demostfemos que m >p es imposible, en este caso haciendo p' =p 


G,= (4, Ea ...y Gp) 


engendraría E y los elementos Apy1 Apyo .»:» Am Serían combinaciones lineales 
de 4, 4%, ..., 4; por tanto, L no sería libre, 

Por consiguiente, m < p y al cabo de un número finito de operaciones, 
llegaremos, por tanto, a la parte generatriz 


GC = Gr = [Up a << Do Emo «1 Bo de 


De m < p resulta el corolario siguiente: 


CoROLARIO, — Si G es una parte generatriz, con p elementos, de un espacio vec- 
lurial E, toda parte de E que tiene estrictamente más de p elementos es ligada. 


Lo que se puede expresar en la forma equivalente: 


Toda parte de p + 1 vectores de “E que son combinación lineal de p 
vectores cualesquiera de E es ligada. 


N)JE.MPLOS Y EJERCICIOS 


|. Consideremos un vector x= (al, ..., af, ..., 0%) de K”; en el escalar al, i y f son 
doy Índices, ¿ índice inferior es el índice del vector x, ¡ índice superior es el índice 
yite indica el número de la coordenada al. 
Sca el vector de K”, a, =(81, Bl, ..,. Dl, .... 5%) tal que 
d8i=0 si ix) 
9 =1 si i=j 
Y se lama simbolo de Kronecker. Los elementos a, a 


: 0, A, son linealmente indepen- 
ifiuntes; en efecto, 


P 


Ma, + Ha +4... + 4%, = Oy = (0, 0, ..., 0) 
iinplica para todo j de [1, nm] 
A) 
va decir, 
A/= 0. 


2 En el espacio yectoríal de los polinomios 'en x con coeficientes reales (lo com- 
pirjon), toda familia finita o infinita extraída de 1%, xl, x2, ..., x%, ...) es libre (ver 
vajtulo 11). 
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3. En el espacio vectorial de las aplicaciones de R en R las aplicaciones 1—e*, 
t>e* son linealmente independientes si y sólo si los teales r y s son distintos (vet 
generalización, ej. 148 al final del capítulo). 

4. Si E es un espacio vectorial sobre K designado Ey, se considera E como espacio 
vectorial Eg» sobre. K”"CK, Estudiar la independencia lineal de una familia 
Xp Xp «0» Xx, según que se le considere que pertenece a Ey o a Eg. Dar ejemplos 
considerando a cuerpo € ya como espacio vectorial sobre sí mismo ($ 125, el. 3), ya 
como espacio vectorial sobre R ($ 125, ej. 4). 


134. Bases de un espacio vectorial de dimensión finita 


Sea un espacio vectorial E sobre el cuerpo K, de dimensión finita, y 
m= 181 En +» Ep) Una parte generatriz minimal de E que tiene p elemen- 
tos (ver $ 133, a), hemos visto que esta parte es libre; es, por otra parte, 
la noción de parte generatriz minimal la que nos ha servido de introducción 
a la noción de independencia lineal, 

Recíprocamente, sea B=(4,, 8, ..., a,) una parte generatriz libre cual- 
quiera, con p elementos, vamos a demostrar que es una parte generatriz 
minimal; en efecto, si no lo fuera, uno de estos elementos sería una combi- 
nación lineal de los otros y B no sería una parte libre (ver 8 133, €). 

Por otro lado, si x es un elemento cualquiera de E y B=(4,, 4, ..., dp) y 
una parte generatriz libre (por tanto, minimal), (4, dz, ..., 4 xj es una parte 
ligada, sino (4; da ..., a,) vo engendraría E; B es, por tanto, una familia ; 
libre tal que si se le añade un elemento cualquiera x, cesa de serlo: se dice. 
que es una parte libre maximal. A 

Recíprocamente, sea Ly =([b,, Do, ..., by) una parte libre maximal, es * 
decir, una parte libre tal que para todo x de E, Ly U (fx) sea ligada; según 
el corolario del teorema 1 del $ ad todo x de E es una combinación lineal 
de bi b,, ..., by; por tanto, (b,, by, ..., b,y es una parte generatriz, por otro 
lado, libre, de E, de donde: 









TEOREMA 3 Y DEFINICIÓN. — Para una parte B no vacía de un espacio vectorial sobre 1 
K, de dimensión finita, las tres propiedades siguientes son equivalentes: 

1. B es una parte generatriz libre de E. 

2. B es una parte generatriz minimal de E. 

3. B es una porte libre maximal de E. 


so 
Toda parte B = la, la ..4,) que posee una de estas propiedades se le llama una 
base de E. Para todo x de E existe una familia única de escalares (al) (1=i<m) 

tales que 
” 


x= alq + 0% +... +0, = $ a 


al, 2, ..., an se llaman las coordenadas de x respecto a la base [0,, 4), ..., 4). 


Observemos que el hecho de que B no sea vacío implica que E (0). 
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UPBSERVACION 


En lugar de coordenadas de x algunos autores emplean el término componentes, es 
imojor reservar el término de componente para el vector ata en efecto, si E, es el gub- 
espncio engendrado por 4, E=E,0E,0...0 E, y ala; es la componente de x en E; 
(vur $ 132, b). 


Il JEMPLOS 
l. En K” hemos Pal (8 133, ej. 1) que para 1<i<n el sistema de las a, defi- 
nidas por a, = (31, . .» 5%) es un sistema libre; por otro lado, para todo x de K" 
n 
x=(0d, 0%... 0... 0) = So O, ..., 0,0%, 0, ..., 0) = D aia; 


1=1 il 


por tanto, la familia (a) (l<i<mnm) es una familia generatriz libre de K*; es, por 
innto, una base de Kr, y se le llama la base canónica de K*, espacio vectorial sobre K. 

2. El teorema 3 es también cierto para los espacios vectoriales que no son de dimen- 
xlón finita. Por ejemplo, en el espacio vectoríal $ de los polinomios en x con coeficientes 
tenles (o complejos), [(%, xl, ..., x%, ...) es una base de 8 (aquí 0, 1, ..., A, ... son 
exponentes) (ver capítulo 11). 

Todo clemento A de Y es una combinación lineal finita (8 128, b) de elementos de 
la base, pero el número de elementos de la base que intervienen con los coeficientes no 
nulos en la expresión de un polinomio Á no está acotado cuando A describe 8, 


135, Existencia de bases para un espacio de dimensión finita 


u) Acabamos de dar tres caracterizaciones equivalentes de una base de 
tin espacio vectorial de dimensión finita sobre un cuerpo K; vamos ahora 
a demostrar su existencia. 

Sea E un espacio vectorial de dimensión finita sobre K no reducido a 
0), admite por definición una parte generatriz finita G==(8, 82 ..., 8p) 
ido p elementos que se puede suponsr no nulos según la observación hecha 
vn el $ 129, b). Hay, pues, partes de G que son libres (por ejemplo, ([g,)) 
sen L una de ellas; por tanto, L c G. 

Si L engendra E, es una base (parte generatriz libre). Si L no engendra E, 
existe g, de G—L que no pertenece al subespacio F, engendrado por L, 
pues si todos los elementos de G-—L pertenecieran a F,, L engendraría E; 


pongamos 
L, =L, L, =L, U fg,,) 
l,, es libre, si no (corolario del teorema 1, $ 133) g, pertenecería a F,, luego 
"“L=Lcl<cG L, Lo 


Si L, engendra E, L, es una base de E. Si L, no engendra E, podemos 
empezar de nueyo el razonamiento: existe g, que pertenece a G—L,, 
ly = LE, U (g,) es libre y 

L, c L¡< L, cG 
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con las dos primeras inclusiones estrictas, podemos construir así una sucesión 
finita estrictamente creciente de partes libres de E, contenidas todas en GQ 


L=Lbchkc<cloac..cLocSG. 


Al ser G una parte generatriz finita, existirá m tal que L,,., sea una 
parte libre que no engendra E y L,, una parte libre que engendra E, L,, será, 
por tanto, una base de E; luego: 


Teorema 4. — Todo espacio vectorial E de dimensión finita, no reducido a (0), admite 
una base; de una manera más precisa sí G es una parte generatriz de E y L una parte 
libre de E contenida en G, existe una base B de E tal que 


LcBrcG. 


b) Consideremos ahora un espacio vectorial E no reducido a (0), una 
parte libre L y una parte generatriz G, las dos cualesquiera. G U L engendra 
a fortiorí E y Lc G UL, existe (teorema 4) una base B tal que 


EcBc<cGUL. 


Todos estos conjuntos al ser finitos, existe una parte H de G tal que 
B=L UH; en consecuencia: 


CoroLar1O. — Si L y G son, respectivamente, una parte libre y una parte generairiz 
de un espacio vectorial E, existe una parte A de G tal que LU sea una base de E. 


Este resultado se conoce con el nombre de “teorema de la base incdm»- 
pileta”: la parte libre L se ha “completado” con algunos elementos de G; 
también se le conoce con el nombre de “teorema de cambio”, pues gracias 
al teorema 2 ($ 133) se puede sustituir a G=(g5 £2 .., 8p) por la parte 
generatriz GC =(4,, dy o) Um £mro +» Ep) conteniendo L obtenida “cam: 
biando” m elementos de G por los m elementos de la parte libre L. i 


OBSERVACION 


Hemos demostrado los teoremas 3 y 4 solamente para los espacios vectoriales de 
dimensión finita; también se verifican para un espacio vectorial cualquiera. 


136. Dimensión de un espacio vectorial 


a) Todo espacio vectorial E de dimensión finita admite al menos ura 
base finita B (8 135, teorema 4). Sea n el número de sus elementos. Sea B' 
otra base que tenga 1” elementos. B” es una parte libre de E y sus elementos 
son combinaciones lineales de los elementos de B; por tanto (8 133, coro» 
lario del teorema 2), n' < n, igualmente n < 7”. Luego: 


TEOREMA 5 Y DEFINICIÓN, — En un espacio vectorial de dimensión finita sobre el 
cuerpo K, todas las bases tienen el mismo número de elementos, Este número común 
se lama la dimensión del espacio vectorial E sobre el cuerpo K, se le designa dimy E, 
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Por ejemplo, K” espacio vectorial sobre K, tiene una base con n elemen- 
los; por ejemplo, su base canónica es de dimensión n sobre K-(8 134, ej. D. 

Así está justificada a posteriori la calificación de espacio vectorial de 
dimensión finita. Se demuestra que el teorema 5 se verifica también para 
los espacios vectoriales cualesquiera en el sentido de que todas las bases 
de un espacio vectorial son equipotentes. 

Como para la independencia lineal (ver $ 133, ej. 4), la noción de dimensión 
depende no solamente del conjunto E, sino también del cuerpo de base del 
espacio vectorial E (ver ej. 2 a continuación), Si no es posible ninguna con- 
fusión sobre el cuerpo de base, se representará la dimensión de E por dim E. 

(0) es un espacio vectorial con un solo elemento cualquiera que sea el 
everpo de base, se pondrá por definición 


dim (0) =0, 
hb) TEOREMA 6.— Todo espacio vectorial E de dimensión n sobre K es isomorfo 
w Ku (espacio vectorial sobre K). 
Sea [dy da ..., 4) una base de E, para todo x de E 
= oa, +... + 0%, 
Consideremos la aplicación E en K” definida por 
i>lal, a, .... (0) 


es claramente una biyección; por otra parte, si 


yo le, Pp... PB 
yola BBB la, A an (BB... pm 
le> la, hal, ..., La) = Aal, al, ..., a”) 


wsún las propiedades del espacio producto K" (8 127), Por tanto, esta apli- 
vación es un isomorfismo de E sobre K", Es decir, existe una sola estructura 
ile espacio yectorial de dimensión rx sobre K: la de K”. 


CoroLARto. — Dos espacios. vectoriales de dimensión finita sobre el mismo cuerpo K 
an isomorfos si y sólo st tienen la misma dimensión respecto a K: 


Observemos que este isomorfismo de E sobre K" no es canónico, pues 
depende no sólo del espacio vectorial E, sino también de la base elegida. 


) De la definición de la dimensión y del corolario del teorema 2 (8 133) 
tenemos los resultados siguientes: 


'rio0REMA 7.— En un espacio vectorial E de dimensión n sobre K: 
Il. Toda parte libre tiene a lo sumo n elementos, 
2. Toda parte que tenga al menos n+ 1 elementos es ligada, 


COROLARIO, — Toda parte B de un espacio vectorial E de dimensión u sobre K que 
puswe dos de las tres propiedades siguientes (n. > 0): 

Il. B tiene n elementos. 

2. B es libre, 

%. B engendra E, es una base de E. 
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2. y 3. dan la definición de una base. 
3. y 1. implican que B es líbre, si no se podría extraer B” parte estricta 
de B (8 135, teorema 4) que sería una base de E y se tendría dim E<n, 

1. y 2. implican que B engendra E, si no existiría x tal que B U [x) sería 
libre, y habría entonces una parte libre con 2 +1 elementos, lo que es im- 
posible. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Todo cuerpo K es un espacio de dimensión 1 sobre sí mismo, si a es un elemento 
no nulo cualquiera de K, para todo x de K existe q tal que x= «ge (a = xa-1); por tanto, 
fa) es una base. 

2. Consideremos el conjunto C de los números complejos, podemos considerarlo como 
un espacio vectorial sobre R, tendrá por base 1=(1, 0) e f=(0, 1), o todo par de 
números complejos linealmente independientes en C espacio vectorial sobre R, es decit, 
tal que 2,f7,é R; entonces tendremos de un modo único para todo z de € 


2 = 0,121 + UZy. 


Se puede también considerar el cuerpo CU como espacio vectorial sobre sí mismo; 
tiene por base toda parte de un elemento (11), por ejemplo, o (zp) si 20 y para 
todo z de € z= ar. 

Por tanto, 


A 


dimp C:=2 dim, C=l. 


3. Un espacio vectorial tal como el espacio vectorial $ de los polinomios en x con 
coeficientes reales (o complejos) es de dimensión infinita. El conjunto 3, de los poll=* 
nomios en x con coeficientes reales (o complejos) de grado estrictamente inferior and 
admite por base E 

0,1, nl] 


es, pues, de dimensión + (ver capítulo 11). 
4. Si E y F son dos espacios vectoriales sobre K de dimensiones respectivas finita A 
p y q, demostrar que si (aj) (l <1<p)es una base de E y (bj) (1 <[<gq) una base 
de F, ((a,, 0)) U ((0, b;)), donde i describe [1, p] y £ [1 q] es una base de E xP, 3 
deducir de lo. anterior que dim (E x F) = dim E + dim F. E 
Generalizar a nm espacios vectoriales, de dimensiones finitas sobre K 


dim (E, X E, X ... X E,) = dim E, + dim E, +... + dim E, 


5. Sea E de dimensión finita 1>0 sobre K. Demostrar que E tiene una infinidad E 
de elementos si y sólo si K es infinito. ¿Cuál es el cardinal de E si card K =p? SS 


137. Dimensión de un subespacio vectorial de E 


a) Sea E un espacio vectorial de dimensión finita n>0 sobre K (po: 
tanto, E + (0) y F un subespacio de E, distinto de (0). Recordemos qu 
toda parte libre L de F es una parte libre de E (8 133, b) y tiene, por tanto 
a lo sumo n elementos (8 136, teorema 7); L tiene al menos un elemento 
no nulo, puesto que F><(0]; hay, pues, en F partes libres, sea p 
número de elementos de una parte libre maximal de F: es una base de 
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(5 1080 y lep<n; si p=n es una base de E y E=F. Si F=(0), 
dimg F =0, Finalmente si E =¿0), se tiene igualmente F =(0), de donde: 


TEOREMA 8. —Sí F es un subespacio vectorial del espacio vectorial E de dimensión 
a sabre K, F es de dimensión finita sobre K y 


dim; F < dim, E. 


Reciprocamente toda parte libre con p elementos de E engendra un subespacio vec: 
ierial de E, de dimensión p. Finalmente 


dimz F = dim, E=>F =E. 


hb) Un subespacio F de dimensión 1 se llama una recta que pasa por 0 
de E, si a es un elemento no nulo de F, F está descrito por las x tales que 


= ua 
cmando a describe K. 


Un subespacio F de dimensión 2 se llama un plano que pasa por O de E, 
sl (a, €) es una base de F, F está descrito por los x tales que 


— ola, + oía, 
si (al, a% describe K xK, 


Un subespacio F de dimensión p>2 de base (a, 8, ..., a,) está descrito 
por los x tales que 


xi (0%, al, ..., a") describe K*. Si p =n--1 se dice que F es un hiperplano 
que pasa por 0 de E. 


OBSERVACION 


Naturalmente todos los subespacios vectoriales de E contienen 0; se les dice recta, 
plano, hiperplano, que pasan por O para evitar toda confusión con recta, plano, hiperplano 
del espacio afín asociado al espacio vectorial E (ver tomo III Geometría), Por ejemplo, 
en el espacio afín BR? hay rectas y planos que no pasan por 0. 


c) Consideremos un subespacio propio F del espacio vectorial E, sea 
[dy Ga «<-, 4) (0<p<mn) una base de F, podemos completar esta base con 
ulementos de una parte generatriz de E para obtener una base de E (3 135, 
vorolario del teorema 4); como una base de E tiene n elementos será nece- 
xurio 1 —p elementos By Boyz «+ by. Para todo x de E existirá, pues, una 
familia única de escalares 


al, ea, a a, go+1, “+... p" 
tales que 
= ala + 0002 4. + 070) + BID ho + PD 


(+) N. del T. — El tomo 111 anunciado no ha sido publicado aún en la Colección U de la A. Colin. 
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Ahora bien, (Dpy1 Boyz <<» Day subfamilia de una familia libre de E es 
libre y engendra un subespacio vectorial G de dimensión n— p, pues su base 
tiene n—p elementos, Por otra parte, escribiendo 


y =004, +... + 04, 2= BPrboy +. + 07D, 
vemos que tenemos de un modo único 
x=y+z, yeF, zEG 


por tanto, G es un subespacio suplementario de F, de donde: 


Teorema 9.— En un espacio vectorial E de dimensión finita sobre K todo subespacio 
vectorial E de E admite al menos un suplementario G respecto a E y 


E=FOG= dim E = dim F +4 dim G. 








Este resultado es, en efecto, válido para F=(0)] (resp. E), G es enton- 
ces E (resp. (05). 

Observemos que. F puede tener varios suplementarios (8 131, ej. 1), puede 
incluso tener infinitos si K es infinito (ver ej. 4 más abajo). 


COROLARIO Y DEFINICIÓN. -- En un espacio vectorial E de dimensión finita sobre Ki 
todos los suplementarios de un mismo subespacio vectorial F de E. tienen igual dimensión, “a 


se le llama la codimensión de F respecto a E y se la designa codimp F. 


Volvemos a encontrar así, gracias a la noción de dimensión, que todos 
los suplementarios de un mismo espacio vectorial en un espacio vectorial 
de dimensión finita son isomorfos. Lo habíamos demostrado en el 8 131 (coro- 
lario del teorema 4) para un espacio vectorial cualquiera al admitir que un 
subespacio vectorial tiene suplementarios. 


EJERCICIOS 


t. Demostrar que si E es de dimensión finita sobre K 


E=FE,0E,0... OE, > dim F=) dim E. 


2. Si tenemos dos subespacios vectoriales de E de dimensión finita, demostrar que 


dim (E, + E,) + dim (E, N E,) = dim E, + dim E). 
o, 
(Introducir 1 =E, N E,, un suplemeñtario F, de l respecto a E, y un suplemen» 
tario de F, de ] respecto a E,. Considerando las bases de 1, F, y F,, demostrar qué 
E, +E,=10F,0F,.) 
Se indicarán otras demostraciones en el $ 143 (ej. 1) y en el ejercicio 164, al final 
del capítulo, E : 
3. En E de dimensión r sobre K, se considera dos subespacios vectoriales de dimen 3 
siones, respectivamente, Pp, y q ¿Entre qué límites pueden variar dim (E, + E) y ñ 
dim (E, N Ey? 00d 
4. Sea E un espacio de dimensión finita, E=F80G, A =(a,, Ga ..., Apr una .basg 
de F y B=([D,, bz, ..., Bb) una base de G. Si a? es un elemento no nulo de -F, se pont 
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(bl, .., bj con bi = a" +b,, demostrar que A U B” es una base de E y que B' 
engendra un subespacio G” suplementario de F y distinto de G. 

Demostrar que si se sustituye «” por a” elemento no nulo de F y distinto de a”, se 
obtiene un suplementario G” de E distinto de G” 

Deducir que si K es infinito, F tiene una infinidad de suplementarios (utilizar $ 136, 
e. 5. 


138. Rango de un sistema de vectores de un espacio vectorial 


DEFINICIÓN. — Se llama rango de un sistema S de vectores de un espacio vectorial 
ll sobre K, la dimensión del subespacio F, supuesto de dimensión finita, engendrado 
pur este sistema de vectores, Se le representa rg (S). 


Dado S =(4Xj, Xy ..., Xp) que engendra F, el rango de S será el número 
de elementos de una parte maximal libre extraída de $, por tanto: 


El rango de un sistema finito de vectores es el número máximo de vec- 
tures linealmente independientes extraidos de S. 


Si dim E=n, se tiene evidentemente 
rg LX X2 ... Xp) < mf (n, p). 


Vamos a indicar un primer método para determinar el rango de 5, en un 
espacio de E de dimensión a sobre K, si conocemos las coordenadas de los p 
vectores respecto a una base de E, sea 


x= ala, + 98,+... + al, +... + aja, 


será lo mismo que estudiar los vectores (al, a% ..., a), ..., ar) de K"”, Esto 
se basa en dos propiedades muy simples: 


rn 
PROPIEDAD 1.— Si tenemos p vectores x;= > a, de un espacio vectorial E de 


ful 
dimensión n sobre K (p<mHn), si 


(<i>a=0 y (Vie[t,ph)  ajr=o0 
los p vectores (x;) son independientes. 
Sea 
Ma +... + Ax. + xp =0 


cousiderando las coordenadas de Y No, tenemos 


i=1 


2 va = = G=1, 2 ...,Pp) 
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o sea, si simplificamos y tenemos en cuenta las propiedades de las aj 
li— 
Nal == 
Mal + Maz = 0 


Vaj + Mob + + Maj= 


Mar + Mar +... + VMa?,=0 
lo que nos da 
A=M=..=P4=0, 
PropiepaD 2. —El sistema S = [xj Xa .... xp) y el sistema S' obtenido sustituyendo 
P 
en S, x; por S vx, con MN x0 tienen el mismo rango. 
j=1 
En efecto, el subespacio engendrado por $ y por 
s' =(S — (xp U íWx +... + Xx; ht... + AP Xp) 


es el mismo si A! 54 0, A 

El método consiste en utilizar la propiedad (2) efectuando combinaciones 
sucesivas Ax, + Ax, para obtener un sistema que engendre el mismo sub- 
espacio que $ y cuyos vectores no nulos posean la a (D. Vamos a 
exponerlo con ejemplos: 


EJEMPLOS 3d 


1. Sean los tres vectores de R? (o de un espacio vectorial isomorfo), x,, Xy, xy dados 
por sus coordenadas en una base (a,, €, 43) 


(5) x X, X 
2 —1 4 
3 2 —3 
5 —3 —8. 





Escojamos uno de los vectores cuya primera coordenada es no nula (si las treo 
primeras coordenadas fueran nulas se operaría en el subespacio engendrado por 4, y 4, 
al que pertenecerían x,, X, *x,). Tomemos x, y formemos S'=(x,, x*/, xi) con 
x = Ax, + px, (i=2, 3), A y Pp se escogen, cadá yez, de manera que la pélmera 
coordenada de xí y xí sea nula, obtenemos 

(55 X, x =X, + 2x, 


= 2x — % 


X; 
0 o 
7 9 
1 2 


un 
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Formemos seguidamente 5” =(x,, x5, xi) con x3=4x + px, se han escogido 
Á y p de manera que la segunda coordenada de Xx sea nula, obtenemos 


(S”) X; A) x= 95 — 7 
2 0 D 
3 7 0 
5 El 


Los tres sistemas S, S”, S” tienen el mismo rango (propiedad 2), S'” está formado 
por tres vectores independientes (propiedad 1); por tanto, el rango de $S es 3, 
2. En el mismo espacio vectorial que en el ejemplo 1, consideremos el sistema 


1" -=5S U (xj), donde x, tiene por coordenadas —4, 17, —10, obtenemos los sistemas 
Y, T”, T” que tienen el mismo rango 
(15 Xx, A A =2 +x, (1) X; x xz xy = 23 — 7x3 
2 0.000 2 0 0 0 
3 1 923 3 7 0 0 
5 —1 2 0 5 —1 23 —23 


Se podría formar el sistema T""=(xX,, x5 x7, x") .con 2" =x8—xi =0; el 
sistema T”*, por ser el sistema T de rango 3, tiene los cuatro vectores dependientes, lo 
que no es extraño, puesto que la dimensión del espacio vectorial es 3. El método nos 


do la relación de dependencia -—aquí única— verificada por Xy, Xz Xy xj, En efecto, 


0= xi —x7= 9, — Tx, — (3 — 7x4) = —71(0x) + —x4) 
nos da 
Xy = 2x, + 4x7 —2y. 


En todos los casos comprobaremos que el método nos da no solamente 


el rango r del subespacio F engendrado por S = (Xi, Xz, ..., %p), Sino también 
una base de F y las p—r relaciones de dependencia existentes entre 
Y» Xa «<> Yo En particular, si en E de dimensión 2, X;, X» ..., *x, Son inde- 


pendientes, este método permite calcular las coordenadas de un vector * 
cualquiera respecto a la base [xi Xx» ..) Xp) 


IV. Propiedades de las aplicaciones lineales 


Dada la importancia de las aplicaciones lineales, agrupamos en esta sección 
todos los resultados referentes a ellas sin temor a repetir definiciones o de- 
mostraciones ya dadas, o dadas en parte. 


139. Definiciones. Ejemplos 


DeFINIcIÓN. — Dados dos espacios vectoriales E y F sobre el mismo cuerpo conmuta- 
tivo K, se llama aplicación lineal de E en F todo homomorfismo de E en F, es decir, una 
uplicación f de E en F, tal que 

(1) (vxeE)  (vyeE) Hx + y) = 10) +10) 

(2) (VxeE)  (vaeK) fax) == afíx). 
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() y (|) se llaman, respectivamente, primera y segunda propiedades de 
linealidad. Si E=F se dice que f es un endomorfismo del espacio vectorial 
E, se dice también que es un operador lineal operando en E, 

Si la aplicación lineal y: E->F es biyectiva, es un ¿somorfismo de E 
sobre E; si, además, E == F, f es un automorfismo del espacio vectorial E, 3e 
dice también que f es un operador lineal regular operando en E. 

Se representa por Homx(E, E) o £x(E, F) el conjunto de las aplicaciones 
lineales de E en F, espacios vectoriales sobre K, Endx(E) o £x(E) el conjunto 
de los endomorfismos del espacio vectorial E y GLx(E) el conjunto de los 
automorfismos de E; si no cabe ninguna confusión sobre el cuerpo de base 
K, se emplean las notaciones Hom(E, F), End(E) y GL(E); de hecho estas 
notaciones se aplican a los conjuntos de aplicaciones lineales provistos de 
operaciones algebraicas que definiremos en la sección V (88 144, 146 y 147). 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 
1. Si E=E,XE, las aplicaciones pr, y pr, definidas por 
prix, X) = Xy, Prat) Xy) = X, 


son aplicaciones lineales de E, Xx E,, respectivamente, en E, y en E, (si E, y E, son 
espacios vectoriales sobre K). 

Si se identifica E=E,XE, y E,O E, (8 131, ec) podemos decir que pr, y pr, 
son  endomorfismos de E, Considerando E,xE,X...XE, o E, QOE,0..QE, =E 
A=X+X++%, SE, x,€E;) se constatará que x—>x;= f(x) es un endomor- 
fismo de E. Se comprueba fácilmente que (f)o0(f) =f, de una manera general se llama 
proyector todo endomorfismo de E que verifica fof =f (ver ej. 157, al final del capítulo), 

2, Si F es un subespacio vectorial del espacio vectorial E sobre K, la PIcaGón 1 
de E en E/F definido por E 


x>ofoO=* 


(% clase módulo F de elementos de E) es un homomorfismo suprayectivo, llamado homa: 
morfismo canónico de E sobre E/F ($ 130). 3 
3. Sea E el conjunto de las funciones numéricas indefinidamente derivables t-—» x(f) 
de [0, 1] en R, es un espacio vectorial sobre R. : 
a) La aplicación de E en E que a la función de x hace corresponder su derivada ';| 
x”, es un endomorfismo de E (ver curso de Análisis). 
b) La aplicación de E en R definida por x->x"(fp) (t, valor fijo de [O, 1] es una 
aplicación lineal de E en R, . 
4. Sea E el conjunto de las funciones numéricas continuas ¿—>x(t) de [0, 1] en o 
es un espacio vectorial sobre R. - 
«) La aplicación de E en E que a la función x hace corresponder su primitiva X 





que se anula para t==0, 0 sea, t>X(f) = N x(u) dx es un endomorfismo de E (ver 
0 
curso de Análisis). 


1 
b) La aplicación de E en RK definida por x —> J/ x(£) dt es una aplicación lineal. 


0 
5. Se volverá a ver todos los isomorfismos vistos en los párrafos precedentes 
(8 125, ej. 4 y 8; $ 128, ej 5; $ 131, t. 3 y 4; $ 132, ej. 2: 8 136, t, 6), 
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140. Propiedades fundamentales de las aplicaciones lineales 


Hay que tener siempre en cuenta que una aplicación lineal f de un espacio 
vectorial E en un espacio vectorial F (sobre el mismo cuerpo K) es un 
homomorfismo del grupo aditivo E en el grupo aditivo F. 

Volvemos a encontrar así en este párrafo tres teoremas (t. 1, 2, 3) análo- 
pos a los ya demostrados para los homomorfismos de grupos (8 77) y como 
corolario la descomposición canónica de uná aplicación lineal. Sin embargo, 
volvemos a hacer todas las demostraciones. 

Las nociones de subespacios suplementarios y de independencia lineal nos 
darán en los $8 141 y 142 dos nuevos teoremas (t. 4 y 5). Aunque sea válido 
pura los espacios vectoriales de dimensión infinita, el teorema 4 que supone 
ln existencia de suplementarios para un subespacio vectorial de E, sólo se 
demostrará en este curso más que para los espacios vectoriales de dimensión 
finita sobre K, : 

Finalmente, en el 8 143, nos limitaremos a los espacios de dimensión 
linita sobre K para los teoremas 6 y 7 (determinación y rango de una apli- 
unción lineal). 

a) TEOREMA 1.—La aplicación compuesta de dos aplicaciones lineales es una 
uplicación lineal. j 


Si E, F, G son tres espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K, consi- 
deremos dos aplicaciones lineales f de E en F y g de F en G; gof es una 
aplicación de E en G. Para todo « y todo y de E 


Bop a+ = glf(x +49] (definición de gof) 
= 81/60 +10] (fe£(E, E)) 
= g[f(01 + g1f(] (g€ £(E, E)) 


=(gof (a) + (g0f) (4) (definición de gof). 
Igualmente y por las mismas razones, para todo x de E y todo q de K 


(go (ax) = glf(ax)] = glaf()] = ag[/0)] = algo N (o. 


COROLARIO. — La composición de dos isomorfismos de espacios vectoriales es un 
Isomorfismo de espacios vectoriales. La composición de dos endomorfismos (resp. auto- 
tmorfismos) de un espacio vectorial E es un endomorfismo (resp. automorfismo) de E. 


'TLOREMA 2.— Si f es una aplicación de E en F 

Il. HO) = Op, Hex) = — fx). 

2. Si A es un subespacio vectorial de E, (A) es un subespacio vectorial de F, 
3. Si B es un subespacio veciorial de F, [f-(B) es un subespacio vectorial de E. 


Recordemos la demostración de 1 (8 56, t. 2). Sea x” de f(E), existe x de E 
lib que (A) = x 
x +0 =0 + x= x= fix + 0) = f(x) + (02) = (08) + f00) = (0) 


pe 


a + f(0g) = (0) + =x, 
K0g) = O. 


tj decir, 


0D. -— ALGEBRA 
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Finalmente 
x + —x) = 0E> (0 + fx) = f(05) = Or 
por tanto, fí— x) = — f(x). 












Sea A un subespacio de E, x” e y” dos elementos cualesquiera de f(A), 
existe x e y de A tales que x= f(x), y” = f(4), de donde para todo e de K 


a —y =10) — (y) =x —y 


(ax) = afíx) = mx” 


x—y y ax si pertenecen a A, 1" —Y' y ax” pertenecerán a F(A), que es, por 
tanto, un subespacio de F (8 123). 

Sea B un subespacio de F, x e y dos elementos cualesquiera de f-(B), 
[(x) y f(y) pertenecen a B, de donde para todo q de K 


100) — $) = (a— y) 
alí) = fax) 


pertenecen a B, luego x—yY y ax pertenecen a f-(B) que es, por tanto, un 
subespacio de E. 


DeFINICIÓN. —Si f es una aplicación lineal de E en E, f-1(0), subespacio vectorlal 
de E se llama núcleo de la aplicación lineal] y se le representa Ker f; f(E) subespacta 
vectorial de F se le llama imagen de la aplicación lineal f y se representa Im f. 


Fe£CE, PD), Ker f= f-K0) c E, Injf=fABE) CF. 


CORoOLARIO. — 5i f es una aplicación lineal de E en EF: 
l. f es inyectiva si y sólo si Ker f=(0). 
2, $ es suprayectiva si y sólo si im f=F, 


Para 1: SEO es decir, x—yeKer f, digo x= 
si y sólo si Ker f= (0). 


2 es simplemente el enunciado de la definición de una aplicación supra» «4 
yectiva, 


TEOREMA 3.— Si $ es un isomorfismo del espacio vectorial E sobre el espacio ver : 
torial F, fpl es un isomorfismo de F sobre E, 


Para todo x” e y” de F existe x e y únicos de E tal que f(x) =x, f(y) = Y 
de donde para todo a de K 


rn =fM0+mM=v+y=> ie +y)=xty=f 400) +) 
fax) = af) = ax” > fax) = ax = af 1x5). 


bj) Como para los grupos si consideramos la relación de spread! 
(8 19, b) definida sobre E por fíx) = f(), tendremos 


(a—y = 05 xy f-00) 
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pues si FHO0O)=ÑN es un subespacio vectorial de E, esta relación es compa- 
tible con la estructura del espacio vectorial de E y la descomposición 


Ñ s b 1 
E E/N > [f(E) > E 
Í=iocbos 


es tal que E/N y F(E) son los espacios vectoriales sobre K; s es suprayectiva. 
Por otra parte, para todo x e y de E y todo a de K (ver $ 130, y 5 139, ej. 2) 


A o 


síax) = a] = alx) astr) 


v e y son las clases módulo N, respectivamente, de x e y; s es, por tanto, 
un homomorfismo suprayectivo, Por otra parte, b es una biyección definida 
por (8 19, b) para todo x de E/N 


ba) = H(x). 
Para todo x y todo y de E/N y para todo q de K 


DH y=b ha = fla + y = 0) + f() = d(3) + dy) 


bai) = b le = f(x) = af(x) = ab(x) 


luego b es un ¿somorfismo de E/N sobre f(E). Finalmente la aplicación canó- 
nica de F(E) en F, x1—>x' es visiblemente lineal, es inyectiva; por tanto: 


CoroLArto, — Toda aplicación lineal f. E=>F, si E y F son dos espacios vectoriales 
wbre K, se descompone de una manera canónica en (N es el núcleo de f): 


a) El homomorfismo canónico de E sobre EfN. 
by El isomorfismo canónico de E/N sobre [(E). 
Y) El homomorfismo canónico (inyectivo) de [HKE) en EF, 


JERCICIOS 


l. ¿Cuál es el núcleo de f: E, xE,>E, ($ 139, ej. 1)? Hallar así de nuevo la 
causa de que E, OH E,/E, sea isomorfo a E, (8 131, t 4). 


2. ¿Cuál es el núcleo de las aplicaciones lineales definidas en los ejemplos 3 «) 
y 4 a) del 8 139? 

3. Si f es una aplicación lineal de E en F, demostrar que la restricción g de f 
Ñ un subespacio vectorial E” de E es una aplicación lineal de E” en F y que 
Koer g=Ker ¿NE 


, 
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145. Isomorfismo de Im f con todo suplementario de Ker f. 


TEOREMA 4.— Sea ] una aplicación lineal de un espacio vectorial E sobre un espacio 
vectorial F, si E, es un suplementario de E, =XKer f respecto a E, HE) = HE) y la - 
restricción g de f a E, que toma sus valores en f(E) es un isomorfismo de E, sobre HE), 


Como ya hemos dicho, este teorema válido para un espacio vectorial. E 
cualquiera sobre K sólo se halla demostrado en este curso para los SAPacIo 
vectoriales de dimensión finita sobre K. 

Para todo x de E= E, Y E; (E, = Ker f) tenemos la descomposición única 


xX=Xx1 TX x € Ker f => Hx) = 0, x2 € E> 
de donde para todo x de E 
0) = fa + x0 = [(a) + [() = [2) 


por tanto, (Es) = (E). Sea g la restricción f a E, y que toma sus valores 
en [(E). g es suprayectiva, pues para todo a” de f(E) existe x=x, +x, de E 
(x, € E, x,€ Ez) tal que 


x=) = f(a + x) = fx) = glx,) 
por otra parte, g es inyectiva, pues 
800) = alu) = gx, — Ya) = 0 


por tanto, Y,-— Y, que pertenece por definición a E, pertenece también al + 
núcleo de f, puesto que g(x,— ya) = f(x, -— Ya) = 0, luego x,—Y, = 0, puesto “4 
que E, y E, son suplementarios; g es, por tanto, una biyección de E, sobre f(E). ¡ 

Finalmente g es una aplicación lineal, pues para todo *,, todo Ya de E $ 
y todo a de K pos 


a + y) = fr + Y) = (0) + fa) = 2) + gy) 
glax) = ara = afla) = ag(x,). 


OBSERVACIONES 





1, Hemos demostrado en un caso aparentemente particular el ejercicio 3 del $ 140, 


- Por otra parte, el hecho que todo suplementario del núcleo es isomorfo a f(E)' ho 
una consecuencia del teorema 4 del $ 131 (E, DH E,/E, isomorfo a E,) y del corolarle 

de los teoremas 1, 2 y 3 de este párrafo (E/N isomorío a /(E)); ademas, la demor 
tración dada no hace sino reconsiderar lo esencial de las demostraciones de estos resultado 


2. Si E, =Ker f y E=E,0 E, acabamos de demostrar que 
HE) =10)  RE)=HE);  portanto,  f(E)=(0)0 ((E). 


Hay que tener en cuenta que el resultado no es general, es decir, si É es suma: 
directa de dos subespacios vectoriales cualesquiera E, y Ez, f(E) no es en genoral 
suma directa de KE/) y ME) (ver ej. fin del $ 142), 
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142. Imágenes de partes de E, Aplicaciones 


Sea f una aplicación lineal de E en F y una combinación lineal de p ele- 
mentos de E: xj ..., X, tendremos 


Pp Pp 
Ú ax; ) = »faix) (primera propiedad de linealidad) 
2.==)-2 


i= 


Pp 
=> aifx) (segunda propiedad de linealidad). 


il 


Igualmente para toda combinación lineal finita de una familia cualquiera 


de E 
(3e=) = > flaix;) = > alfíxp) 


¡el ¡el ¡el 


recordemos que en este último caso sólo un número finito de escalares q' 
sun no nulos. Si Á es una parte de E, bien finita (Xi, Xa -.., %/) O infinita 
ty con 1 como conjunto de Índices, represéntaremos como siempre por f(A) 
el conjunto de las imágenes f(x) de las x, por f. 

Observemos que si la aplicación ¿->w es biyectiva, no lo es en general 
la ¿—=>f(x,); este fenómeno explica, en parte, algunos de los resultados 
“¡guientes : 


Trorema 5.— Si f es una aplicación lineal de E en F, sí G es una parte generatriz 
de E, f(G) es una parte generatriz de [(E), 


Sea x” un elemento cualquiera de f(E), existe x de E tal que x= f(x). 
Por otra parte, x es una combinación lineal finita de elementos de G y 


=D a == (1) =D) alfteo, 


el ¡eL 
por tanto, f(x) es una combinación lineal finita de elementos de f(G). 

En particular, si f(x) =0 para todo * de G, f(49)=0 para todo x de E: 
esta observación, muy útil, se conoce con el nombre de principio de pro- 
longución de igualdades lineales. Por ejemplo, si f y g son dos aplicaciones 
lincales de E en F, tales que f(x) = g(x) para todo * de G, se deduce que 
PH Bo 

CoRoLARIO 1.—Si f es una aplicación lineal de E en E, la imagen de una familia A 
hipada de E es una familia J(A) ligada de F. 


Según el teorema 1 (8 133) existe un elemento x de A combinación lineal 
mita de los elementos de A—(x); por tanto, f(x) será combinación lineal fi- 
nita de los elementos de f(A) —(fG0)) luego F(A) es ligada. 
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COROLARIO 2.—Si f es una aplicación lineal de E en FE y A una familia de E tal 
que f(A) sea libre en E, entonces A es libre en E. 


En efecto, si A no fuera libre en E, Ñ(A) tampoco sería libre en F, 

ATENCIÓN: La imagen de una familia libre de E no es en general una '$ 
familia libre de F (ver ej, posterior); en particular, la imagen de una base -: 
de E no es en general una base de [(E). 


EJERCICIO 


Si f es una aplicación lineal de E en F, demostrar que las tres propiedades siguientes 
son equivalentes: 

a) f es inyectiva. 

b) Para toda familia libre L de E, f(L) es una familia libre de F. 

c) Para toda descomposición E=E,QE, se tiene (E) = KE) O KE). 


143. Caso en que E es de dimensión finita. Rango de una aplicación lineal 
de E de dimensión finita en E 


a SIE yE son dos espacios vectoriales sobre K, supongamos dimg E =n 
y designamos por (4;, dy ..., 4,) una base de E. 


TeoreMA 6. —Existe una aplicación lineal única | de un espacio vectorial E de 
dimensión n sobre K en un espacio vectorial E sobre K, tal que 


(vie[ll an) Ha)=b, 


donde bi, ba. ..., b, son n elementos cualesquiera de F. 
Supongamos que existe f y verifica las condiciones del enunciado, tens Á 
dremos de una manera úñica J 


x= 5 ala, > f(x) = S afía) = S aib,; 
i=1 i=] f=1 


por tanto, si f existe, es única. Recíprocamente, la aplicación de E en F defl. 


nida por 
n 
x> > adb, 
i=t 


es evidentemente lineal. Por tanto, f existe, y es única, está determinada pop 
sus valores sobre los elementos de la base. 


b) TEOREMA 7 Y DEFINICIÓN. "Si f es una aplicación lineal de un espacio vectorial! 
E de dimensión finita sobre K en un espacio vectorial EF sobre K, f(E) es de dimensión: 
finita sobre K y dimg F(E) < dimz E. 

La dimensión de lm j= HEY es el rango de la aplicación lineal f; se represa 


por tg (f); además, 
| rg ($) = dimy E— dimzg Ker ¿. | 
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Si dimx E =1, toda base B de E tiene n elementos, es una parte genera- 


triz de E; por tanto, f(B) es una parte generatriz de f(E) que tiene a lo sumo 


n elementos. Por tanto, f(E) es de dimensión finita y toda base de f(E), parte 
generatriz minimal de f(E) (8 134, teorema 3), tiene r< nm elementos. 
Por otra parte, si E, = Ker f y E=E,0 E,, tendremos (8 137) 


dimx E = dimz Ker f + dim Ez; 
ahora bien, Ez es isomorío a f(E); por tanto, dimx E, =dimx KE) y 
r=T8 (f) = dimx E-—dimx Ker f. 


Se observará que este resultado es independiente del hecho de que F sea 
de dimensión infinita o finita y en este último caso del valor de su dimensión. 
Sin embargo, F es de dimensión finita p 


TE () < inf (a, p), 
pues f(E) c F. 


COROLARIO 1." Sea f una aplicación lineal de E en F, E y E dos espacios vectoriales 
de dimensiones finitas sobre K, respectivamente, iguales a Rh y p: 

l. rg (f) =n si y sólo si f es inyectiva. 

2. 18 (Pf =p si y sólo si f es suprayectiva. 


En efecto, rg (f) = nr —dimx Ker'f =m implica Ker f=(0), luego f es 
inyectiva y recíprocamente (8 140, corolario del teorema 2). Por otra parte, 
dimg (E) = dimk F implica (E) =F (8 137, teorema 8). 


Estas propiedades nos permiten enunciar el resultado siguiente: 


CoRoLARIo 2. —Si f es una aplicación lineal de E en F, E y F dos espacios vectoriales 
de igual dimensión finita, las propiedades siguientes son equivalentes: 

1. f es biyectiva (es decir, es un isomorfismo de E sobre F). 

2. f es imyectiva (es decir, Ker f=(0)). 

3. f es suprayectiva (es decir, Im f <= F). 


Estas propiedades se aplican evidentemente a todo endomorfismo de E 
de dimensión finita sobre K, Son falsas si E es de dimensión infinita (ver 
cj. 5 más abajo). l 

Estas propiedades muy particulares para una aplicación están relacionadas 
con las propiedades de las aplicaciones de un conjunto finito E en un conjunto 
finito F de igual cardinal (8 31, corolario 5). 


c) Sea (4, da, ..., a.) una base de E, f una aplicación de E en E de 
rango r; por tanto (teorema 7), 


dim, Ker f[ =n —r 


supongamos la base (a) escogida de manera que (dj, da ..., 6,) sea una base 
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de un suplementario del núcleo de f y [Q,,;, ..., 4,) una base de este núcleo, 
¿fíta), ..., H(a,)) es una familia libre de f(E), pues 


Ss alfíla) =0>] (> 0) =0 


(=1 í=1 
r 


y Doa al pertenecer al núcleo de f y a su complementario es nulo, luego 


i=1 


ol=ag=...=g =0, Por otro lado, como para 
te [r+ 1, n]>f(a) =0 
Eflad, ..., fa)) es una parte generatriz de f(E), luego es una base de f(E): 
COROLARIO 3.— Si ] es una aplicación lineal de rango r de un espacio de dimensión 
finita n sobre K en un espacio vectorial F sobre K, toda base Ía,, da .... a, + de E tal 
que [Ah «0» 4,) sea una base de su núcleo es tal que [f(a), fla), ..., Had] es una 


base de f(E). 


EJERCICIOS 


1. Si E, y E, son dos subespacios vectoriales de dimensión finita de un espacio 
vectorial E se considera la aplicación f de E, X.E, en E definida por f(%,, xy) =X,+* 
lx, 8 Ej, x,€ Ez). 

a) Demostrar que f es lineal. 

b) Demostrar que Ker f está descrito por (x, —x), si x describe E, N E,, deduelr 
de lo anterior que Ker f es isomorfo a E, N E. 

cy Demostrar que Im f=E, + E,, deducir 


dim (E, + E,) + dim (E, N E,) = dim E, + dim E, 
(utilizar $ 136, ej. 4, y el teorema 7 de este $). Ver otra demostración de este resultado 
$ 137, ej. 2. Si se considera la aplicación f de E, xE,X... X E, (E¡, ..., E, subespacios 
vectoriales de dimensión finita de E) en E definida bar He eo AY A + Xp 
(x,€ E) demostrar que 
dim (E, +... +E,) = dim E, + ... + dim E,, 


2.. Si E, F, G son tres espacios vectoriales de dimensión finita, se consideran las dos 
aplicaciones lineales f: E=>F y g: F>G; demostrar que 


dim (Im f N Ker g) = 18 () —rg (go f) 
sup (0, rg (f) + rg (2) —dim F) < 1g (g0f) < inf (rg (f), 18 (8) 


(Utilizar $ 137, ej. 2 o ej. 1, citado más arriba; $ 137, ej. 3, y $ 140, ej. 3.) 
3. Si f y g son dos endomorfismos del espacio vectorial E, demostrar que 


Ker (gof) = $1 (Ker g N Im f. 


4. Si f y g son dos endomorfismos de un espacio vectorial E de dimensión finita tal 
que gof= idz, demostrar que f y g son dos automorfismos recíprocos de E, 

5, Si E es un espacio vectorial de dimensión infinita numerable de base (a) (¡e N*), 
se considera el endomorfismo f de E definido por 


HKdap,1) =0 H(a7,) = Up 
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u) Demostrar que f es suprayectiva, no inyectiva. 

b) Demostrar que existe un endomorfismo g inyectivo no suprayectivo tal que 
Pago ide. 

6. Si E y F son dos espacios vectoriales de dimensión finita, A y B dos subespacios 
vectoriales respectivos de E y de F tales que dim A + dim B= dim E, demostrar que 
existe al menos una aplicación lineal de E en F al que Ker f=A, Im f= B. 

7. Si f y g son dos endomorfismos de un espacio vectorial E tales que fog= gof, 
demostrar que el núcleo o la imagen de uno de ellos es estable por el otro, es decir, por 
ejemplo, f(Ker g) < Ker g, f(lm g)< Im g. 

8. Si E es un espacio vectorial de dimensión finita, E” un subespacio de E, F un 
uspacio vectorial, F” un subespacio de F, se considera la aplicación lineal f: E-=F; 
demostrar que 

dim f(E%) = dim E” — dim (Ker f N E') 
dim f-(F) = dim (Im f N EF) + dim E—rg (f). 


V. Operaciones algebraicas efectuadas 
sobre las aplicaciones lineales 


144. Estructura de grupo abeliano y de espacio vectorial sobre K de £x(E, F) 


Si f y g son dos elementos de £x(E, F), definimos las aplicaciones f + g 
y Af (O elemento cualquiera de K) de E en F por 


(vxeE) F+ gD6) = (6) + 260, ADE) = Af) 


a f y ges lineal; en efecto, para todo * y todo y de E y para todo 
o de K 


(eg SN =f+ YN +egr+Y (definición de f + g) 

1F00 + 0] + [860 + g619] (1 propiedad de linealidad de f y g) 
[60 + g601 + [f(1) + 801] (axioma Va, en F) 

=([ + D(6) + (+ gy) (definición de f + g) 


fax) + glax) (definición de f + g) 

aña) + aglx) (2. propiedad de linealidad de f y g) 
a[i(x) + g(1)] (axioma V; en F 

al(f + 840] (definición de f + 8). 


A 


e glax) 


EI 


Por tanto, (f, 2 >f + g es una operación interna definida sobre £x(E, F): 
su definición y las propiedades expresadas por los axiomas V, hasta el Vi 
del espacio vectorial F (8 125) demuestran que esta operación es asociativa 
y conmutativa; además, la aplicación (+ de E en E definida por 


(VxeE) —w(0)= 0 
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es evidentemente lineal, se le llama la aplicación lineal nula de E en F, para 
todo f de £k(E, F) se tiene 


itu=u+f=f 
£k(E, F) posee un elemento neutro para la suma, si no da lugar a confusión 


se le puede representar (como 0g, Op, 0) por el mismo signo 0 (8 126, e) 
Por otro lado, se ve inmediatamente que la aplicación —f definida para todo 


f de £kx(E, E) por 
(Vx e E) Cf) = — f(x) 


+i—p=p+f=0 


por tanto: £k(E, E) provisto de la suma interna (f, 28) >f+g tiene una 
estructura de grupo abeliano (aditivo). 


Dy Af es lineal: en efecto, para todo x y todo y de E y todo m de K 





es lineal y que 


ONG + y = A + (definición de Af) 
= MÍ) + 1(9)] (1.* propiedad de linealidad de f) 
= Mo + AJ(1) (axioma V, en F) 
= (M6) + 0) (definición de Af) 
Ulax) = Alax) (definición de Af) 
-=Alafíx)] (Q.* propiedad de linealidad de f) 
= (La) (axioma V, en E 
= (amix) (conmutatividad de la multiplicación en K) 
= alAf(x)] (axioma Vs en E) 


= al] (definición de Af; 


en consecuencia, Af es un elemento de £k(E, F); se observará que este hecho 4 
supone esencialmente la conmutatividad del cuerpo K (ver ej. 180), QA, P=>Af 3 
es, por tanto, una operación externa definida sobre £k(E, F) si K es el ¡ 
dominio de operadores, dejamos al lector que demuestre que cualesquiera que $ 
sean f y g de £x(E, F) y A y u de K, se tiene ó 


AA = Oh  1$=f 
Q+D=M+pf  MPFE=Af+As. 


TEOREMA. — Si E y F son dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo conmutativa 
K, el conjunto £,/4E, E) de las aplicaciones lineales de E en E provisto de la suma 
df e2=>i+g y de la operación externa 0, > A] (4 elemento de K) tiene una estrites 
tura de espacio vectorial sobre K. : 


Si dim E=m, dim F= m, se demuestra que dim £(E, E) = mn (ver $ 154, . 
O, y ej. 153, al final de este capítulo), : 


EJERCICIO 


Si E, E” son dos espacios vectoriales sobre K, isomorfos igualmente que F y ” 
demostrar que £(E, F) es isomorto a £(E”, F”). (Introducir los isomorfismos q: E-=+N',. 
Y: F>F!) 
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145. Composición de aplicaciones lineales 


a) Sif y g son dos elementos que pertenecen, respectivamente, a Cx(E, F) 
y a £x(F, G), hemos visto en el $ 140 (teorema 1) que gof es una aplicación 
linca] de E en G, luego un elemento de £x(E, G). Observemos que la apli- 
cación definida por (g, f)->g0f no es en general una ley de composición 
imterna, ni una ley de composición externa: es simplemente una aplicación de 


£xCE, G) Xx £x(E, F) en £ E, O). 
Si f, g, h son tres aplicaciones lineales 


f g h 
E>F=>G-> MH 


donde E, F, G, H son cuatro espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K, 
se tiene (8 15) 


(Rogjof =ho(gof) 


por abuso de lenguaje se dice que la CODOnOn de las aplicaciones lineales 
es asociativa, 


b) Sean tres espacios vectoriales E, F, G sobre el mismo cuerpo K, f, 
y f dos elementos cualesquiera de £(E, F) y g un elemento cualquiera £(F, G), 
para todo x de E 


VA +0 8100 = (4 + AE] (definición de (f, + fJog) 
= file] + f.[2860] (definición de f, + f) 
= (10960) + (hog (0) (definición de f, og y f,08), 
por tanto, 
fi+fjog=fo0g8+f.08. 


Sea, por otra parte, f un elemento cualquiera de £(E, EF) y £, y g2 dos 
elementos cualesquiera de £(F, G), para todo rx de E 


fo (8: + 2916) = [61 + 83 (1)] (definición de fo (g, + 82) 
= f[gio) + g0)] (definición de g, + g») 
= [200] + [840] (1.* propiedad de linealidad de f) 


=(fogYto + (fog)(x) — (definición de fog, y fo gn, 
luego 
fol +29=fo08 +f08» 
Por abuso de lenguaje, diremos que la composición de aplicaciones linea- 


les es distributiva por la derecha y por la izquierda respecto a la suma de 
uplicaciones lineales. 


OBSERVACION 


Se ye que la distributividad por la derecha es independiente de la linealidad (ver 
enpítulo 3, ej. 56). 
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146. Anillo £(E). Grupo GLx(E) 


a) Si hacemos ahora E=F=G, (f, g)>f+8 y () g)>fog son doy 
Operaciones internas definidas sobre £(E). 

Para la adición £(E) es un grupo abeliano (8 144); por otra parte, 
(fh 2) >fog es asociativa y distributiva por la izquierda y por la derecha 
respecto a la adición (8 145). Finalmente la aplicación idéntica de E en E 
definida cómo se sabe (8 12, €) por 4 


(vxeE) debo) =x / 
es evidentemente lineal y para todo endomorfismo del espacio vectorial E/ 
fo ida a id of =f 


£(E) posee, pues, un elemento neutro para la multiplicación, lo representare: 
mos generalmente por ids, algunos autores lo representan lp, de donde: 


TEOREMA. — Si E es un espacio vectorial sobre el cuerpo conmutativo K, el conjunto 
£(E) de los endomorjismos de E provisto de las operaciones internas (f, QD—=>]+8 y 
lh 8 >fo0g tiene una estructura de anillo unitario. 


Como los ejemplos simples lo demuestran, este anillo es en general no 
conmutativo (ej. 1) y está provisto de divisores de cero (ej. 2 y 3). 

by El conjunto de los auutomorfismos del espacio vectorial E sobre K es 
una parte de £(E)d; si f y g son automorfismos de E, también lo es foy 
(8 140, corolario del teorema 1); por otra parte, ida es un automorfismo de 
E; finalmente si f es un automorfismo de E, igualmente lo es f* (8 -140, 
teorema 3), de donde: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. — El conjunto de los automorfismos de un espacio vectorial 
E sobre un cuerpo conmutativo K es, para la composición de las aplicaciones, un grupo, 
llamado grupo lineal de E y representado GL,(B). 


OBSERVACIONES 


1. Este grupo GL,(E) es precisamente el grupo de los elementos inversibles del anillo. 
S (E) (8 98, t. 1). 

2. Se demuestra fácilmente (ej. 4, más abajo) que si los dos espacios vectoriuler 
E y E” sobre K son isomorfos, lo mismo ocurre con los grupos GL,(E) y GL,(E > et 
particular, cualquiera que sea E de dimensión m sobre K el grupo lineal de E es isomorío 
al grupo lineal de Ku": cesta estructura de grupo, único, cstá, por tanto, completamente 
determinado por K y na, se le representa GL,(K). 


EJERCICIOS 


l. Si E es el espacio vectorial sobre R de las funciones numéricas ¿=>x(0 de 
[O, 1] en R, indefinidamente derivables (por tanto, continuas) se considera los dun 
endomorfismos de E (8 139, ej, 4 y 5) 


af =v, x-> gx) con Ted Ti = J x(0) du. 
Ñ 0 
Demostrar que si x(0) 0: (20 (1) =* f 00860. z 
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2. Dados dos endomorfismos f y g de E tales que Im f << Ker g, demostrar que 
1nof=0. Deducir que si f no es divisor de cero por la derecha en el anillo £(E), f es 
suprayectiva y que si f no es divisor de cero por la izquierda, f es inyectiva. Demostrar 
que todo endomorfismo no nulo de E mo divisor de cero ni por la derecha ni por la 
izquierda es un automorfismo, 

3. Si E es un espacio vectorial de dimensión 4 sobre K, ¿qué desigualdad verifican 
los rangos de dos endomorfismos j y g tales que gof= 0? 

¿Hay endomorfismos f y g tales que gof=fog=07? (Utilizar el ejercicio 6 del 
$ 143) ¡ 

4. Si E y E” son dos espacios vectoriales sobre K isomorfos, demostrar que £,(E) 
y £g(E) son isomorfos y que también lo son GL,(E) y GL,(E") (introducir el isomorfismo 
p. E=>E>5. 

5. Sea H,(E) el conjunto de las homotecias de E, descrito por f, (AEK), tal que 
600) =/Ax para todo x de E (8 125, ej. 8). Demostrar que f,og=g0f, para todo 
undomorfismo g de E (ver un recíproco en ej. 155 al final del capítulo). Demostrar 
que JH, (E) es un subanillo de £(E) que tiene una estructura de cuerpo isomorfo a la 
de K, : 


6. Dados f y g que pertenecen a £(E) y siendo E de dimensión finita, demostrar que 
f0g = id implica g = f!. 
147. Noción de álgebra sobre un cuerpo conmutativo K, Algebra £(E) 


a) Si E es un espacio vectorial sobre el cuerpo conmutativo K, £(E) está 
proyisto: 


(0) de una suma interna 


> EE 
(2) de una multiplicación externa 
O» D=>Af. 
(3) de una multiplicación interna 
F, g=>fog 


Para (1) y (2): £(E) tiene una estructura de espacio vectorial sobre K, 
para () y G): £(E) tiene una estructura de anillo, Además, se verifica fácil- 
mente que para todo A de K y todo par de endomorfismos de £(E), se tiene 


MP og) =(Af) og =fo0(18) 


estas propiedades nos llevan a establecer la definición siguiente: 


Derrnición, — Dado un cuerpo conmutativo K y un conjunto E provisto de una * 
adición, de una multiplicación interna y de una multiplicación externa cuyo dominio 
de operadores es K, se dice que E tiene una estructura de álgebra sobre K. si: 

1. E tiene una estructura de espacio vectorial sobre K para la adición interna y la 
muitiplicación externa. 

2. E tiene una estructura de anillo para la adición - y la multiplicación internas. 

3. Para todo A de K y todo par (x, y) de elementos de E, se tiene 


Alxy) = (Ax) = 1049). 
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EJEMPLOS 


1. Si E es un espacio vectorial sobre el cuerpo conmutativo K, £(E) provisto de 
las operaciones f + Eg Af, fog es una álgebra sobre K, 

2, Todo cuerpo conmutativo K es una álgebra sobre sí mismo, 

3. El cuerpo de los complejos C que es también un espacio vectorial sobre R puede 
ser considetado como una álgebra sobre R. 


4, Kn descrito por x= (X, Xp ..» Xx,) y provisto de las operaciones 
XHR YSL AE Y e A Y cs hy) 


YO A e Y sa) 
AX WAX 0 AX 0. AX) 


(ver ej. 92, fin del capítulo 5) es una álgebra sobre 'K, si (€, € .., €, es la baso 
canónica de K*, hallar la tabla de multiplicar de los elementos de esta base. 

5. $(R, R) provisto de las opetaciones f + 8, fg, Af (ver 8 90, ej. 4, y $ 125, ej, 3) 
es una álgebra sobre R. 

6. Veremos (capítulo 11) que el conjunto $ de los polinomios en x con coeficientes 
reales provisto de las operaciones A+B, AA, AB es una álgebra sobre R. 


bj Dada una álgebra E sobre el cuerpo conmutativo K, una base del ex» 
pacio vectorial E se le llamará también base del álgebra E; igualmente al 
el espacio vectorial E es de dimensión rn sobre K, diremos que el álgebra 
E es de dimensión n sobre K. 

Por otra parte, se comprobará fácilmente que todo subanillo F de E, esta» 
ble para la multiplicación externa tiene una estructura de álgebra sobre K 
para las tres operaciones inducidas sobre F por las operaciones definidas sobre $ 
E; se dice que F es una subálgebra. de E. Igualmente se llamará ¿deal del 4 
álgebra E, todo ideal del anillo E estable para la operación externa. 

Se ve inmediatamente que la intersección de una familia cualquiera de 
subálgebras del álgebra de E sobre K es una subálgebra de E; dada una 
parte no vacía X del álgebra E, la intersección de todas las subálgebras 
de E conteniendo X se Hama subdlgebra engendrada por X (ver 88 93 y 129), 

De acuerdo con las definiciones generales ($ 69), una aplicación f de una 
álgebra E en una álgebra E”, las dos sobre el mismo cuerpo conmutativo K, 
tal que para todo «+, todo y de E y todo a de K 


(E+Y90=H(0+10 HN =I0W, — fax) =af(x) 


se llamará un homomorfismo de álgebras; se definirá igualmente un ¿somoys 
fismo de álgebras y un endomorfismo o un automorfismo de una álgebra. 9 
verificará sin dificultad que los teoremas análogos a los teoremas l, 2 y 3 
(88 96 y 140) son exactos. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


7. La subálgebra de E, álgebra sobre el cuerpo conmutativo K, engendrado por 
elemento unidad de K es isomorfo a K considerado como álgebra sobre sí mismo: se l4 
identifica 4 menudo con K; por tanto, K < E. . 

8. El conjunto X(E) de las homotecias del espacio vectorial E, sobre el cuerpo. 
conmutativo K (3 146, ej. 5) es una subálgebra de la álgebra £(E) sobre K, isomorll 
a K considerado como álgebra sobre sí mismo (ej. 7 más arriba): 
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%, El conjunto de las funciones polinomios reales de variable real (ver capítulo 11) 
ex una subálgebra del álgebra S(R, R) sobre R (ej. 5 anterior) esta subálgebra es iso- 
muorfu al álgebra 3 de los polinomios en x con coeficientes reales (ej. 6 anterior). 

10. Si E es el conjunto de las funciones reales de variable real indefinidamente deri- 
viables para todo £ de R, demostrar que E es una subálgebra de $(R, R) (ej. 5 anterior). 


Entre las aplicaciones siguientes de E en F=Hf(E) es una álgebra sobre R las que son 
luinoemorfismos de álgebras: 


a) fx) = x(tp) (valor de la furición x para ¿y fijo). 
Ny Ho=x (función derivada de la función x). 
O 0 =x)) ¿valor de x” para ¿, fijo) 

dy f0)=X (X primitiva de x, tal que X(0) = 0). 


ey 10 =P, (parte regular de orden n de un desarrollo limitado de la función 
x alrededor de cero). 
DP io=1 (límite de la función x para 1, fijo). 


(Ver curso de Análisis,) 


c) Factorización y linealización en una álgebra 


Sea x un elemento de una álgebra E sobre un cuerpo conmutativo K, que 
a puede escribir en las dos formas 


(DD)  x=4,...G;...4, (G¡€E, i=1, ..., p) 
(2)  r=Mb +... + Vb+... + hb (b;sE, ASK, ¡j=1,2,.., 9) 


los pasos de la forma (1) a la forma (2) y de la forma (2) a la forma (1) se 
lhuman, respectivamente, linealización y factorización: se halla así una genera- 
Irrición de las transformaciones de “producto en suma” y de “suma en pro- 
neto” de la trigonometría elemental. 

Si es un anillo de integridad y E su cuerpo de fracciones, la factorización 
en úlil para reducir las fracciones y de una manera general para calcular en 
I', para resolver las ecuaciones, etc. 

La Hinealización se utiliza cuando se quiere calcular f(x), conociendo 
fibd ... F(b¿), si f es solamente un homomorfismo de espacios vectoriales sobre 
K y no un homomorfismo de álgebras sobre K, lo que se produce muy a 
menudo en la práctica (ver ej. 10 anterior), 


VI. Formas lineales. Dualidad 


148. Formas lineales. Dual de un espacio vectorial 


Sra E un espacio vectorial sobre el cuerpo conmutativo K, podemos con- 
alderar K como espacio vectorial sobre sí mismo (8 125, ej. 3), (E, K) es 
entonces un espacio vectorial sobre K; podemos, pues, dar las definiciones 
elpuientos: 
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DEFINICIÓN, — Dado un espacio vectorial E sobre el cuerpo conmutativo K, todu 
aplicación lineal de E en K se lama forma lineal definida sobre E. 
El conjunto £(E, K) de las formas lineales definidas sobre E, espacio vectorial sobra 3 
K, se llama dual de E y se representa E*00D, El dual de E* se llama el bidual de B. : 
y se representa E**, 


Si f es una forma lineal definida sobre E, se tendrá para todo x, todo y 
de E y todo a de K 


(+= H0>f0, — flax) = af). 
OBSERVACION 


Se representarán a menudo x*, y* ... los elementos de E*, sin que esta notación 
implique forzosamente la existencia de una relación funcional entre x de E y x* de EY 
Todas las nociones y operaciones relativas a los elementos de un espacio vectorial $ 
aplican, por tanto, a las formas lineales, se hablará de formas lineales. noe penca 
de suma de dos formas, etc. 


EJEMPLOS 


l. Sea x=(al, ..., al, ... 0) de K” expresado en su base canónica (a) ($ 13 
el. 1), a toda familia (A) (1 <1<m) de elementos de K, la fórmula 


1%) =Mal e. FA Aa 


define una aplicación f de Kn en K, que es una forma lineal definida sobre K”. Se dk 
algunas veces que A+... + Ajoai+o... +A,0 es una forma lineal: es el abuso del lp 
guaje clásico que confunde la aplicación f y su a fx) para el valor x de la variah 
($ 11, observación). Se tiene naturalmente f(a)) = : 
2. E de dimensión n sobre K si tiene (a) E base, para todo x de E, se tle 
i=n 


x= > as, la aplicación fi de E en K definida por 


¡e x> fix) = q; 


es una forma lineal definida sobre E llamada la ¿i-ésima forma coordenada. 
3. Si E es el espacio vectorial sobre R de las funciones numéricas aplicando [O, f 
en R y derivables para t, fijo de [O, 1], la aplicación de E en R definida por x= *( 
es una forma lineal sobre E (ver curso de Análisis). 
4. Si E es el espacio vectorial sobre R de las funciones numéricas aplicando Lo, 1 


en R y continuas sobre [O, 1], la aplicación de E en R definida por x-—> x(1) 
es una forma lineal definida sobre E. 


149. Forma bilineal canónica definida sobre E x E* 


a) Sean dos espacios vectoriales E,, E, sobre el mismo cuerpo con 
tativo K, consideremos una aplicación F de E, X E, en K tal que las Ap 
caciones parciales (3 12, d) F(., xp) de E, en K y Flx%, .) de Ez en K 


(30) Para un cuerpo K designamos K*=K-—(0* si se considera K como espacio veolál 
sobre sí mismo el contexto indicará si K* designa K—(0) o el dual del espacio vectorial K, 
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tincales, obtendremos, por tanto, idénticamente (es decir, cualesquiera que 
Hean x;, y, de Ej, Xy y, de Ez, A de K) 


F(x, + Ys, 22) = Fl, 2) + Fíy,, x,), FQx;, x= AE(%, 2) 
Fly 12 + ya) = Elx, 22) + Flo, Ya, E(x%, 142) = AF(x, v2). 


Una aplicación de E, X Ez en K que verifica estas identidades se llama 
forma bilineal definida sobre E, X Ez. La aplicación parcial F(., x,) asociada 
nl clemento x, de E), es una forma lineal definida sobre E,, igual F(x,, .), 
lorma lineal definida sobre E, es asociada al elemento x, de E. 

JEMPLO 

En R3 si x=(0, B, y), x"=(0, $, Y) la aplicación (x, x) >a0' + Bf” + YY es 

na forma bilineal definida sobre R3 x R3, 


b) Sea E un espacio vectorial sobre K, E* su dual, si x es un elemento 
viilquiera de E, f un elemento cualquiera del dual de E, consideremos la 
aplicación de EX E* en K definida por 


(a => (x f) =1f00) 


utilizando la linealidad de f, las propiedades del espacio vectorial ME, K) = E* 
y naturalmente la definición de (x, f), tendremos las identidades siguientes 


(1) EA+FY == (EAN DA ID= (A D+(MÍ 
(1.* propiedad de linealidad de f) PES 

(15 Qu f) =f0) = MG) = Mx Í) 
(2! propiedad de linealidad de f) 

(2) (2, +8) =06+ D0)=Í() + 8(2) = (2, f) + (x, 
(definición de la adición en E* = £(E, K)) 

(2) (% AM) = AN 6) =A(0) = Mx, f) 


(definición de Af en E* = £(E, K)) 

(1) y (1) traducen el hecho de que la aplicación parcial (., f) de E en K, 
que no es otra que f, es una forma lineal definida sobre E. 

(2) y (2) traducen el hecho que la aplicación parcial (x, .) de E* en 
K es una forma lineal definida sobre E*; por tanto, la aplicación conside- 
ruda es una forma bilineal: 







'IROREMA Y DEFINICIÓN. — Dado un espacio vectorial E sobre un cuerpo conmutativo 
K, E* su dual, la aplicación de EX E* en K definida por 


(o => (x $) = Hx) 
ex una forma bilineal: se llama forma bilineal canónica definida sobre Ex E*4D, 


(11) El símbolo <x, f> se llama algunas veces corchete de dualidad. 


41. -— ALGEBRA 
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c) Estudiemos con más detalle la aplicación parcial (x, .) definida por 
> (xP) =1) 


es una forma lineal definida sobre E*; es, por tanto, un elemento del bidual- 
E** de E. Por otra parte, esta forma lineal está asociada al elemento x* de E, ; 


la representaremos x (que se lee “x tiida”), Su valor para f, o sea, xP, sé 
por definición (x, f), pero €f, > xf) es la forma bilineal canónica definida 
sobre E* x E**, de donde AN) = (f, x) y, por consiguiente, 


(3) df, x)=(x, f) 
y esto cualquiera que sea x de E y f de E*. La fórmula (3) permite, por tanto, 
hacer corresponder a todo x de E un elemento único x de E**, 


Estudiemos esta aplicación x=>xw de E en E**, primero vemos que € 
canónica en el sentido que depende únicamente de la estructura de espacio 
vectorial de E, seguidamente vemos que es lineal; en efecto, utilizando la 
propiedades de la forma bilineal canónica y la fórmula (3) tenemos idéntica 
mente 


Era] 0=<1 +3) = ty =( 1) + (0 
= 01) + (6 7) =30) +30) 


e (p) = Si a Quo f)= Ma, T) 
=Mf, x) = 0), 


puesto que estas igualdades se verifican para todo f de E*, tenemos 


a 


A e. ”u mu 

x+y=xw+y, Qax)= Ax 
cualesquiera que sean * e y de E y A de K. 
OBSERVACION SOBRE LAS NOTACIONES 


Para mayor facilidad hemos designado por x y por f los elementos que describen 
respectivamente, E y E*, para señalar que f describe E* pcdemos representarlo por ue 
letra con asterisco —por ejemplo, x* o y*— recordando que la notación x* no supo 
forzosamente la existencia de una relación funcional entre x y x* (lo que no es el caf 
para la notación Y que indica un elemento de E** asociado a x). Podemos así enunclgi 
los resultados precedentes de la siguiente manera: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. — Dado un espacio vectorial E descrito por x, su dual E 
descrito por x* y la forma. bilincal canónica (x, x*)>(x, x*) definida sobre E Xx e+ 


la aplicación parcial definida por x*—>(x, x*) es un elemento x del bidual de E, él 
definida por 
(5 (vxeE)  (WxTEE*) (xt x)=(x%,x*). 
La aplicación x»x de E en E** es lineal, se Hama homomorfismo canónico de 


en Ett, 
Recordemos una vez más que <x, x* >=x*(x), 
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(30. Caso en que E es de dimensión finita. Bases duales 


«) Supongamos E de dimensión n sobre K y [%, % ..., 4,) una base 
dv E; para todo x de E Í 


y n 
(1) r= > ala, 
¿ml 
fer a? una forma lineal definida sobre E, es decir, un elemento del dual, 
lrilremos 


(2) G0=(x% x)= » alx*(a)= >» ala! 
2 = 2 


poniendo af =x*(a,) (que es un elemento de K) encontramos así de nuevo 
un caso particular del teorema del 8 143: Toda forma lineal definida sobre 
li de dimensión n está determinada al dar los n valores que toma sobre los 
valores de una base de E. 


En particular, podemos definir n formas coordenadas ($ 148, ej. 2), que 
tepresentaremos por a*, ..., a*, ..., ar”, definidas por 


0) atiía) = a 
o, lo que equivale según el resultado recordado antes, por las igualdades 
14 «Aa)=(a,a7)=0,  aa)=(a, a*t)=1 
en decir, utilizando el símbolo de KRONECKER (8 133, ej. 1) 
(4) ata) = (a, att) =8, 


jricias a (3) la fórmula (2) se convierte en 


ar. x= (xa x*) =D atar) 
in1 


de donde, siendo (2') verdadera para todo xv de E, 


”n 
(5) . x*= A ata" 


¿ml 
tomo esta fórmula es cierta para todo xw* de E*, vemos que las n formas 
voordenadas at, ..., a*" engendran E*. Vamos a ver que estas formas des- 


eriben una base de E*: nos basta demostrar que son linealmente indepen- 
dlentes (8 136, corolario del teorema 7), pongamos 


> ati =0 (igualdad en E*) 
it=1 
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esto significa que para todo x de E 
> dar(x)=0 — (igualdad en K) 
i=ml 


en particular, para x= a, obtendremos teniendo en cuenta (4) 


5 Aa" (aj) = 315 =)=0 


: i=m1 
por tanto, las 2 formas coordenadas son completamente independientes; po- 
demos resumir todos estos resultados; 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. — Si E es un espacio vectorial de dimensión n sobre K, expre 
sado en una base B=(a,, ..., €,) las n formas coordenadas atí (1<j:<1n) defint 
das por ] , 

aa) = (a, a) = 01 
describen una base B* del dual E* de E llamada base dual de la base B de E. Por 
otra parte, 

dimx E* = dimx E=n 
y si 


” Ñ a 
x= > aa, x*= Deja 
i=1 f=1 
se tiene 
,*n 
xx) = (xt) = S mn. 
f=1 
OBSERVACION 


En este caso (E de dimensión finita) E y su dual E*, al tener la misma dimensión 
sobre K, son isomorfos: hay en general una infinidad de isomorfismos q de E sobre E”, 
(Si p es uno de ellos y u un automorfismo de E, pot es un isomorfismo q” en general 
distinto de q.) , 


Se demuestra (ver ej. 171, al final del capítulo) que no existe isomorfismo canónico 
de E sobre E* si 1 >1, salvo si n=2 y K= Z/2Z, 


b) En el caso en que E es de dimensión finita, podemos precisar el teore. 
ma del $ 149, c) demostrando que el homomorfismo canónico x-—>x de E 
en E** es un isomorfismo. Según el teorema anterior, como E** = (E*)*; 
dim E** =dim E* =dim E; nos basta, por tanto, de demostrar que lA: 


aplicación de E en E**, definida por 1>x, es inyectiva ($ 143, corolario 2), 
Para todo a* de E* 


T=y> (xt, 7) = (0%, 7) (a, 2%) = (y, 1%) 


1=y=>(x—Yy 2%)=0 > 0(x—Y)=0 
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en particular para cada elemento a*i de la base de E* dual de la base (a; 
(loci n) de E se tiene 


ax—y=a—Bi=0 
donde al y Bf son las 1-ésimas coordenadas respectivas de x e y, pues x=Y, 
de donde: 
'TroREMA.—£i E es de dimensión finita sobre K, la aplicación canónica de E en 
ad 
E**. xx definida por 
de 
qe Eye qu at) 
es un isomorfismo de espacios vectoriales, 


Este isomorfismo es canónico (la consideración de la base B sólo ha ser- 


vido para demostrar que el homomorfismo canónico x->x era biyectivo); 

temo no hay ningún interés para considerar E** por sí mismo, identificare- 
e 

mos E con E** designando x y x por el mismo símbolo x; gracias a esta 


identificación E y E* son duales uno del otro, la base B** identificada a B 
vs dual de: la base B* de E*, se dice que B y B* son dos bases duales, 


Por otra parte, x* elemento de E* es una forma lineal definida sobre E; 
igualmente la aplicación x*->(x, 1%), o sea, x, identificada a x es un elemento 
de E y es una forma lineal definida sobre E*; hay también reciprocidad 
perfecta entre E y E*: cada elemento de uno de estos espacios vectoriales 
ii una forma lineal definida sobre el otro. 


DNSFRVACION 


En cl caso en que E es de dimensión infinita sobre K, se demuestra que la apli- 


pación x">x es siempre inyectiva, pero nunca sobreyectiva (ver ej. 172, fin del capítulo). 


HIERCICIOS 


l. Determinar la base de (K')* dual de la base canónica de Ku" (3 134, ej, 1). 


2 Si E, de dimensión finita está expresado en una base B, demostrar que en E** 
ln buse dual de la base B* de E*, también dual de B, es la imagen de B en el 


Se 
lamuorfismo canónico x->x de E sobre E**, 


(Yi, Ortogonalidad 


4) DEFINICIÓN. —Se dice que un elemento x de un espacio vectorial E y un ele- 
into x* del dual E* de E son ortogonales si y sólo si (x, x*) =0. Se dice también 
iflid y es ortogonal a x* o que x* es ortogonal a x. 

Ñe dice que una parte A de E y una parte A* de E* son ortogonales sí y sólo si 
helo elemento de A es ortogonal a todo elemento de A*. 
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Si x es ortogonal a 1* y a y”, será ortogonal a 1x* y a x* + y*; por tanto, 4 
si x es ortogonal a una parte A* de E* es ortogonal al subespacio de E* $ 
engendrado por A*; en particular, tenemos el resultado siguiente: a 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. — Sí F es un subespacio vectorial de E, el conjunto de los 4 
elementos de E* ortogonales a todos los elementos de F es un subespacio vectorial de A 
E* llamado el subespacio ortogonal de F en E* y se representa por Fl, 5 


Se definirá igualmente el subespacio vectorial ortogonal (F*)! de F* en , 
E; por ejemplo, 
[05 y. =E*, E! =(0p*). 


OBSERVACION 


Si G” es un subespacio propio de F! es un subespacio de E*- ortogonal a F, perú 4 
no es el subespacio ortogonal a F; para eviter esta posibilidad de ambigiedad algunos “$ 
autores llaman a F! el subespacio totalmente ortogonal a F. (Nos encontramos en lg ¿ 
misma situación que en el espacio métrico R3, cuando decimos que un plano P” y una 
" recta D” los dos pasando por O son ortogonales a una recta D pasando por O, tenemos «4 

D'CcP”, DP”, se podría decir que P” es totalmente ortogonal a D, ver libro 111 
Geometría.) 3 


b) Supongamos ahora dim E = xm. Sea F un subespacio vectorial de E de % 
dimensión 0<m<n, consideremos una base (a) (1 <t <m) de F que com: ¿ 
pletada da una base (a) (1 <i<m) de E (8 135, corolario del teorema 4), ¡ 
o sea, (a*) (1 51 <m) la base dual de E*, para que x* pertenezca a F! end 
necesario y suficiente que E 


l<izm=>(a, x*) =0, 


n 
Ro Edi 
x = Y aja 
j=1 
se tendrá 


n n n 
l<i<m Car Paja >= Y aj la. a) > Y atil=af= 
jal j=l j 


j=1 


Pongamos 


por tanto, EF! es el conjunto de los vectores de E* de la forma 
AO Pa 


E! es, por tanto, el subespacio de E* engendrado por at"+*!, ..., a*, lueg 
es de dimensión 1—m= dim E-—dim F=codimg F. 

Consideremos ahora el ortogonal (F*)* de E en F* (suponiendo identifi 
dos E y E**; ver 8 150, b). Todo vector de F es por definición ortogond 
a F!*; por tanto, 


Fe E 
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por otra parte, 
dim (E*)! = dim E* —dím Fi: =n—(n—m) =m = dim E; 
por tanto (8 137, teorema 3), 
; (E) =F, 
tomo para m=m: (E)! =(0p*) y (04*]. =E tenemos: 
"TEOREMA. — Dado un espacio vectorial E de dimensión m sobre K, el ortogonal F! 


ile un subespacio vectorial F de E, de dimensión m<n es un subespacio vectorial de 
Ji? de dimensión nm. El ortogonal de Fl es F. 


Dicho de otra manera la relación entre F (de E) y G* =E* (de E*) es 
Métrica. 


|,JMPLOS 
Il, Si E=K* está expresado en la base canónica ($ 134, ej. 1) y E* en la base 
Hunt (8 150, ej. 1), sea 1 = (4, Uy ..., €,) un elemento de E*; el ortogonal de la recta 


ii 1357) engendrada por u (por tanto, de dimensión 1) es de dimensión n—1, es un 
Iiperplano (8 137) de E; está descrito por x= (xl, x?, ..., x) de E tal que 


U(x) = (x, 4) =ux + up 4. + Un =00 
sa lo llama el hiperplano ortogonal a u, la relación precedente es la ecuación cartesiana 


del hiperplano. 
2. Con las mismas notaciones si F* está engendrado por ul = (y... ul, ..., ul) 


Pp 
tl +. ¡2 p) el ortogonal (F*)! es un subespacio de E descrito por x= (xl, x2, ..., 1) 
ile E tal que 


De) =(x 1) =dx+o...+ ulxi +. +ulxto 0 
ul(x) = (x ul) = ulxl +... + ulxi +... +uxnt=0 


u(x) = (x, ly =uéxl 4. + 0 xd. + ue =0, 


Knte sistema de relaciones es un sistema de ecuaciones cartesianas del subespacio 
(P)1 «E. Estudiaremos la recíproca de este resultado en el capítulo 10 (Ecuaciones 


Humales). 
19, Transposición 
u) Sea E y F dos espacios vectoriales sobre K, E* y F* sus duales res- 


pectivos, f una aplicación lineal de E en F, y* una forma lineal definida 
bre E, y*of es una aplicación de E en K, es lineal (compuesta de dos 
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aplicaciones lineales, $ 140, teorema 1); es, por tanto, una forma lineal x* 
definida sobre E, Tenemos, pues, el diagrama siguiente 


A 


ES 


Por tanto, dada una aplicación lineal f de E en F, a toda forma lineal y* $ 
definida sobre F se puede hacer corresponder una forma lineal única definida 4 
sobre E, o sea a* =y*of, esta aplicación y* ->y*of de F* en E* se llama ¿ 
la transpuesta de f y se designa 'f (se lee “transpuesta de f”) E 


(VyeERN)  yoO=y*tof 


x= yof. 


por tanto, 
| (VxeE) [14391 6).= Wo (0) = y*[f0)] 


y, en consecuencia, !f está definida por 
(vxeE) (WyeEFS) (xo ud) =(f0, y*) 


Esta aplicación 'f al aplicar el espacio vectorial F* sobre el espacio vec» A 
torial E* se puede preguntar si es lineal. Lo es, en efecto: sea y*, z* don f 
elementos cualesquiera de F* y A un elemento cualquiera de K, tendremos . 
si se utilizan las propiedades de la forma bilineal canónica d 


fAy* + 29160) =(x, yt + 239) =(f(0), y* +2*) 
= (1), Yy*) + (I6O, 2%) = (a, YO) + (a, (20) 
= 149 6) + 11620] 65 


PROYÚDIO) = (o FAY) = (100, M*) = AÍCO, y*) 
= Mao Y) =A DIO. 


Estas igualdades (en K) al tener lugar para todo x de E 


Uy e 2) GO REO OY = MI. 





EJEMPLO 
Sea E=F, f=id, tendremos 


( td.) 07) = (idad), y) = (x, y*) 
por tanto, 
(id) (y = yt, 
es decir, Ñ 
(id) = idp*. 
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"lLOREMA Y DEFINICIÓN, — Si E y EF son dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo 
vommutativo K y f una aplicación lineal de E en F, la aplicación de F* en E* definida 
por > 34 =y*0f es lineal, se la llama la iranspuesta de f; está definida por 


(V x e E) (v y* e F) (a HA) = (400, y). 
Ss E=F : 
1(idg) = idp*. 


hy Propiedades de la transposición 


Il. La transposición f-—>'f hace, por tanto, corresponder a un elemento f 
de £(E, EF) un elemento “f de £(F*, E*); vamos a ver que esta aplicación es 
hueal; es suficiente para ello aplicar la relación fundamental de definición. 

Sean f y g dos aplicaciones lineales de E en F, 'f y *g sus transpuestas 
respectivas 


a E DEMO) = (+ gi) y) = (60 + 860, y*) 
HEO, Y) + (260, Y) = (x [u)) + (a, ey) 
(YO + BO) = (a (1 + 2) (y) 
E 0D E) = (NE, Y) = (ME), Y) = AGO, y*) 
= MA, YO) (a, MÍN) 
y como estas dos igualdades tienen lugar para todo x de E y todo y* de F, 
tenemos para todo f, todo g de £(E, E) y todo A de K 


f+ag=T+"8 "UN =f 


2, Consideremos ahora tres espacios vectoriales E, F, G sobre el mismo 
vuerpo K, sus duales respectivos E*, E*, G*, las aplicaciones lineales f: E->F 
ye: FosG y sus transpuestas 'f, 'g tenemos los diagramas 


IE 





F p* 
£ E tg va 
gof fot 


Vamos a demostrar que (gof) ='fo'g; aplicando siempre mecánicamente 
hh tórmula fundamental a gof, si x es un elemento cualquiera de E y z* un 
elemento cualquiera de G* (puesto que gof es una aplicación de E en G) 


a = (x (go (2%) = ((80 60, 2) = (glfo)], 2*) 
apllquemos la fórmula fundamental a g y 'g 
a = (8l001, 2%) = (fa), "e(2")) 
y finalmente a f y 'f 
a = (fa), tg) = (x, "gG*J)= (a, Cfog) (2*)) 
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de donde 
(gof) ='fo'g. 


Apliquemos esto a un isomorfismo f de E sobre EF, f-! es un isomorfismo- 
de E sobre E y se tiene 
fiof= id fofr! = idp 


como hemos visto que '(id;)= id¿* tendremos, por tanto, 
foX(f) = ida. (fdo! = id ya 


en consecuencia, 'f es inversible y (5 =p 
3, Busquemos finalmente la transpuesta de 'f, o sea, ('f), tenemos 


fESME, FE) fES(ES, EN, MESE", F*), 


Nos colocamos únicamente en el caso en que E y F son de dimensión finita : 
sobre K, E** y F** canónicamente isomorfos, respectivamente, a E y a F 
están identificados a E y F; vamos a demostrar que “('f) =f. 

Si se aplica la fórmula fundamental a “f, tendremos cualquiera que sean 
y de F* y ar de E** B 


E OEA) = (CNO, 


de donde como consecuencia de la identificación y si se aplica la fórmul 
-fundamental a f 


(Y, EDO) = CUYO, 1) = (y, 100) 


de donde '(f) =f: así, en el caso en que E y F son de dimensión finit 
toda aplicación lineal de F* en E* se puede considerar como la transpuest 
de una aplicación lineal de E en F; dicho de otro modo la aplicación f>'f d 
£S(E, F) en £(F*, E*) es suprayectiva (y, por tanto, biyectiva), pue 
dim £(E, EF) = dim £E*, E*) = dim E dim F (ver $ 144). Podemos recapls ¡ 
tular estos resultados en el teorema siguiente: ; 


TEOREMA 1.—Si fe£(E, F) y “fe £(F*, E*) la aplicación j >! es lineal, es deolr 
(rd = Y + tb ApN=A. 
2 SifeM(E, F))  geX(F, 6) 'fe£(F*, Et),  tge£(G*, F*) 
(gof ='fo'z. 
Si f es biyectiva, igualmente lo es $ y 
«f1) = ep 
3. Si E y FE son de dimensión finita, | >'j es un isomorfismo y, además, 
4 =f 
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EJERCICIO 


Si generalizamos la noción de forma bilineal, diremos que (x,, x->Flx,, x,) es 
tuna aplicación bilineal de E, Xx E, en Ez (E,» E,, E, espacios vectoriales sobre el mismo 
cuerpo K) si las aplicaciones parciales F(., x) y Fíx,, .) son lineales (8 149, a), y 
Á 164). Demostrar que la aplicación (f, y*)>y*of es una aplicación bilineal de 
“E, F) Xx F* en E* y que *f no es otra que la aplicación parcial relativa a f 


153, Transposición y ortogonalidad 


a) Sea f: E->F una aplicación lineal f; F*->E* su transpuesta, con- 
sideremos sus núcleos y sus imágenes 
N =Kerfc E I=ImfcEF 
N' = Ker'f a F* T' = Im f < E* 


husquemos el ortogonal 1* de l, es una parte de F* descrita por y*, tal que 
para todo x de E (f00), y*)) =0, de donde 


(00, y*) =(x, uy) =0 


es decir, *f(y*) (x) = 0, para todo x de E; por tanto, I* está descrito por los 
W* tales que 'f(y*) =0, es decir, ll = N': 


TEOREMA. — Sea | una aplicación lineal de E en F, el ortogonal (en E*) de la 
itugen de f es el núcleo de la transpuesta *f de f. a 


bh) Caso en que E y F son de dimensión finita sobre K 


Pongamos dim E = dim E* = nm, dim F == dim F* =p. Hay reciprocidad 
entre f y *f; por tanto, 


(Im f)* = Ker *f (Im 'f): = Ker f; 
por otra parte, si se utilizan los resultados de los $$ 143 (teorema 7) y 151 b) 


rg (f) = dim F* —dim Ker 'f = dim F*-—dim (Im f)* 
= dim F* —(dim F*—dim Im f) = dim Im f = rg (f). 


'Trorema, —Si E y F son dos espacios vectoriales de dimensión finita sobre el 
mixmo cuerpo conmutativo K y ji una aplicación lineal de E en F 


rg 0) =t8 (f). 
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Determinar, según los valores de « (o de a, 8, y) los. rangos de: los sistemas S,, S. 
S, de vectores de R3 Ñ . ñ > 


Si «=(%110, b=(La D c= (1, 1, 0) 
Si: a=(%1,D,. b=(—1—%=b,  c=(-1,—1, a) (M.G.P) 
S:  a=(0 Y, — B), ec= —y, 0, a), c= (8,—«u, 0). 


Determinar los rangos de los sistemas siguientes R* y eventualmente las relaciones E: 
entre los vectores de S, (¡=1, 2, 3)' 


Si: 4=(11,1,1 b=(0,1,2—D, c=(1,0,—2,3) d=(2, 1, 0,—1) 
S, a=(1,0,1,0), b=(2, 1,0, 1), c=.(0, 2,—1, 1) d=(3,—1, 2, 0) 
Si  £=(,0,2,3) b=(7,4,—2,—1) c=(5,2,4,D),  d=(3,2,0, 1). 


En R* demostrar que el subespacio engendrado por a y b, por una parte, y el 3 
subespacio engendrado por c y d, de otras pate, son idénticas, y determinar . E 
dimensión E 
l. n=3a=(2,3—1), b=(1,—1,—2), c=(3,7,0), d=(5,0,—7) 1 
2. n=4a=(Q3—1,0, b=(-3,1,0 2, E: 

e=(—4, 5,—1, 4, = (9, 8, —3,—2). 


En de uno de los casos anteriores, completar (a, bj para obtener una base de 
R3 (caso 1) o de R' (caso 2). q 


Determinar una base del subespacio Y de R%* descrito por (Xy, Xp Xy Xx) del que; E 
X, = Xy — 3x,, X= Xq Completar la base obtenida para obtener una base de R% ; 


í. En R? verificar que a, b, c son independientes y calcular las coordenadas de x sobra k 
la base (a, b, e) q 


a=(1,1,D, b=(tt—1,D, e=(1,1,—b  x=(Q,—3, —-1). 


2. El mismo problema en C?: 

a=(1,—1,D, b=(21,5D, c=6,1,—1) x=(1+1i1—i D. p 

a= 11, 2, —1, —2), b= (2, 3, 0, —D, c=(l 2; 1, 4, d = (1, 3,— 1, o, : iq 
x=(17, 14, —1, 2) (M.G.P) 3 

Determinar los rangos de los sistemas de vectores siguientes de Rh” (se estudiará pr 

mero el caso n= 2, 3 y 4). 

1. 1<i¿<m), q, tiene por coordenadas dl =1+(2— 1) a 

(a escalar dado, dí símbolo de KRONECKER). 

t 


2. 1<1i<nhn, 4, tiene por coordenadas al =(¡—1)n + a (a escalar dado). 
d 


En R! se considera el subespacio F engendrado por (a, b, cj y el subespacio G enga 
drado por (d, e): . 


a=(1, 2,3, 4), b=(2,2,2, 6), c=(0,2,4,4), d=(1,0,—1,2), e£=(2, 3,0, ()j 


Determinar las dimensiones de E, G, E N G, F-+ G y las bases de estos subespaciaf 
(se buscará primero una base de F A 6). 





| JERCICIOS p 333 


148, 


149, 


10% 


En E = S(R, R) sobre R, se considera f, definida por f[(t) = er! (r,eR). Demostrar 
que la familia (f) (1 <k<mn) es libre si y solamente si los-r, son todos distintos 
(razonar por inducción: escribir Af (0) +... +A, Tf, (0) = 0, dividir. por f(0)- y 
derivar). e ' 

Aplicar este resultado a Y(R, C) con r, € C. 

(Se admitirá reC, teR: (er = re"). 


Si p y q son dos números complejos (q + 0), sé considera el conjunto S de las 
sucesiones (11,) (HE N) de los números tales que 


E + Prat =p qu, = 0 (n e N) 5 ao 
se pone (+€€) 
(u,) + (4) = (ue, + 47) r(u,) = (r4,). 


a) Demostrar que S es un subespacio vectorial del espacio vectorial, sobre C, de 
todas las sucesiones complejas. 

b) Se considera la aplicación de 5 en C? que, a toda sucesión (u,) de S, hace 
corresponder el elemento (ty, 4) de C? Demostrar que esta aplicación es un isomot- 
fismo de S sobre (2, 

c) Demostrar que existe una sucesión única (2,) de S tal que a = 1, a4=0 y una 
sucesión única (b,) de $ tal que b¿=0, b, = 1. De lo anterior deducir que para toda 
sucesión (4,) de S existe un par único de números complejos («, f) tal que 
, =04, + Bb, para todo nr. ¿Cuál es la dimensión de S sobre C? 

d) Demostrar que si p?—4q 0, hay en S dos sucesiones linealmente independien- 
tes de la forma s" (se C). Calcular u, en función de: 1, tp 4, p, q. 

Aplicación numérica. 1.p=g==1, y=u4 =1; 

2. p=—2kcosp, q=*, u=1, uu =hkcosp  (k, p reales). 

e) Si p?—4g =0 sólo hay en S una sucesión de la forma se (se €). ¿Qué relación 
verifica la sucesión (v,) definida por 1, = $” y, para todo 1? Deducir de este estudio 


dos sucesiones de $ linealmente independientes. Calcular u, en función de n, gs ly, Po 
(M.G.P.). : 


Se llamará sucesión (a) toda sucesión finita estrictamente creciente de números reales 
verificando 


(1) 04 IAE LARA CA As 1 


(no es necesario que n sea el mismo para cada sucesión). 


Se designará por E el conjunto de las funciones reales en escalera definidas sobre [0, 1], 
es decir las funciones f tales que existe un entero n, una sucesión (a) que verifica (1) 
y dos sucesiones (bj) de 1 +1 elementos reales cualesquiera tales que 


(2) ((=0,1,.... 1) a x< Ay 60) =b, 


Se designa por L el conjunto de las funciones reales lineales a «trozos» definidas 
sobre [O, 1], es decir, las funciones g tales que existe un entero fi, tina sucesión 
(a) que verifica (1) y dos sucesiones (b,) y (c/) cada una de n + 1 reales cualesquiera 
tales que 


(3) (=0,1..,+$.) EX Ga 1%) =bx 4 


12 a) Demostrar que E es un espacio vectorial sobre R. 
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b) Dado el número real k (0<Kk<1) se designa por e, la función definida A 
sobre [0, 1[ por 


0<sx<k, ej) = 0; k<x<i, ex) = 1. 
















Demostrar que si (k,) es una sucesión finita de números reales distintos dos ados, 
la familia (e,) es una familia libre de E, 


ce) Demostrar que toda función en escalera es una combinación lineal finita de 
funciones e, y esto de una manera única, 


22 a) Demostrar que L es un espacio vectorial sobre R y que L”, conjunto de las 
funciones g lineales por trozos y continuas sobre [0, 1[ y nulas para cero es un $ 
subespacio vectorial de L. ,: 


b) Dado el número real k (0<X<1) se designa por [, la función definida sobre h 
LO, 1[ por 
0OSx<kKk, 100 =0; ksx<1l, Lx) =x—k. 


Demostrar que si (k,) es una sucesión finita de números reales distintos dos a dos, E 
la familia ((,) es una familia libre de L. 7 


e) Demostrar que todo elemento de L” es una combinación lineal finita de fun- 7 
ciones (1) y esto de una manera única, 


d) Demostrar que L=EGL/. 
3. A toda función f de E se asocia la función k definida por 


x 
0sx<l, Ao = j HO de, 
0 


a) Demostrar que heL?, 


b) Se pone A = q(f), demostrar que (q es un isomorfismo de los espacios vecto- 3 
riales sobre R, E y L', E 


Se dice que un número complejo x es algebraico si verifica al menos una relación ó 
(1) A HFAXH q a 
(ax coeficientes racionales no todos nulos). 


a) Demostrar que, para que x sea racional, es necesario y suficiente que el sub» 4 
espacio vectorial V(x) de €, espacio vectorial sobre Q, engendrado por (1, X, ,.., x%, ...) E 
sea de dimensión finita. Si p es la dimensión de V(x) demostrar que existe una ¿ 
y una sola relación con coeficientes racionales de la forma p 


RS AM 
Se dice que x es algebraico de grado p. 
Demostrar que 2—iy2, 1+ y2 son algebraicos ¿cuál es su grado respectivo? 


b) Si x es algebraico de grado p e y algebraico de grado q, demostrar que xy y he 
x + y son algebraicos. (Considerar el subespacio de €, espacio vectorial sobre Q, en- 
gendrado por (x*y) (0<hR<p 0=<k<q, h y k enteros naturales). A 


Demostrar que y2 + Y3 es algebraico. 


e) Demostrar que el conjunto de los numeros algebraicos es un subcuerpo del A 
cuerpo C (M.G.P.). 
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Si E y E son dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo conmutativo K, y f 
una aplicación: de E en F, demostrar que la aplicación p de Ex F en sí mismo 
definida por p(x, y) =(x, y—¿()) es un automorfismo de E xF. 


Si E y F son dos espacios vectoriales sobre el cuerpo conmutativo E, de dimensión 
finita, expresados, respectivamente, en la base (4, ..., 4, ) y en la base (6, ..., b,), 
se consideran las mn aplicaciones ñ do EenF(<i<m 1=<]j3<m) definidas por 


d=1,2 mM. f(0,)=3b) 
(6, símbolo de KRONECKER), Demostrar que los E son independientes y que engen- 
dran el espacio vectorial sobre K, £(E; F). Deducir de lo anterior 
dim £(E; F) = dim E x dim F. 


” 


(Se definirá f aplicación de E en F mediante (aj) =D at, y se demóstrará que 


231) - 


l=1 j=1 


. S1 E y F son dos espacios vectoriales sobre el cuerpo conmutatiyo K, se supone que 


E=E,0..OE;... OE, F=F,0..0F, 0..OF, 
X=X Fo Xd Ko YY TH HA 
(«e E, i=1l,..., mm xs E; yeF, j=l.. 1 y¡eF). 
A todo elemento f de £(E; F) se hace corresponder la familia (f) (1<i<m): 
donde f, es la restricción de f a Ej, la familia (MM (1 =j<m), con fi =priof y 
finalmente la familia (f4) con fé =priof, (pri está definido por pri(y)= y;). 
n 


a) Demostrar que f/ es una aplicación lineal de E en F; tal que f(x) = > PG) 
i=1 
para todo x. Recíprocamente si fí es una aplicación lineal cualquiera de E en E), 


”n 

demostrar que g definido por g(x) = y Fix) para todo x, es la única aplica- 
j=1 

ción lineal de E en E tal que priog= fi 

Demostrar que £(E, F) es suma directa de los subespacios £(E; FE). n 

b) Demostrar que f, es una aplicación lineal de E; en F tal que f= f¡opr 


í=1 
(Si pri está definida por pri(x) = x). Reciprocamente si f, es una aplicación lineal 
cualquiera de E, en F (1 </<m), demostrar que existe una aplicación lineal única 
de E en E cuya restricción a cada E, sea f, (v. ej. 10 cap. 1). 

m 


Demostrar que £(E; F) es isomorfo al espacio vectorial producto []1es Pp. 
í=1 
e) Demostrar finalmente que Ñ es una aplicación lineal de E, en F, tal que 
m ” 
fx) = >> (fdo priG) para todo x 
isl fal 
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Recíprocamente demostrar que in aplicaciones lineales cualesquiera fi de E, en 
F, determinan' así una y sólo una aplicación lineal f de E en F. 


d) Sea G un tercer espacio vectorial sobre K, tal que 


G=6,0..96,0..0S,. 


se pone h=g0f y se designa por gF (resp. RF) la aplicación de F, en G, (resp. de 
E, en G,) asociada a g (resp a h) como f/' está asociado a f; demostrar que 


hk = Ne ofi, 
i ! 


i=1 


Si E es un espacio vectorial sobre el cuerpo conmutativo K, se designa por f un 
endomorfisma de E que permuta con todo automorfismo u de E. 

a) Demostrar que, si f es»t0 y x no pertenece a Ker f, x e y = f(x) son colineales 
(designando por F el subespacio engendrado por y, y por G un suplementario de 
F respecto a E, se demostrará que si ;: e y son independientes, u definido por 
uy) =x+y, y u(2) =z para todo z de G es un automorfismo de E tal que 
fou »xuof) Deducir que existe un escalar Ax) tal que f(x) = Ax, 

b) Demostrar que A(x)'es independiente de x (Considerar xx, y un autofor- 
mismo y de E tal que u(x,) = x,). 

c) ¿Cuál es el centro del anillo £(E)? 


Sea E un espacio vectorial de dimensión finita.n sobre el cuerpo conmutativo K 
y [4, to > G,j una base de E. Demostrar que r elementos (r<mn) de E, 
Xp Xp .«... x, son independientes si y solamente si existe un automorfismo f de 
E tal que Hay) =x, para todo k de [1, r]. 


Si E es un espacio vectorial sobre un cuerpo conmutativo K, se llama proyector 
todo endomorfismo de E tal que p.=pop=p. Se designa por e la identidad 
de E, 

a) Demostrar que p es un proyector si y solamente si e—p lo. es, ¿Qué rela- 
ciones hay entre las imágenes y los núcleos de p y de e—p? 

b) Demostrar que si p es un proyector 7 


E = Im p O Ker p. 


(Esta relación no caracteriza los proyectores, ver ej. 159.) 

c) Demostrar que un proyector p permuta con todo endomorfismo f tal que Im 
p y Ker p sean estables por f. 

d) Si p, y e, son dos proyectores, ¿qué condición será necesaria y suficiente 
para que p, + p, también lo sean? 


Si f es un endomorfismo de E espacio vectorial sobre un cuerpo conmutativo K 
de característica. nula, demostrar que ff =e (e=idp) si y solamente si 1/2 + 0) 
es un proyector. 


Sea f un endomorfismo de E de dimensión finita sobre el cuerpo conmutativo K, 
demostrar que 


(0D E = Im $9 Ker f=> Im f= Im (72). 








E 
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Dar un ejemplo de un endomorfismo f de R?, espacio vectorial sobre R, que 
no es un proyector. 


Si f es un endomorfismo no inyectivo de un espacio vectorial E de dimensión: n 
sobre un cuerpo conmutativo K se pone, 


P=idg Pf=flof (k=1) y  Ker ($) =N), Jm ($%) =1,. 
1.2 Demostrar que para todo entero natural k 
NC Nos O Ie 
2 Demostrar que hay un entero natural p tal que * 
k<p NirNzp kz=p N¿=Ng,y 
Demostrar que p <n y que 


k<p L,*liy, k=p 1I.= lo 


32 Demostrar qué 1, y N, son dos subespacios suplementarios de E y que la 
restricción de f a 1, tomando sus valores en [, es un automorfismo de 1,. (M.G.P.). 


Sea f un endomorfismo de E de dimensión finita sobre un cuerpo K de caracterís 
tica 2. Se propone demostrar que f es la diferencia de dos attomorfismos de E; 
se demostrará esta propiedad sucesivamente en los casos siguientes: 


a) f es un automorfismo de E (se observará que f +f es también un automorfismo. 
de E). 

b) f es un endomorfismo no nulo y no inyectivo tal que E =Imf 6 Kerf (utilizar 
el ejercicio 159). 

c) f es un endomorfismo cualquiera de E (se demostrará que existe un automot- 
fismo a de E tal que g=¿foa verifica E = Im ¿O Ker g). 


162. Sea f un endomorfismo de un espacio vectorial de dimensión r sobre un cuetfpo 


163 


conmutativo; demostrar que Ker f <= Im f si y solamente si f2=0, f +0, n es par 
y ra f=n/2. 


. Si Eg Ej ..., E, son espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo conmutatiyo K 
(n= 2) se dice que el diagrama 


lo his he Íut 
E, SE =>. >El) >El > Ex >. >E,, > E, 


es una sucesión exacta si para 0Ek<n-—2 


Im f, = Ker fo, 


Si E, (resp. E,) es igual a (0) que se escribirá O, no se escribe f, (resp. f,../) pues 
hay una sola aplicación líneal de O en E, (resp. de E,, , en O). 


a) Demostrar 


[O => E = F es una sucesión exacta] <> f es inyectiva. 


[E —= F => 0 es una sucesión exacta] <> f es suprayectiva. 


FA, -— ALGEBRA 
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b) Demostrar que los diagramas siguientes son sucesiones exactas 
í s 
O>F>E<>EJ/E SO 
i j Ss 
O > Kerf >E>F>Flmf > 0 


(f aplicación lineal, ¿ inyección canónica, s homorfismo suprayectivo canónico). 


a) Dados n +1 espacios yectoriales de dimensión finita sobre el mismo cuerpo Y 
conmutativo K, se considera la sucesión exacta (ver ej. 163) E 


ho tx hr. 
O> E, >. > Ez > Ep +. >E >0. 
Demostrar que 


A 
> dim Ep, = Y dim Esp > (— 0% dim E, =0. 
k=0 


M4 lon 2NZn 
b) Demostrar que el diagrama siguiente es tna sucesión exacta (E y F espacios á 
vectoriales de dimensión finita) 


ig ¡j— 
O>EnNF->EGF >E4+FE>0O 
donde f:ENF =>Ey g:ENF —=>E son inyecciones cauónicas, igualmente qué 
¡¡E->E+FyjF>E+F,. 
Deducir de lo anterior que (V. 3 143, ej. 1) 


dim (E N F) + dim (E + F) = dim E + dim F. 


Sea E una álgebra de dimensión nm sobre el cuerpo conmutativo K, 


a) Si (4, ..., e,) es una base de E, considerado como espacio vectorial Eta K, 
demostrar que existe para (i, j) describiendo [1, 1] x [1, 1] los escalares Aj, talef 


que 
”n 
1 aa, = > Ni, 
k=1 
verificando 
n n 
(2) Md ya MEM, 


(utilizar (aaja, = a/(a,2,)). Las fórmulas (1) definen la «tabla de multiplicare deb 
álgebra E. 

b) Recíprocamente dado un espacio vectorial E sobre el cuerpo conmutativo K 
base (8, -.., €,) y una familia de escalares Af, que verifica las relaciones (2), d 
mostrar que las fórmulas 


n n A : 
x= > a, Y= y Bla, xy = y > > pas 
i=1 j=1 i=1 ¿ 
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dan a E una estructura de álgebra sobre K (se verificará primero la distributividad 
del producto respecto a la suma y se deducirá la asociatividad de la multiplicación 
de la de la multiplicación de los elementos de la base). 

c) ¿Qué propiedades verifica la tabla de multiplicar de E si un elemento de la 
base, a, por ejemplo, es igual a un elemento unidad e de K? (Se supone Kc E 
por identificación, ver $ 147, ej. 7.) 

d) Demostrar que toda extensión cuadrática K[«] de un cuerpo conmutativo K 
(ver cap. 5, ej. 96 y 97) es un álgebra sobre K. ¿Cuál es su dimensión? 


Se designa por D el conjunto de pares de números reales A=(a, a, 
=(x, x), ..., provistos de las dos operaciones: 


(1) A+B=(a, 29 +(b, b) =(a + b, a! + b5). 
(2) AB = (a, a) (b, b*) = (ab, ab* + a'b). 


y 


Todo elemento de D se llama número dual. (¡No tiene ninguna relación con el dual 
de un espacio vectorial!) 

a) Demostrar que D”. descrito por (x, 0) es estable para las operaciones (1) y (2) 
y que D' provisto de las leyes inducidas es isomorfo a R: se identificará D' y R 
poniendo (x, 0) = x, 


b) Demostrar que D es una álgebra sobre R de dimensión 2 y que 1= (1, 0) y 
a = (0, 1) forman una base de D. Calcular a?. 


e) Se pone X=(x, 1) =x+0x, X=x—ax, f(X) =V XX; ¿la aplicación 
de D en R, es una norma? 


d) Calcular (x + ax" (n entero, n > 2). Discutir y resolver las ecuaciones 
xX=A, x?-—2PX+Q=0, X”"=A 
(A, P, Q números duales dados, X dual incógnita). (M.G.P) 


En el espacio vectorial R$ sobre R expresado en su base canónica: e= (1, 0, 0, 0), 
i=(0,1,0,0),¡=(0,0, 1, 0), k= (0, 0, 0, 1) se define una multiplicación poniendo 


de PR=pPp=kl=—e tmleni ej=je=j, ek =ke = k 
k==ki=i ki=—ik=]j ¡=—j=k. 

a) Demostrar que se define así una algebra de dimensión 4 sobre R (ver. ej. 165): 
se llama el álgebra K de los cuaterniones. Demostrar que los elementos (s, 0, 0, 0) 
describen una subálgebra de K isomorfa a R: se la identificará con R poniendo 
e=(1,0,0, 0) =1. 
b) Demostrar que todo cuaternión x = (s, a, b, c) se escribe de una manera única: 
x=s + dai + bj+ck, Se pone 

xx! = (ls + ad + bj + cliOís! + a11+ Bb + Ck)*=S+Al + Bj + Ck. 


Calcular S, A, B, C en función de s, a,b, ..., € 

> > > >>» -» 
Se escribe x= (ls, v) x= (s, Y, xx? = (5, V) (s, s”, $ reales, v, yv”, Y vectores 
de R3), calcular S y Y (se utilizará el producto escalar y el producto vectorial de 
y y Y 
Ponemos X=s—di—bj—ek (si x=s+ ai +bj+ck) y NG) = x%. Demostrar 
que N(x) es real y positivo y que N(x)=0 equivale a x=—0, Demostrar que 


NS N() N(y) (se observará que xx = Xx) De lo anterior deducir que K es 
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un cuerpo (no conmutativo). Distinguir el subgrupo de K* engendrado por i ] k 
(V. capítulo 4, ej. 78). 


— - 
d) Todo cuaternión x > 0 puede escribirse x = r(cos 0, u sen 0) si u es un vector 


de R3 tal que ||u||=1, y r real estrictamente positivo. ¿Es única esta repre: 
sentación? 


A > 
Calcular x= p(cos e, y sen) (p>0, |] v|| =1. 
Resolver las ecuaciones con incógnita x en K 4=-—1l, x2=ií (M.G.P.) 


Si E es un álgebra sobre el cuerpo conmutativo K, se lama derivación en E 
todo endomorfismo D de E, considerado como espacio vectorial sobre K, tal que 


(Vx, ye E) DGxy) = Dd)y + xD(). a 


Se designará el conjunto de las derivaciones de E por D(E). e es él elemento 
unidad de K, se supone por identificación: KcE ($ 147, ej. 7). Finalmente se 
escribe D% =idp, D* = De-LoD, 


a) Calcular D(e), Dí) (aceK) y D(y) con 
Y == lg + 0 0 A (Os... LEX, x e E). 


Calcular Dr(y) ¿Qué obtendremos si K es de característica no nula? 
b) Demostrar que (Cf coeficiente binomial) 
a 
Dry) = Y) CEDH) DH), 


k=0 


c) Demostrar que si ae E, x+>ax—xa es una derivación en E. (Observar que 1 
en E la multiplicación no es forzosamente conmutativa, ver ej. 167.) 


d) Demostrar que D(E) es un subespacio vectorial del espacio vectorial sobre 
K, £(E). E 
e) Demostrar que si'D, y D, son derivaciones en E, D,oD, no lo es, pero que -/ 
[D,, D,] =D,0D,—D,0oD, si que lo es. E 





Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo conmutativo K. Demostrar que p for 
mas lineales fi... fr definidas sobre E son independientes si y solamente si exiita 
x de E tal que pata todo ¿ de [1, pl, f(x) = el, siendo al ... «ur escalares cualep 
quiera (considerar la aplicación g de E en K” definida por 


Elx) = (160, ... 120). 


Estudiar la independencia de las formas lineales definidas sobre R* y que tieneñf:3 
como valores 


1 1 
1, x—Axy, 4=y%e X, — PXg TAS QA, pere 


2. Xx — Xy SEN 0% —Xg COS 0, Xy—Xz COS 06 + Xy Sen 0%, 
Xx, + x, sen B—x, cos B, x,—«x, cos B—x, sen B (cu, Bam) 
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171%, 


177*, 


[FAR 


OBSERVACION 


Todos los ejercicios desde el 141 hasta el 147 pueden considerarse como ejercicios 
sobre las formas lineales definidas sobre Kn considerando las r-étuplas dadas como 
si definieseñ las coordenadas de formas lineales respecto a la base de (K*)* dual 
de la base canónica de Kx, . 


Se propone demostrar que si E es un espacio vectorial de dimensión n.>1 sobre * 
un cuerpo conmutatiyo K, no existe ningún isomorfismo canónico q de E sobre 
E*, salvo si n=2 y K es isomorfismo a Z/2Z, (Se recuerda que un isomorfismo 
canónico sólo debe depender de la estructura de espacio vectorial y de ningún 
modo de la elección de la base.) 


a) Demostrar que si y existe para todo automorfismo u de E y todo x y todo y 
de E, se debe tener 


(1 (% 0y)) = (ue), (pom (y). 


b Sin>1 y Kx Z/2Z, demostrar que existe un automorfismo u de E no veri- 
ficando (1). (Tomar u tal que u(x) =1x, 1 %0, Ax 1, u(y) = y.) 


co) Sin>2 y K cualquiera, demostrar que existe un automorfismo u de E que 
no verifica (1). (Si y no es nulo y designando por F el subespacio de E ortogonal 
a (y), demostrar que se puede tomar xéE, u(x)e F, uy) = y.) 


d) Estudiar el casó del espacio vectorial K2 sobre el cuerpo K= Z/2Z, 


Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo conmutativo K- admitiendo una base 


(a) (ich infinita y E* su dual, Para todo x de E, x= Nata, sólo un número 
¿el 
finito de escalares e, son no nulos. Se designa siempre por a*i la forma lineal tal 
que atix) = al, 
a, Demostrar que (a*) (¿eD es una familia libre de E* pero que no engendra 
. (Considerar la forma lineal f tal que para todo i de I, fa) = 1.) 


b) Demostrar que el homomorfismo x>x de E en Edd es inyectivo y no supra 
yectivo. Deducir' que la parte del bidual descrito por Xx. cuando x describe E, es 
un subespacio propio del hidual. 


Si E es un espacio vectorial de dimensión n sobre el cuerpo conmutativo K, refe- 
rido en una base (a), E* su dual referido en la base dual (a*), se considera el 
isomorfismo q de E sobre E* definido por q(a,) = a*i para todo ¡e [1, n]. Hallar 
todos los automorfismos u de E tales que, para todo x y todo y de E, se tenga 


(x, 909) = (ula, (4010) ) 
ise definirá u mediante los escalares ul tales que 


n 


ula) = Y ua (lsisn1<j<m 


j=1 


y se buscará las relaciones entre las ui). 
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174, 


175, 


176. 


177, 


178, 


179. 
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Sea F y G dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial E de dimensión 
finita sobre. el cuerpo conmutativo K, demostrar que 

(F4G6l=F.NG6!, (ENG) = EF! + G., 
De lo anterior deducir que: E=FGOG=E*=F!0G1, 


En E=R! espacio vectorial sobre R, se considera el subespacio F engendrado 
por (1, 1,1, D, —T1,1, —2, 2, —1, 3, —74, 8, —3 1, —5, 3). 
a) ¿Cuál es la dimensión de F? ¿Cuál es la dimensión en E* de F'=F2? De- 
mostrar que la imagen de v=(x, y, z, 1) de. E pata todo forma lineal fe F' puede 
escribirse: Kv) = 4ax + 4by--(3a + bz—(a + 30), De lo anterior deducir dos 
formas f, y f, que constituyan una base de E* dual de la base canónica de E. 
b) Demostrar que la relación «f:=g sobre F» es una relación de equivalencia 
2 definida sobre E* y que es compatible con la estructura del espacio vectorial 
de E*. Demostrar que éK es equivalente a «f—geF'». 


Demostrar que la imagen de una base de F por un elemento q del espacio cociente 
E*/F” determina q. Deducir de ello que E*/F” es isomorío al dual F* de F. 


Si E y F son dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo conmutativo K, si Y. A 
es un subespacio vectorial de E y f una aplicación lineal de E en F, demostrar que ¿ 


EAT? = (UV). 


Si E y F son dos espacios vectoriales de dimensión finita sobre el mismo cuerpo 4 
conmutativo K, si V es un subespacio vectorial de E, se designa por £y(E; F) el ¿ 
conjunto de las aplicaciones lineales de E en F que se anulan sobre V. Se desig- $ 
nará por W un suplementario cualquiera de V. 
a) Demostrar que £y(E; F) es un subespacio vectorial de £(E; F) isomotfo « 
L£(E/V; F) y a £(W; P). 

b) Demostrar que E* =V! G W1 (ver ej, 174) y que V* y W* son, respectivy 
mente, isomorfos a W y Vi, A 
e) Demostrar que si f es una aplicación lineal de E en F, *H(F*) es isomorfo 4 $ 


EXEx]*. 


Si E y F son dos espacios vectoriales de igual dimensión finita sobre el cuerpo a 
conmutativo K y f un isomorfismo de E sobre F, se pone 


f= (==) 
que se les «f tchéche». (Y. $ 152, b 2). 


a) Demostrar que f es un isomorfismo de E* sobre F* correspondiendo canónior 
mente a f. 
b) Si g es tembién un isomorfismo de E sobre un tercer espacio vectorial Q 


Y 
e Y Y 
be =gof. 
Deducir que si f es un automorfismo de E (de dimensión finita), la aplicación 
f—] define un isomorfismo de GL(E) sobre GL(E*). 


Si en la definición de un espacio vectorial sobre un cuerpo conmutativo K 
sustituye K por un anillo conmutativo unitario A, se obtiene la definición de 
A-módulo. 
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180. 


Las definiciones de las nociones siguientes: módulo-producto, submódulo, módulo- 
cociente, parte generatriz, parte libre, parte ligada, bases, homomorfismos, etc., se 
obtienen trastadando las definiciones relativas a los espacios vectoriales. Pero las 
propiedades de los módulos pueden ser muy diferentes de las propiedades corres 
pondientes de los espacios vectoriales: sólo subsisten íntegramente las que, de 
hecho, sólo utilizan la estructura de anillo del cuerpo K, Por el contrario un mó: 
dulo no tiene forzosamente una base y todo submódulo de un módulo M no tiene 
forzosamente suplementario en M. 

Se llama módulo libre todo módulo que posee al menos una base y módulo de 
tipo finito todo módulo que admite una parte generatriz finita, de donde tenemos 
cuatro categorías de módulos: 1. módulo libre de tipo finito; 2. módulo libre; 
3. módulo de tipo finito; 4. módulo cualquiera. 


a) En un A-módulo se puede tener Ax =0, 1x0, xx 0; el resultado del teore- 
ma 1 (8 133) puede ser falso; un elemento x 0 no es forzosamente una parte 
libre. (Observar que A es un A-módulo). 


b) Demostrar que Z* es un Z-módulo libre de tipo finito (admite la base canónica 
Bj = (81, .,, al, ...>, 9, ¡=1,..., H). 


ec) Demostrar que todo grupo abeliano representado aditivamente es un Z.médulo. 
Demostrar que todo grupo abeliano finito M (representado aditivamente) es un 
Z-módulo de tipo finito no libre (4 == card. M, si hubiera una base (4, ..., 4,,), 
(m <»n, M sería isomorío a Z'" que es infinito). 


d) Demostrar que los submódulos de Z, considerado como Z-módulo, son los con- 
juntos pZ (pe N). Demostrar que el submódulo pZ (p +0) no tiene suplementario 
en Z 


e) Tomando de nuevo los teoremas de este capítulo relativos a los espacios vee- 
toriales sobre un cuerpo conmutativo, indicar los que se pueden trasladar a cada 
una de las cuatro categorías de módulos indicados anteriormente. Por ejemplo: 
£(M, N) conjunto de los homomorfismos de dos A-módulos (A anillo conmutativo 
unitario) es un A-módulo, 


La teoría de los espacios vectoriales sobre K (resp. los A-méóédulos, A anillo uni- 
tario) puede aplicarse al caso en que K (resp. A) no es conmutativo, 

Un espacio vectorial sobre K (resp. un A-módulo) en el que las dos operaciones 
verifican los ocho axiomas del 8 125 es un espacio vectorial por la izquierda 
(resp. un A-módulo por la izquierda), Si la operación externa es (A, x) >xA con 
xe=x, (xquk= x(pA), XA + po) Rx + Xx, (+ yA=xA4+ yk, se dice que se 
tiene un espacio vectorial por la derecha (resp. un A-módulo por la derecha). 

a) Si E y FE son dos espacios vectoriales por la izquierda sobte K (resp. dos 
A-módulos por la izquierda), demostrar que £(E; F) es un espacio vectorial por 
la izquierda sobre el centro C de K (resp. un C-módulo por la izquierda, si C es 
el centro del anillo A). 

b) Si E es un espacio vectorial por la izquierda sobre K (resp. un' A-módulo por 
la izquierda), el dual de E, E*=£(C; K) (resp. E* =£(E; A) es un espacio 
vectorial pot la derecha sobre K (resp, un A-módulo por la derecha). 
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MATRICES 


|. Generalidades. 
Il. Operaciones algebraicas de las matrices. 
Ill. Cambio de base. 


Il. Generalidades 


154. Definiciones diversas 


a) DEFINICIÓN. — Dados dos conjuntos finitos de indices 1 y J] y un conjunto E 
se llama. matriz de tipo (1, J) sobre E toda aplicación de 1x] en E. 


Una matriz es, pues, una familia doble finita (8 17) 
(,p>94 0 pod 


ordinariamente se colocan los elementos a, lo ai) según una tabla rectangu- 
lar: uno de los índices es el índice de la columna del cuadro, el otro el de la 
fila. Por razones que explicaremos en el 8 155, escogeremos en general en esta 
curso la notación a, i es el índice de la columna y ¡ el índice de la fila. Una 
matriz se representará ya por (a) ((1, j)e1 x J), ya por el cuadro de los 
elementos de ai, cuadro puesto entre dos paréntesis (ciertos autores ponen 
corchetes) o dos rayas verticales en la izquierda y derecha del cuadro, también 
si no da lugar a confusión por una sola letra A. 


Dos matrices A y B definidas, respectivamente, por 
A:IxJ]J>E  (p>«% 
B:xXJ>E (pb! 
serán iguales si y sólo si 
I=P,  J=J,) (VG pSeIxD d=b 
Cada vez que no lo precisemos tomaremos 
1=[1, 72], J=[l 1], mo card l, n = card 1. 
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dd... .da...da 
2 12 2 
ER A, 


A=(ación == + : : 
1M(Usgicm) o A A 
zio A 


ma... an... an 
Diremos que Á es una matriz de tipo (m, 1) sobre E (m número de colum- 
nas, n de filas), Malm, ny o Mn, 1) si no hay lugar a confusión. 
Si mx=h, se dice que la matriz es cuadrada de orden n. 


Si m=1l, se dice que la matriz es unicolumna. 
Si n=1, se dice que la matriz es unifila. 


Sea A la muestra (a) ((, ¡)elx PD, si Pol y JcJ] la restricción a 
FP XxJ! de la aplicación (t, )>«l es una submatriz Af de A: se obtiene 
conservando en A únicamente las columnas cuyo índice pertenece a 1” y las 
filas cuyo índice pertenece a P”, o suprimiendo en A las columnas cuyo Índice 
pertenece a ( l' y las filas cuyo índice pertenece a ( J'. Para A”, en ge- 

1 ) 
neral es Pz [1, 1] si mó= card T', sino que Y =(Í, l, ..., í.) con 
1< 4< bh. <ip <m 

e igualmente para J”. 

inversamente cuando se pasa de A” a A se dice que se orla la matriz A' 


nor las columnas de índice ¿ pertenecientes a T' y las líneas de índices ¡ 
1 


pertenecientes a E r. 
J 

Si F=[a, b1, Y =[c, d] (O <a<b<m l<c<d<m) se dice que 
la submatriz A” es un bloc. 

Se lama transpuesta de la matriz A=(4) ((, )elxJ),, la matriz 
B= (55 ((, e] xD definida por 

b=ai 

se la representaGD 'A que se lee “transpuesta de A”, Si A es de tipo (m, 1, 
'A es de tipo (m, 1), por ejemplo, 


6 la b ce a a 
Are 
ce 


. xa 
AA 
Ya 


(12) Según los autores se usan otras notaciones: A”, A, ..., para la transpuesta de A, 
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La transposición A-—=>'A es, pues, una aplicación de Mm, n) en Mín, m), 
es evidentemente biyectiva; además, 


(A) =A, 


Se dice que una matriz es simétrica si A ="'A, esto implica que m=, 
luego A es cuadrada y 
(vieD(vjeD  dimai 


Los elementos al de una matriz cuadrada se llaman elementos diagonales 
de A, su conjunto es la diagonal principal de A; el conjunto de los elementos 
d(i+j=n+0) se llama algunas veces la diagonal no principal de A, Decir 
que una matriz es simétrica quiere decir que dos elementos colocados simétrica- 
mente en relación a la diagonal principal son iguales, 


bj) Las matrices se utilizan en las más diversas ramas de las actividades ' 
humanas, para el matemático son útiles principalmente si se puede efectuar 
con ellas cálculos por medio de sus elementos. Con el propósito de simpli- 
ficar supondremos en lo sucesivo (salvo mención contraria) que E es un cuerpo 
conmutativo, los elementos neutros se representan O y 1. ' 

Sin necesidad de repetirlo M(m, n) designará en adelante el conjunto de 
las matrices de m columnas y n filas sobre un cuerpo conmutativo K (que 
a menudo en las aplicaciones será R o C); en lugar de Mun, n), se escribe 
M,(K). 


c) Para mayor comodidad agrupamos a continuación ciertas definiciones 
cuya justificación aparecerá en los párrafos siguientes: 


Una matriz de tipo (m, n) es nula si y sólo si todos sus elementos son' Y 


nulos. Se la representará O si no cabe ninguna confusión: pero la matriz Q 
de tipo (m, n) no es igual a la O de tipo (m', nm) más que si se verifica 
”ma=m n=n. 

Si A=(a4) l<ism l1<j<m) la matriz (— a!) del mismo tipo que 
A, se llama la opuesta de A y se representa — Á. 

Una matriz tal que 'A=—A se llama antisimétrica: es cuadrada (A es 
de tipo (tm, n), 'A es de tipo (n, m)) y 


(vieD(vjeD d=—ad 


en particular ; 
da= —a => 2a=0 


es decir, al =0 si el cuerpo K no es de característica 2 (8 97, 104). 

Si K=C (resp. R) se dice que la matriz A= (4) l <i<m, 1<j<m) 
es compleja (resp. real). Si A es compleja, la matriz (a/) se llama la conjugada 
de A y se representa A. Si A=A la matriz A es real, 

En lo sucesivo Á es la matriz cuadrada (al) de orden n, salvo indicación 
contraria, Se dice que A es triangular inferior si 

i>j¡>a= 
y triangular superior si 
¡<¡>q =0 


q 








ARE 
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A se llama matriz diagonal si ¿xj aí=0 (una matriz diagonal es a la 
vez triangular inferior y triangular superior). 

A se llama matriz escalar si aí=ó/a, donde (6) es el símbolo de 
KRONECKER ($ 133, ej. 1), es decir, es una matriz diagonal en la que todos 
los elementos de la diagonal principal son iguales entre sí. En particular la 
matriz (8) de orden n se llama, veremos por qué, matriz unidad de orden 
ny se representa l,,. 

Estas matrices, triangular inferior, diagonal, unidad, se escriben, respectiva- 
mente, 


a; a 1 

dal al O da O , 

1“ 2 Ñ 0) 
1 dal id a 

E o 

TA A a a; 1 


el signo “0” no designa en las matrices anteriores un “bloc”, pero simboli- 
zando el hecho que todos los elementos estrictamente por encima —o debajo 
de la diagonal principal— son nulos; al contrario si se escribe, cuando A 


es de tipo (mm, 1), 
LO 
a=(69) 


I, y los tres “O” representan los blocs; el O debajo de l, es una matriz 
nula de tipo (r, n—r) y las otras dos (de arriba abajo) de tipo (m-—+*, »), 
(m —+"r, 1n—P). 


Siendo A una matriz compleja (a'), rectangular o cuadrada se llama adjunta 
de A, que se representa A*, la matriz (A) = (A). Si A es tal que A*=A 
se dice que Á es una matriz hermitiana, entonces es cuadrada; se tiene 

d=d 
luego los elementos de la diagonal principal son reales (ai = al) y los elementos 


simétricos en relación a la diagonal principal son conjugados: se dice también 
que Á presenta la simetría hermitiana. 


TEMPLOS 


l. Siendo E un espacio vectorial de dimensión » sobre K de base a, %,, ..., 4%, Y Pp 
VECÍOTOS Xy, Xp.) Xp 


=D (=p) 


Jul 
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las coordenadas aí de estos p vectores pueden estar dispuestas según una matriz 


1 1 1 
a ... a ... a, 


es la matriz de las coordenadas de estos p vectores, la columna ¿ correspondiendo al 
vector Xx; En particular la matriz unicolumna de las coordenadas «, de x en una base 
(a) (1<i<n) se llamará la matriz asociada a x relativamente a la base (a); se la 
representa M(x, (a)) o M(x) o también X, si no hay lugar a confusión. 


2. Sobre este mismo espacio se puede también definir q formas lineales Hl, 42, ..., ul. 
por las fórmulas (ver $ 148) 
n n 
x= > aía,, ul(x) = > ii 
F==l i=1 A 
poniendo ua) = A. 
Las coordenadas de estas formas (en la base dual de la de E) pueden estar dispuestas 
según la matriz 


Aoc AM, 
Mi 
M8 A. MA 


es la matriz de las coordenadas de estas q formas lineales, la línea j representando la 
forma ul, En particular la matriz de una fila de las coordenadas Ai de una forma lineal y 
en la base dual (a) (1 <1í<m) se llamará matriz asociada en la forma lineal u relativa 
mente a la base (af). 


3. De una manera general, dada una matriz A de tipo (m, rn) sobre K, toda matriz 
unicolumna extraída de A se llama vector-columna de A (es un yectot de K*) y toda 
matriz de una fila de A se llama vector-fila de A (es un vector de -K*»). 


4. Dados dos espacios vectoriales en K de dimensiones respectivas m y nm, de basor 
lar o Ga y lb .., b,) se puede definir sobre Ex F una forma bilineal f por 
los datos de m, n elementos a, de K: definidos por 


1ía,, by) = A; 


estos m2, n elementos de K pueden estar dispuestos según una matriz A de este tipa 
(m, nm) (yer capítulo 15, 8 221). 


5. Finalmente, y es la interpretación más importante de una matriz sobre un cuerpo 
conmutativo K, se puede representar por una matriz toda aplicación lineal de E en Y, 
E y F espacios vectoriales de dimensiones finitas sobre K, provistas de bases bien deter 
minadas. El resto de este capítulo está dedicado a la relación entre matrices y aplicaciones 
lineales. 





A bc 
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155. Matriz y aplicación lineal 


a) Matriz asociada a una aplicación lineal 


Sea E y: F dos espacios vectoriales sobre K de dimensiones respectivas 
Moy A, [14 da ..., Grey una base de E y ([b,, b,, ..., b,y una base de F 
y finalmente una aplicación lineal de E en F definida por 


(1) 1>y = f(x). 
Si se poneé% 


=P ra, y= Dub, fa)= Dal, 
=1 j=1 j=1 


tendremos, gracias a la linealidad de f y a las reglas de cálculo en un espacio 
vectorial sobre un cuerpo conmutativo 


y= fo = > NE > > xi aib, ] 
i Í 


=>,» [Zesx] = Dv 
j i ; 


(15) y! =D als" G=1,2..,"» 
i=1 
sistema que se puede escribir de manera desarrollada 
y =dax +. tale... + ax" 


. 


de donde 


(15) y _—. a +... + alx! +... + ad, xn 


Y=ax +... tadt aa” 


un consecuencia, a toda aplicación lineal f de E en F, E expresado respecto 
u una base (a) 1 <1t<m) y EF en una base (bj) (1 <j < 1), podemos asociar 
uva matriz A=(a) (l<+t<m, l<j<m) por las fórmulas 


n 


(2) fa) => ab, =1,2..m) 


i=1 
(33) No hemos querido abusar de las letras griegas (ver $ 125), aquí xi, yi son escalares. Por 
ira parte, el lugar de los índices ¿i y j recuerda que i, índice inferior en a, es el número del 
yerlor f(a2) y que f, índice superior en al, es el número de las coordenadas de f(ai) en la base (bj). 
Ft 


En fin, para simplificar escribimos aigunas veces Y en lugar de > , Si no da lugar a ninguna 
i i=l 


rentislón. 










350 MATRICES — [Cop. 8 


dando las columnas de A sobre la base de F, las coordenadas de las imágenes 
por f de los vectores de la base de E. 


Se escribe 
A= Mí, (a), (5) 


y sino da lugar a confusión, A = M(f). 
Fijadas las bases (a) y (bj), hemos definido la aplicación M 


M: £KXE, F) > Mx(n, 1). 


Esta aplicación es biyectiva: en efecto (8 143, a), existe una y sólo una 
aplicación f: E—>EF tal que fía) =c, según esto toda matriz (a) de tipo 
(m, 11) define, de una manera única, m vectores de E por las fórmulas 


c,= ) al, (=1, 2, ..., m) 
j=l 


luego: 


" TEOREMA. — Dada una aplicación f de un espacio vectorial E sobre K de base (a) .. 
_((=i=m), en un espacio vectorial E sobre K de base (ppl=<j<n la aplicación : 


¡>M(G, (a), (6) = (07) 


definida por 


fa) =>, (i=1,2,...,m) 
j=1 


es una biyección de £y¿(E, F) sobre My(m, 1), donde las columnas de M(f) tienen por : 
elementos las coordenadas en la base (bp de F, de las imágenes por ] de los vectores * 
(a) de la base de E. M(f) se llama matriz asociada a f. 


En particular, toda matriz (a) sobre K de tipo (m, n) puede ser consi» 
derada como asociada a la aplicación lineal de K" en K" referidos a sus; 
bases canónicas con x=(x, 0. xD) Y= 0, Y, 0. y”) y , 

4 , m 
G => 1, ...3 n) yi = ala. 
¿mt 


Observemos que cuando se utiliza una matriz para estudiar una aplicación 
lineal, no es necesario buscar la imagen de un vector cualquiera de E, sino 
únicamente las imágenes de los vectores de la base de E (ver teorema anteriot 
y 8 143, teorema 6). 

Cuando E =EF (f es, en consecuencia, un endomorfismo de E), la matriz 
asociada a f es cuadrada. En general se toma la misma base para E conside 
rado como espacio de salida y espacio de llegada, se escribe entonces 


A == Má, (a), (a)) = MG, (a)) 
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pero se puede tomar también dos bases distintas. Veremos en la sección II . 
(cumbio de bases) los casos en que para id¿: E->E se emplea, por la misma 
mituraleza del problema, una base para E espacio de salida y otra para E 
espacio de llegada, naturalmente si se tomase la misma base 


MGde, (2,)) = Í,. 


Esta biyección entre £(E, F) y Mín, nm) (fijadas unas determinadas bases 
en li y E) es muy importante: permite pasar de toda noción o toda operación 
«definida sobre las aplicaciones lineales a una noción u operación definida sobre 
lus matrices: siendo los razonamientos y cálculos equivalentes en £(E, F) y 
Mm, n) (E y F de dimensiones finitas). Hay que notar, sin embargo: 

|, En matemáticas puras es mejor razonar y calcular en £(E, F); por un 
tulo, los razonamientos y cálculos son intrínsecos (independientes de las bases 
excogidas); por otro lado, desde el punto de vista técnico, todo es mucho 
inás simple, se evitan todas las complicaciones de escritura debidas a la super- 
posición de índices. En fin, los razonamientos y cálculos en £(E, F) son más 
generales: muchos de ellos se aplican a los espacios de dimensión infinita. 

2, En matemáticas aplicadas, en los distintos grados del cálculo numérico 
e. necesario servirse de las matrices. 

Finalmente, surge una pregunta: ¿Cómo se transforma M(f, (a), (b;)) 
cuando se cambian las bases? Estudiaremos este problema en la sección HL 


bj) Matrices asociadas a f y a 'f 


Sea E y E espacios vectoriales sobre K de bases respectivas (a) (1<is<m) 
y (bh) (1 <j<m), sus duales, E*, expresado en la base dual (a*!) de la de E, 
l'*, expresado en la base dual (b*) de la de F (8 150, a). Sea en fin f una 
aplicación lineal de E en E y *f su transpuesta, pongamos 


”n 


A=Mf, (a), (b))), faj=D ab, (=1,2...m) 
j=l 

B=M(f, (0%), (4%), 0) =D Bl G=1,2, 2. 
dul 


Observemos que en B = (Bi), i es el índice de la fila y ¡ el de la columna, 
ito para que en la última fórmula el índice de suma ¿ (índice nulo) sea una 
vez índice inferior y otra vez índice superior. En A = (a) ies el índice 
lv lu columna y j el de la fila. 

Dicho lo anterior, *f(b*?) = bYWof (ver 8 152) es un elemento de E”, es 
decir, una forma lineal definida sobre E, que está definida por sus valores 
jura a (1 <i<m), de donde utilizando la fórmula fundamental de la 


dinlidad 
” 


079 (a) = (a, 169) = (16), 0) =( Fat, 0) = Paty = e 
h=1 


h=1 
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pues (b,, b*i) = 8l (símbolo de KRONECKER) (ver $ 150), (Se observará que: 
i y j tienen valores fijos; debemos designar el índice de suma para toda letra, 
salvo ¿ o j; por ejemplo, por k. Por otra parte, 


10) (a) = (a, 10m) =Ca, > pa = > BL55 = 


de donde, teniendo en cuenta la observación anterior sobre la PO maón de: 
los índices en al y Pl. 


TEOREMA, —Si E y F son dos espacios vectoriales de dimensiones finitas sobre K, 

E y E* están referidos a dos bases duales, así como F y-F*, para todo elemento f dé * 
£(E, F) se tiene 

Mp) = [M5]. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


l. Sea f: E>F, dim E=m, dim F=14, rg f=r; tomemos la notación del cor 


lario 3 (8 143): 4%, Ay +, Go Gryg cs 4, Una base de E con 4,,;, ..., €, una ba 
de Ker $, b,=Hf(a), .... b,=f(0,), P,,1, -» D, es una base de F,'se tiene entoña 
1,0 
M(, (a), (bp) = (e 6 


matriz de cuatro bloques que hemos estudiado en el $ 154, c. 
>>o> 


2. ci R3 expresado en una base (i, j, k) la proyección sobre R? (base ES 7, paralol 
mente a % tiene por matriz asociada 


100 
010]. : 
00.0 


Con los mismos datos encontrar la matriz asociada a la proyección de R3 sobre. 


paralelamente al vector (p, q, P). 
3. En R? referido a una base ortonormal la rotación R(O, 6) es asociada a la satol 


(ver $ 123, a) 
: cos Ó —sen Y ; 
sen € cos Ú 


>>> 
En R3 referido a una base ortonormal (i, j, k) la rotación mE 0) está asoel 


a la matriz 
cos 0 —sen0 0 
sen 9 cos 9 0]. 
0 0 1 
».> 

4. En R? referido a una base ortonormal (ij) determinar la matriz asociada 
la simetría en relación a la recta D tal que (Ox, OD) = e (mod 1). 

5. En el espacio vectorial Sy los polinomios en x de coeficientes reales de ff 
< 3, expresado en la base canónica (x%, xl, 2, x3) (aquí 0, 1, 2, 3 son export 
x= 1), encontrar la matriz asociada al endomorfismo P-—=>P” (derivación (ver 4 
ej. 2, y capítulo tt, 8 188). 
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ll. Operaciones algebraicas de las matrices 





Todas las matrices consideradas tienen, salvo indicación contraria, sus 
elementos en un cuerpo conmutativo K, 


156. Espacio vectorial M(x, n) 
a) Grupo aditivo Mm, 1) 


Sea A=(a) B=(8) dos matrices de tipo (m, n) sobre K asociadas, 
tespectivamente, a dos aplicaciones lineales f y g de E en F, E expresado 
en la base (a) (l <i< mm y FE en la base (bp (l <j<»"m. Ponemos por 
definición 


A+B=MÚ, (a), (b,)) + M(g, (a), (0,))= MG + g, la), (b,)) = (y) 
lu fórmula 


d+ 90) = Y ra, =160) + 50) = Y al, + Dat, 
jay do j=1 fal 












demuestra que para todo ¿ de [1, m] y todo ¡ de [l, n] es 
Y= aj + Bj. 
Esta operación interna definida sobre M(m, 1) se llama adición de matri- 
ve. Siendo las bases fijas la fórmula anterior, que se puede escribir 
mm MG + £) = MN) + M8), 


ilenmuestra que la biyección f-—>M(f) es un isomorfismo del grupo aditivo 
Y(E, E 144) sobre el conjunto MG, n) provisto de la adición de las ma- 


iivos; este último es, pues, un grupo para la adición (8 77, observación que 
algue al teorema 2); en consecuencia, 
O = Mío) o A = MET) 


lo que justifica las nociones de matriz nula (de tipo (mm, 1)) y de opuesta 
de onna matriz dada (8 154, c) 


hy Espacio vectorial Mím, n) 
Para todo A de K ponemos por definición 
AA =AM( (4,), (b,)) = MOL, (a), (b)) = MN 


E hr Jormula 


(AD (a) = 5 Ab; = fla) =A > aíb, = $ hab; 
j=1 i=1 jul 


di ALGEBRA 
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muestra que para todo i de [1, mm] y todo ¡ de [1, =] 
AN = hal. 
Esta operación externa definida sobre M(m, nm), siendo el dominio de operar! 


dores K, se llama multiplicación de matrices por un escalar, 
La fórmula (1) de más arriba y la fórmula que acabamos de obtener 


12) MAD = AM) 
demuestra que la biyección f —>M(f) es un isomorfismo del espacio vectorl 
£(E, F) sobre M(m, n), luego: 


Teorema. —Sí E y EF son dos espacios vectoriales de dimensiones respectivas m y M 
sobre K, X(E, P), provisto de las Operaciones (f, g)>] +8, (A, D>if y Mín, 1) 
provisto de las operaciones (A, B)>>A+B y (, A)>AÁA son espacios vectorial 
isomorfos. 


Por otra parte, se ve fácilmente que 
(A+B)='A+ 'B 
'QA) = ACA) 


luego la aplicación A-_>'A de Mm, n) en Mín, m) es un homomorfisn 
de espacios vectoriales; como es biyectivo (8 154, a), es también un isomorfl 
mo de espacios vectoriales. Vamos a ver, de otra manera, que los espaci 
vectoriales Mún, n) y M1, m) son isomorfos. 


c) Base canónica y dimensión Mn, n) 
Sea la matriz Á== (0) de tipo (mn, 21), tenemos 
A=D uE a 
¡el j=l J 


siendo Ef una matriz (mn, n) en la que todos los elementos son nulos, alv 
el elemento situado en la intersección de la columna ¿ y de la fila ¡ e IguN 
a l; en consecuencia, 


0 
o. 0 
0 
Ei=JP 0 010.,.,0 | efilaj 
0 
o 0 


columna ¿ 
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Se sigue que estas mm, m1 matrices El engendran Mm, n); además, son 
visiblemente independientes; en efecto, 


DY dEl (on + 03 0Í=0 
io j 


isisn 


¡ura todo ¿ y todo j, luego: 


'PROREMA Y DEFINICIÓN. — El conjunto (E) (l<ism 1<j<n) es una base de 
Mun, 1), llamada base canónica de MGn, »). 
M(n, m) y MGn, n) son dos espacios vectoriales isomorfos de dimensión mn, 


Encontramos así (ver ej. 153, fin del capítulo 7) que 
dim £(E, E) = (dim E) (dim PF). 


lil hecho de que Mm, 1) es un espacio vectorial permite decir que los 
4 son las coordenadas de la matriz A = (a) (en relación a la base canónica 
li 0). Todas las nociones relativas a los elementos de un espacio vectorial 
pueden entonces aplicarse a las matrices de tipo (nm, n): independencia lineal, 
aubespacio vectorial, parte generatriz, etc., veremos ejemplos en los ejercicios 
sipuientes, 


l]JERCICIOS 


Il. Sca S el conjunto de las matrices simétricas y A el conjunto de las matrices 
mwllsimótricas de M,(K) (el cuerpo KE no es de característica 2), demostrar que S y Á 
mt dos subespacios suplementarios de M,(K). ¿Cuáles son sus dimensiones? 

2, Sea %, el conjunto de las matrices triangulares superiores de M,(K) y %, el 
vonjunto de las matrices triangulares inferiores. Demostrar que GT, y T, son dos sub- 
wueios vectoriales isomorios de M,(K), ¿cuál es su dimensión? Determinar 8, NG; 
Y Cobb 


$. Sia b, c son tres números complejos cualesquiera, demostrar que las matrices 


a+b a=b+c a—e 
a—b—c a asb+e 
a+c a+ b—e a—b 

inscriben un subespacio vectorial Mx(C); indicar una base de este subespacio. ¿Cuál 
py oa dimensión? 

1, Si t>al() son m, n funciones reales de la variable real £, derivables en 
A demostrar que la matriz A(1) = (al(0), considerada como función vectorial (ver 
eii de Análisis) es derjvable en [*, £,] y que 


dA(O =( e ] 
dt di : 
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157, Producto de matrices 


a) Cálculo de la matriz producto de dos matrices 


Sea tres espacios vectoriales E, F, G de dimensiones respectivas Mm, ñ, pA 
sobre K, y de bases respectivas (a), (bj), (ci); consideremos las tres aplicas E 
ciones lineales f, g, gof 3 


gof 


E G 
NG 
F 





y las tres matrices asociadas 
A = M(f, (a), (b,) = (a) 
B = M(g, (by), (c,)) = (81) 
C=Mígof, (a), (c,)) = (Y) 
ponemos por definición 
¿C=BA = Míg, (bj), (c0)M(f, (a), (0) = Mígof, (aj), (c1)) 
salvia primero que 


B=M( s Mín, p), A=M()eMím, 1), C=BA=M(gof)e Mín, p): 


y que 
card [columnas de Bj = card (filas de A) 


las fórmulas 


n 


(60 a)=Y rico fa)= Dalb»  e0)= D Bic 
kz=l 


jal kml 


nos dan para todo : de [1, m] 


r 


Eo a) = slítad] = [3 010, |-Fatso)= Y a Y ta 


j=1 f=1 j=l k=1 


Ae DO aja e 208 


utilizando las propiedades que traducen la estructura de espacio yectorial 
G; de donde para todo i de [1, m] y todo k de [1, p] 


n 
Yi = > Bra 


j=l 
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regla que se puede representar por el esquema siguiente 


a Y? 

1 1 A 

e $ a 

pl Yi I=:p[ Bi... 8-.Bx n 
l PS 
for AS: — ar ¿ 
m n nn — 

mi 


El elemento y* de BA (k número de la fila, i número de la columna) 
provicne de los elementos de la fila k de B (factor de la izquierda) y de 
los clementos de la columna ¿ de A (factor de la derecha)4%; esta línea de B 
y usta columna de A tienen el mismo número de elementos: la dimensión 
del espacio intermediario F, que aquí es n. Además, 

card (filas de BA) = card (filas de By 
card (columnas de BA] = card (columnas de A). 

Se dice que se ha efectuado el producto BA Fllas por COlumnas (en 
abreviatura “producto FICO”), 

A modo de ejercicio, busquemos el elemento general yí de C= AB, 
A = (0), B= (8); para que este producto exista, según la regla anterior 
es necesario y suficiente que 


enrd (elementos de una Flla de Aj = card [elementos de una COlumna de B), 


de donde 
card (COlumnas de Aj = card (Fllas de BJ, 
es decir, 
AeM(n, m), BEeMíp, nm, 

se tendrá 

t 

=D) 048 

k=1 

y 


C = ABe Míp, m). 


Apliquemos, siempre como “gimnasia” sobre los índices, la regla prece- 
dente con otras convenciones para el lugar de los índices: 

Il” A=(a), B=(8), AB= (y) i designa ahora el número de la fila 
y y el de la columna 


a 
e aj 
Y = Ss ab 
k=1 


(1) B escrito en primer lugar (de izquierda a derecha, naturalmente) es asociada a la aplicación 
ú efectuada en segundo lugar (ver observación de los $63 15 y 4b. 
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22 A=(0) B= (Bi), AB= (y: siendo i el primer índice el número 
de la fila y j el de la columna 
n 


E AOS > Cua; 


kl 


n es siempre en los dos ejemplos precedentes el número de las columnas 
de A y el de las filas de B 


b) Propiedades de la multiplicación de matrices 


Las propiedades de la composición de las aplicaciones lineales y la biyección 
Í>A = M(P) (5 155) nos dan las propiedades correspondientes de la multi- 
plicación de las matrices: 

l. Sea el diagrama 

or A 
E>sF>G—- H 
con dimx E=m, dimx F=n2, dimx G=p, dimk H =q; escogidas unas 
bases en E, F, G, H pongamos 
MA=A, —MG=B, MM= 
tendremos 
(hogof=ho(g0f)=> (CBJA = C(BA) 


se escribirá + 
(CBA = CBA (ver 8 45). 


2. Por otra parte, si f, y f, son elementos de £(E, F) y £i y £2 elementos a 
de £(F, G), Aj Az y Bi, Ba las matrices asociadas, tendremos ; 


(a + gJof=>(B, + BJA = BA + BA A 
golf +1) =>B(A, + Aj) = BA; + BA). ¿ 


Observemos que en general, es sólo por abuso de lenguaje que se puede ' 
llamar asociatividad y distributividad a estas propiedades, pues la aplicación * 
(B, A)> BA no es, en general, una ley de composición interna: es una apli» : 
cación de Mín, n) x Mín, p) en MOn, p) (ver 8 145). 

3. Busquemos si AB y BA pueden estar "definidas simultáneamente; haría 
falta que se tuviera a la vez . : 


card (columnas de A) = card [filas de Bj 
card [columnas de Bj =card (filas de A), 


luego Ae MOmn, 1) y Be Mín, m) en este caso AB y BA existen 
AB € Mín, a), BA € Mn, m) 


simon AB y BA no son, pues, iguales; si mox=m, veremos en el párrala 
siguiente que en general AB BA (es, por otra parte, evidente considerandgá 
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"A y B, matrices cuadradas del mismo orden, como matrices de endomorfis- 
mos de un espacio vectorial E de dimensión finita). 


4, Las propiedades de la transposición de una aplicación lineal y el teorema 
($ 155, b) 


MH = '1M(] 
nos dan 

(AB) = PA 
LJEMPLOS Y EJERCICIOS 


Il. Tomemos las notaciones del $ 154 (ej. 1) y pongamos 


xl y 
xd y 

X=] - =M(x, tap),  Y= : = M(y, (6/)) 
gon ya 


X us la matriz (unicolumna) asociada al vector x (en la base (a) de E) las fórmulas 
(1) o (14 del $ 155, a, muestran que 


MEG), (5) = ME, ta), (9) MCs, (a)) 
en decir, 
Y = AX. 


OBSERVACION 


En ciertas obras se escribe una fórmula arriesgada y = Ax que reemplaza a la yez 
lu fórmula intrínseca, y = f(x) y la fórmula entre matrices Y = AX; esto no tiene im- 
purtancia si se usan siempre las mismas bases, pero resulta desastroso cuando se cambian 
lus bases (ver $ 161), 

2. Escribir análogamente la fórmula x* =f(y*) con la ayuda de matrices, 

3. SiA= (a) es una matriz de tipo (mm, nm), m y a distintos de 1, L=(A,) una 
matriz de una fila y C= (p/) una matriz- de una columna, ¿en qué casos las matrices 
LA, AC están definidas? Calcular entonces estas matrices. Calcular LC cuando esté 
definido este producto, 

4. Sean A = (0%) una matriz de tipo (nm, 1) y D, D, dos matrices diagonales, 
fu qué casos los productos D,A y AD, están definidos? Explicar los resultados obte- 
hidos, Calcular D,D, cuando este producto esté definido. 

5. Si D y D' son dos rectas del plano definidas por (Ox, D)=atm, (Ox, DJ) =a'(m, 
A y S? las matrices asociadas a las simetrías planas respecto a D y D' (ver $ 155, ej. 4), 
calcular S'S y SS”; ¿cuáles son las aplicaciones lineales asociadas a estas matrices? ¿En 
qué caso se tiene S'S = 55'? 

G, Sea A, B, € tres matrices, Determinar sus tipos para que AB y (AB)C estén 
definidas. Verificar que en este caso BC y A(BC) están definidas. 

Tf. Demostrar (AB) =*B'A, utilizando la regla de multiplicación de matrices. 

8. Siendo Á una matriz de tipo (m, 1), demostrar que AlA y *AÁA son matrices 
vmudradas simétricas. 
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158. Anillo y álgebra M,(K). Grupo de las matrices cuadradas regulares de 3 


orden n 
a) Anillo y álgebra M,(K) 


El conjunto de las matrices sobre K, cuadradas de orden n, representado 
M,(K), puede ser considerado como e! conjunto de las matrices asociadas a 
los endomorfismos de un espacio vectorial E de dimensión n sobre K; la 
biyección £x(E) sobre M_(K) definida por 


[> A = M[f, (a,)) 


nos permite definir sobre M,(K) dos operaciones internas A + B, AB y una 
operación externa AA. La biyección recordada anteriormente y la estructura 
de anillo de £xXE) nos muestran que M,(K), provisto de las operaciones 
A + By AB, tiene una estructura de anillo (observación 1 sobre el teorema 2: 
del $ 96) y que estos dos anillos son isomorfos. Puesto que £k(E) admite idp 
por elemento unidad, M,(K) admite un elemento unidad 
M(idp, (a) = 1, 

también se justifica la definición dada en el 8 154, c). 3 

Este anillo no es conmutativo, como £k(E), y como se puede ver en los -l 


ejemplos 
1 14f0 1Y  f1 1 O 14f1 14 _ f0 1 
0 1/11 0/7 11 0 1.0Jf10 17 11 1 
(ver igualmente $ 157, ej. 5). 
Siempre igual que £x(E), el anillo M,(K) está provisto de divisores de cero. 


Si no se quiere volver a los ejemplos dados en los ejercicios 2 y 3 del 8 146 
se puede simplemente constatar 


« 0Y/0 01 _ [0.0 o 

(0 alle pJ= (00) 9% el o o 
Igualmente M,(K) provisto de las tres operaciones A + B, AB, AA es tna 3 
álgebra sobre K isomorfo a la álgebra £k(E), de donde: : 





TEOREMA. — El conjunto M,(K) de las matrices sobre K, cuadradas de orden n, pro 3 
visto de las operaciones A + B, AB es un anillo, unitario, ho conmutativo, que poses ; N 
divisores de cero, isomorfo al anillo £¿(E) (dim, E=n); provisto de las o 3 
A+B, AB, AA, M,(K) es una álgebra sobre K isomorfa a la álgebra £¿(E), (dimz E =Mm, 3 


b) Matrices escalares 


En el anillo M,(K) se puede buscar las matrices A = (07) que permuta 
con toda matriz M = (p)), cuadrada de orden n, es decir, tales que AM = MA, ¿ 
Se tendrá para todo par (, 7) : E 


5 ali = > pro 


kml 
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igualdad válida para toda familia doble (p/) de elementos de K. Supongamos 
tr « j y consideremos la familia en que pi = 1 con los restantes y, todos nulos, 
obtenemos al = 0. 
Suponiendo siempre ij, consideremos la familia en que ui = 1, y todos 
lemás ¡1 nulos, encontramos al == q. 
Encontramos, pues, la condición necesaria (57, índice de KRONECKER, q € K) 


a=ba>A=al, 


li condición es evidentemente suficiente. 


Consideremos la aplicación de K en el conjunto K” de todas las matrices 
de da forma al, (a € K) definida por 


a=> a l,, 


ie tiene, cualesquiera que sean o, f, A de K, 


a+ B> (a + HL =al, + 81, 
apta Pl, = (a 1,118 1,) 
La=>(Ú a) L, E Ma L) 


euta aplicación biyectiva es, pues, un isomorfismo de K, considerado como 
úlpebra sobre K, sobre K' que tiene una estructura de álgebra sobre K: es 
una subálgebra de la álgebra MK), de donde: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. — En M,(K) les únicas matrices que permutan con foda matriz 
de M,(K) son las de la forma al, (aeK). Estas matrices describen una subúlgebra de 
MM, isomorfa a K; se llaman matrices escalares. 


Este isomorfismo justifica la denominación de matrices escalares que había- 
mos ya dado en el 8 154, c). Por otra parte, K” es isomorfo a H(E) (ver $ 146, 
“y. 5 y $ 147, ej. 8). 


OPSPRVACION 


Se se considera únicamente las matrices cuadradas de orden +1, no hay ningún in- 
iunveniente en representar al y al, con el mismo símbolo, lo que equivale a representar 
pur la la matriz IL, Por el contrario, si se consideran matrices de orden cualquiera. 
tala identificación puede conducirnos a errores, ya que naturalmente mox<n implica 
I, 1, Algunos autores emplean la notación 1, por I,. 


v) Matrices cuadradas inversibles (o regulares) 


1d isomorfismo f—=>Míf, (aj)) de £ AE) sobre M,(K) (dimg E=28) de- 
Mbesira que: 


"TEOREMA. — Si f es un endomorfismo de un espacio vectorial E de dimensión n sobre 
KR, MY. (a) es inversible sí y sólo si f es un automorfismo. 
Vin este caso 


MG) = [M0]. 
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En ejecto, la relación fof-!=f-10f= idg nos da poniendo A = M(f) 


AA? =AFÁ == Y. E 
Por otra parte, el teorema del 8 146, b) y la biyección f-—>M(f, (a,)) de. $ 
muestran que: E 


TEOREMA. — El conjunto de las “mutrices inversibles de M,(K) es un grupo (no con- E 
mutativo) isomorjo a GLK). ] 


Naturalmente si dos matrices cuadradas A y B de orden n son inversibles, i 
AB es inversible y 
. (AB)! = BLA, 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que el conjunto D de las matrices K de orden r y diagonales es un 
subanillo (resp. una subálgebra) del anillo M,(K) (resp. de la álgebra M,(K)), isomorfo 
al anillo (resp. a la álgebra) K* (ver $ 147). E 

2. Demostrar que el conjunto G, de las matrices sobre K, triangulares superiores ¡$ 
de orden a, es un subanillo (y una subálgebra) del anillo (o de la álgebra) MK). 
Igualmente %, (ver $. 156, ej. 2). 

3, Demostrar que si Á es una matriz inversible de orden a, A?, cuando p describes : 
Z (con A%=1,) describe un subgrupo del grupo de las matrices inversibles de orden A, 
¿es isomorío al grupo aditivo Z? ; 

4. Si a y b son dos números reales cualesquiera, demostrar que el conjunto de $ 
las matrices reales cuadradas de orden 2 de la forma A 


Mía, b) = a —b 
Ne E 5 


provisto de la adición y de la multiplicación de las matrices es un cuerpo isomorfo a € E 
(se tiene aquí un ejemplo de subanillo del anillo M(R)) teniendo una estructura de A 
cuerpo conmutativo. A 
5. Si A es una matriz cuadrada de orden n inversible, demostrar que 'A es inven 4 
sible y que (AJ"l=*(A-D, n: 
6. Calcular A" (neN) para las matrices siguientes 


a del eS eS de 

sen 0 cos sh po <ho ch y «sh 9 
Demostrar que estas matrices son inversibles, calcular A-!l y Ar (ne). 3 
7. Si D es una matriz diagonal de orden f tal que para todo í de [1, n], ad, ='A, »s 0, 4 

demostrar que D es inversible, calcular D* para todo entero racional x. k 
8. Demostrar que una matriz triangular es inversible si y sólo si sus elementos dl4 


gonales son todos no nulos. 
9. Toda matriz cuadrada de orden n que verifica la ecuación 


El, ARA AP 0 


(ly 4.» a, elementos de K, ay 70) es inversible, ¿Cuál es su inversa? 


10, Siendo A y B dos matrices cuadradas de orden » tales que AB =l,, demostmK 
que son inversibles y que B= A-?, 
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159. Cálculos con matrices cuyos elementos pertenecen a un anillo 


Sca E un conjunto provisto de una adición y dos matrices de tipo (rm, 2) 
de elementos en E, A y B, pondremos por definición 
0) AR B= (al) + (B)=(0+ 8) djs 


(x= iz=na) 


Si E está provisto de una multiplicación pondremos (1 € E) 
(2) LA = Mal) = Quad). 


Finalmente si E posee una adición y una multiplicación, dadas las dos 
matrices 


A= (ai) € M/(n, m), B = (8) € MAP, n) 


pondremos por definición 


”n 


3) AB= (Y) ri= Daft. 


kal 


Naturalmente las propiedades de las operaciones definidas sobre las ma- 
lrices de elementos en un cuerpo conmutativo no se extienden, en general, 
au las operaciones, (1), (2) y (3) definidas más arriba cuando no se sabe nada 
de las propiedades de la adición y de la multiplicación en E: ello nos dice 
el poco interés de estas definiciones (1), (2) y (3) en el caso general, 

Pero supongamos que E sea un anillo conmutativo unitario A. 

Desde luego si A es un anillo íntegro, se le puede considerar como un 
unbanillo de su cuerpo de las fracciones K; luego las operaciones (1), (2) y (3) 
poseen todas las propiedades estudiadas en los párrafos precedentes. Notemos, 
sin embargo, que una matriz cuadrada de M,(A) puede ser inversible en M,(K) 
y no serlo en M,(A) (ver ej. 215, fin de este capitulo, y ej. 273, del capítulo 9). 

Si Á es un anillo conmutativo unitario se demostrará, a título de ejercicio, 
que las propiedades demostradas para las matrices de elementos en un cuerpo 
conmutativo, se aplican a las matrices de elementos en A, reemplazando las 
nociones de espacio vectorial de dimensión finita sobre K por la de A-módulo 
libre de tipo finito (ver capítulo 7, ej. 179), 

Así, a todo homomorfismo f de M en N, donde M y N son A-módulos 
expresados en bases (a) (l <i<m) y (b) (Ll <j<m) viene asociada una 
malriz de Maíz, 1) y la aplicación definida por 


=> Mí, la), (bp) 


vs una biyección de £i(M, N) sobre Malm, 1); se deduce que estos dos 
A-módulos son isomorfos y asimismo los anillos £4M), si M es un A-módulo 
(ue tiene una base de m elementos, y MA). 
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Il, Cambio de base 


160. Acción de un cambio de bases sobre las coordenadas de un vector de 
un espacio vectorial E 


Sea E un espacio vectorial de dimensión “1 sobre K, B=(4) una base 
de E y B'= (a) una segunda base de E; consideremos la matriz P = (p) 
que tiene por columna * las coordenadas de «% referidas a B tenemos 


n 
¡A la. 
CF > D8; 
ia1 


Ahora bien, en el $ 155, hemos visto que 


p 


fía) => ab, > A =q= MCf, (a), (0) 


jm1 
Deducimos de ello que si idg representa la aplicación idéntica de E, las |] 
relaciones 


n 
idea) == > Pa, (=1,2... 
2 


son equivalentes a El 
(1) P = (ph) == Mid ,. (a), (a,)) 


(ATENCIÓN: E espacio de salida está referido a (a) y E espacio de llegada 3 
está referido a (a). 
Luego P matriz. asociada a id, es inversible, la fórmula (ver $ 157, a) 


Mide, (and, (ad)Míde, (a), (a) = Míidg, (a), (ad) = Il, 
demuestra que 
an Mide, la) (ad) =P", 
Luego si se pone 
o) r= y xq, = > rx, 
i=l i=1 
tendremos según (1) (ver $ 155) 


3) =p" (U<jsm 


t=1 
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y según (2) poniendo P-!= (gi) 
4) =)dqr  (U<j<nm) 
2 


ue se puede escribir en forma matricial poniendo 


X= Míx, (43)  X'"=M(x, (a)) (ver $ 154, ej. 1) 
X =PX' X' =P-X 


'DEOREMA Y DEFINICIÓN. — Si (fa) y (a) (1<i<mn) son dos bases de un espacio 
vectorial E de dimensión n sobre K, la matriz P que tiene por columna i-ésima las 
coordenadas de a, respecto a la base (a,) es inversible; se le llama la matriz de cambio 
de la base la) a la base (ai); además. 


P = M(id,, (41), (a), P-1=M(id,, (a,), (a!) 
X=PX”,  X'=P-X 


dende Xy X' son las matrices unicolumnas asociadas a un vector x de E, X en la 
hase (a), X” en la base (a). 


OBSERVACIONES 


Cuando se pasa de una base (a) a otra base (af) se dice algunas veces que (a) es 
la base «antigua», y (a) la «nueva», (xl, x2, ..., x) las coordenadas «antiguas» de x, 
quel, zx") las «nuevas». Se ve que la matriz de paso P da las «coordenadas 
untiguas» en función de las «nuevas»: lo que en general es ventajoso, pues sí se cambia 
de coordenadas en un problema se tiene las relaciones entre las coordenadas antiguas, 
por ejemplo, F(xl, x2, ..., x) =0, para tener las relaciones correspondientes entte las 
miuvas coordenadas, es cómodo tener las fórmulas dando las xi? en función de las x'! 
(y no al contrario). 

2. Para estar seguro de no equivocarse, se puede hacer el cálculo siguiente que 
vn lácil, pero que tiene el inconveniente de que no nos da la verdadera naturaleza de 
la matriz de paso P. Las fórmulas 


n rn ”n 
a = y pia, e > xla; = > xa; 
j=1 ¡al i=1 


dan 
pa 5 A ati . is j 
x= > Xx > pia; = > > pia, > a; > pix > ar 
i j ii ; i E 


de donde, siendo única la descomposición de x sobre la base (a), 


¡=> pix" 
== px. 
i 
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EJERCICIO 


Con la misma notación que antes, se designa por (4*) la base dual de (a) y (ae!) ” 
la base dual de (a/), demostrar que la matriz de paso de (at!) a (a*i) es (1P)-1 y qu 
Y'* = Y*P, Y* es la matriz de una fila que da las coordenadas de una forma y* de E 
respecto a la base (a*i) e (Y'*) la matriz de una fila dando las coordenadas de |] 
misma forma en la base (a'*!). 


l6l. Acción del cambio de bases en E y en F en una matriz de una aplicación * 
lineal de E en F 


a) Sea f una aplicación lineal de E en F con dimx E=*m, dimx F=n 3 
Sean (a,) y (aj) dos bases de E y (b,) y (bj) dos bases de F. Pongamos E 


A= MKf, (a), (b)) A" = MM, (a), (b,)) 
P = Míids, (a), (a/)) Q = MGds, (95), (b))). 
Consideremos el diagrama 
id Í idp 


ES E>oF>E 
(a) (ay (6) (bi) 


tenemos 
Í == id; o Í o ¡dy 


de donde aplicando la fórmula del $ 157, a) 


MG, (a), (00) = ME, (a), 1) M(idy, (0), (0) Mf, ide, (a), (a)) 
A = QUAP, 


OBSERVACION 


Se puede también operar únicamente sobre las matrices. En efecto, con la notación 7 
del párrafo precedente E 
Y = AX, X=PX, Y = QY' 
dan 
QY* = APX” 
de donde multiplicando por la izquierda por Q-1 
Y? = Q-APX" = A'X” 

es decir, (Q-IAP— AJX' = 0 cualquiera que sea X”, aplicando esta fórmula a las mA 
trices asociadas a los mm vectores de en la base (47) se encuentra fácilmente 


= O-LAP. 
TEOREMA. — Dados dos espacios vectoriales E, F de dimensiones finitas sobre K, (dj 


y taz) dos bases de E, (b,) y (tb) dos bases de FE, P la matriz de paso de (a) a (aj) y O 
la matriz de paso de 6) a (69, para toda aplicación lineal f de E en E es 


= QAP 
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dende A es la matriz asociada a j respecto a las bases (a) y (bj) y A" respecto a las 
bases (a), (b5). 


CokroLARIO. — Para todo endomorfismo f de E 
A* = P-IAP 


donde A y A" son las matrices asociadas a f, respectivamente, respecto a la base (a) 
y «a la base (aj) y P la matriz de paso de (a) a la). 


by Matrices equivalentes 


Sea A y B dos matrices de tipo (mm, 21) tales que existen dos matrices 
cuadradas inversibles R y S que verifican la relación 


B=RAS 


se observa que esta relación binaria definida sobre Mx(m, n) es una relación 
de equivalencia; en efecto, R € GL,(K) y Se GL,,(K). Por tanto: 


Il. Para toda matriz A de Mim, nm), 
A=L,A IL. 
2. B=RAS=>A=RYBS, 
3. B=RAS y C=TBU implica que 
C=TRASU=(TRA(SU) 


von TR y SU matrices inversibles de Órdenes respectivas 1 y m; de donde: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. — La relación binaria entre matrices de Milm, n): «existe R 
inversible de MO y S inversible de M, (K) tales que B= RAS» es una relación de 


m 


“quivalencia. Las matrices A y B se llaman matrices equivalentes. 


Se ve inmediatamente (ver a), anterior) que dos matrices de tipo (m, 21) 
son equivalentes si y sólo si son asociadas a la misma aplicación lineal de E, 
de dimensión m, en F de dimensión n: es suficiente poner P=S y Q = R-1 


c) Matrices semejantes 


Deeinición. — Dos matrices cuadradas A y B de orden nm som semejantes si existe 
wwt matriz cuadrada, de orden n, inversible, P tal que 


B = P-1AP. 


Se ve inmediatamente que esta relación binaria ate sobre M.(K) es 
iu relación de equivalencia; en efecto: 


Il. Para toda matriz A de M,(K), 
A = (1,3 A I,. 





ña 


dá 
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B=P-AP>A = (P--"BP-!, 
B=P-AP y C=Q%A0Q implica 


C = P-IQAQOP = (OP) A(QP) 


2. 
3. 


pues al ser P y Q inversibles, QP lo es también. 


La definición anterior y los corolarios del subpárrato a), demuestran que 
dos matrices A y B cuadradas de orden a, son semejantes si y sólo si están 
asociadas a un mismo endomorfismo de E, de dimensión h. 

Uno de los fines de alguno de los próximos capítulos, el capítulo 13, será 
el de, dado un endomorfismo f de E, encontrar una base de E de manera 
que la matriz asociada a f en esta base sea la más “simple” posible, es decir, 
dada una matriz A de M,(K), encontrar una matriz semejante a A lo más 
“simple” posible: ya veremos en este capitulo cómo hay que entender esta 
noción de simplicidad. 


162, Rango de una matriz 


a) Derinición, — Dada una matriz A sobre K de tipo (m, n) se llama rango de la 
matriz A y se designa Yg(A), el rango del sistema de sus vectores columnas (en K"), 


Según las definiciones del 8 138, rg (A) es, por tanto, el número máximo de 
columnas de A linealmente independientes, Si se considera Á como matriz 
de una aplicación lineal f de E en F (dim E=+5"., dim F== 2) 


A=M( (a), (5,)) 


las columnas de A representan los im vectores f(aj) de F, su rango es, en 
consecuencia, el rango de f (8 143, teorema 7), luego rg (A) < inf (mn, 11). 
Por otra parte, 'A = MÚf, (6%), (atiy), luego (8 155, b) 


rg CA)=rg () =18 () =71g8 (A) 
de donde: 


TEOREMA. -- Si A es la matriz de tipo (m, n) asociada a una aplicación lineal f de E 
en F, los cuatro números siguientes som iguales: E 


t, Rango de los vectores columnas (en K2). 
2. Rango de los vectores filas (en Km, 

3. Rango de [. 

4, Rango de *f, 


by Caracterización de las matrices de tipo (+1, 11) de rango r 


Sea A una matriz de tipo (m, 2) asociada a una aplicación lineal f de É 1 
de dimensión 7 en F de dimensión ah. Escojamos en E y F las bases (a), (bp), : 
como se ha dicho en el $ 143 (corolario 3) y $ 155 (corolario 1), tenemof 
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? 
Il. 0) TP 
MG, (a), (9))=| a » 
o 0 ¡o n—r 
| y 
UT — 
r m—?t 


TEOREMA, — Todas las matrices de tipo (m, n) de rango f son equivalentes a la matriz 
de tipo (m,' n) 





lluvada mátriz canónica de rango r de tipo (m, 


CoroLaRio 1.—Para que dos matrices de tipo Qu, 1) sean equivalentes, es necesario 
y suficiente que sean del mismo rango. 


Si son equivalentes, las dos matrices representan respecto a las bases di- 
lerentes la misma aplicación lineal f: son, pues, del mismo rango, el de f, Si 
fienen el mismo rango, sea r, son equivalentes a la matriz canónica de tipo 
Qu, ny de rango r y, en consecuencia, son equivalentes entre sí, 


CoroLarlo 2.— Para que una matriz cuadrada de orden n sobre el cuerpo conmu 
lutivo K sea inversible, es necesario y suficiente que sea de rango 1. 


Esta matriz representa, en efecto, un endomorfismo f de E, de dimensión 
" sobre K, y rg (f =n=dim E implica que f es un automorfismo (ver 
4 143, 5), 


c) Determinación del rango de una matriz de tipo (mm, n) 


Es suficiente operar sobre los vectores columnas de A como lo hemos 
lecho para un sistema de vectores en el $ 138. Esta “manipulación” sobre 
lns columnas puede interpretarse como una sucesión de cambios de bases 
en E, estando A asociada a una aplicación lineal de E en E, después de un 
húmero finito de cambios de base en E se encuentra una matriz A” equi- 
vilonte a A de la forma A” (ver ej. 230 fin del capítulo) 





Bo... .0. 1 
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ar=| : 
ee Ñ 
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con Bix=0 (lzi<»), o los dos casos particulares siguientes 


800 ....0 

A 

Bl 0 0 . PA . 

Br Ñ 

os a 0 

O Pos Br 

. a ( 

ee Br, er Br Br, 
n=?P ma=yYr 







el rango de estas tres matrices es evidentemente r (r=x2m en el segundo caso, 
f es suprayectiva, r=wm en el tercer caso, f es inyectiva). q 

Se puede también razonar sobre los vectores filas de A, esta “manipulación ¿ 
sobte las filas” puede interpretarse como una sucesión de cambios de bases 
en FE: se encuentra matrices equivalentes a A análogas a las transpuestas de 
las tres matrices encontradas más arriba (ver ej. 231, fin del capítulo). 
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Ejercicios 


Nora: Salyo mención contraria los elementos de las matrices se tomarán en un cuerpo 
conmutativo K. En los ejerciciós de inversión de matrices se procurará no utilizar los 
determinantes, 


I8t, 


182. 


183, 


Ia. 


En el conjunto M,(K) se considera el subconjunto E descrito por las matrices 
Mía, b) en que todos los elementos de la diagonal principal son iguales a a, y 
todos los demás iguales a b; demostrar que cuando a y b describen K, E tiene una 
estructura de espacio vectorial sobre K. Indicar una base. ¿Cuál es la dimensión 
de E? 


Resolver el ejercicio precedente para el conjunto F de las matrices Mía, ..., 4, 
cuya Pésima línea es 

CN: PU PA 
cuando (a, ..., €,) describe K*. 


Se dice que una matriz M de Mx(R) cs mágica si las ocho sumas 


día 3) ay (=1,2, » Day > ss PE 
i i i 


son iguales; se designa por s el valor común de esas ocho sumas y por M(s) una 
de las matrices correspondientes. 
a) Demostrar que el conjunto de las matrices mágicas de M(R) es un subespacio 
vectorial del espacio vectorial M,(R). 
b) ¿Cuál es el yalor de s si Mís) es antisimétrica? Construir todas las matrices 
mágicas antisimétricas. 
e) Construir todas las matrices mágicas simétricas (se construirá primero las 
correspondientes a s = 0). 
d) ¿Cuál es la dimensión del subespacio vectorial de M,(R) descrito por las ma- 
trices mágicas? 

M.G.P. (extracto) y Concours de Mines (extracto). 


Se considerarán las matrices 


fs 0 [10 [tu 
meo = (; e NO =(; :) 240 E ó 


donde s, t, u son los elementos de un cuerpo K dado: se supone s 0. Sea 


la 


una matriz de coeficientes en K. Demostrar que, para que pueda ponerse X bajo 
la forma 
(1) X = M(SN(DP(w) 


cs necesario y suficiente que se tenga a > 0, ad —be = 1; demostrar que la des- 
composición (1) es entonces única. 


Sea 
o 1 
w=(2 5) 
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187, 


188, 


189, 


190, 


191. 


192. 


MATRICES [Cap. 8 


demostrar que si a=0, ad — bc = 1, se puede poner X en la forma 


(2) X = M(SN(0Ww, (M.G.P.) 
En M¿(C) se considera las matrices 


(o) (23) 


calcular las matrices 
Y AZY, —ZX—XZ, XY-YX, X4Y29Z%Z2 
En M,(K) encontrar todas las matrices que permutan con A= 2d ): demos. 


trar que estas matrices describen una subálgebra de MK). 


Siendo A una matriz de M,(K), demostrar que existe « y B de K tales que: 
A2—aA + Bl, =0. ¿Cuál es la inversa de A si A es inversible? 


Siendo Á una matriz no escalar de M(K), encontrar todas las matrices de MK) 
permutando con A; demostrar que son de la forma AM) +pA (utilizar el ejer 
cicio 187). 


Sea A una matriz triangular de M,(K) en la que todos los elementos diagonales 
son nulos, Demostrar que A" =0 (si A es triangular superior y si A = M(f (a,)) se 


. observará que fía) =0 y que para k>1, f(az) pertenece al subespacio engendrado 


POr dy das...) 41). 


Hallar todas las matrices A de M,(K) tales que A 0 y A? =0. 


Sea f un endomorfismo de E de dimensión H sobre K tal que fx0 y P=0, * 


Se pone r = rg(f). : 
a) Demostrar que Im f<Ker f; deducir de ello que 2r<p41; sea F un suple: E 
mentario de Ker f, F es de «dimensión r; siendo (a) (1 <i<r) una base de F, 4 
demostrar que b,= fla) son independientes y que existe 1 —2r vectores de Ker f, 
Cp 0.» Cp ¿po tales que 


poa o Broca) 


sea una base de E. 
b) ¿Cuál es la matriz de f en la base precedente? 
<) ¿Cómo se simplifican los resultados si 1 = 2r? (V, cap. 7, ej. 162). 


Se dice que un endomorfismo f de un espacio vectorial E de dimensión » sobre 

K es nilpotente de índice p, si existe p>1 tal que f0150, $? =0, se dirá igual 

mente que una matriz A de M,(K) es nilpolerte de índice p si existe p>1 tal 

que APr-ix0 y A2=0, 

a) Demostrar que si f es nilpotente y si existe A de K y x>0 de E tal que 

f(x) = Ax entonces A =0, 

b) Siendo f nilpotente de índice p, demostrar que si x es tal que f2-1x) 0 los 3 

vectores E 
x= Mo, Ms PP 


son linealmente independientes, 
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19. 


194, 


197, 


19R*. 


Deducir que f es nilpotente de índice », si y solamente si existe una base (a) de 
E, tal que para la matriz 
A=M(f, (a) = (a) 


todos los al son nulos salyo a+ =1(1=i<n—0, 


Si A es una matriz nilpotente de índice p de M,(K) (V. ej. 192), demostrar que 
1,—A es inversible y tiene como inversa 


L, FA+A E... + Adal, 


111.0 91 0 
A=|0 1 1 T=f0 0 1 
0.01 0.0.0 


Demostrar que T?=0, Deducir A”? para n entero natural (se observará que 
A=1+4+T y que l, permuta con T). 


Tenemos las matrices 


Buscar todas las matrices A de M,(R) tales que A? = L. 


Si K es un cuerpo conmutatiyvo de característica distinta de 2, se considera los 
endomorfismos f de un espacio vectorial E de dimensiones H sobre K tales que 
P =idp. Se pone g=id¿+f, h= ide—Í. 

a) Demostrar que g(E) y A(E) son estables por f y son dos subespacios suplemen- 
tarios de E. ¿Cuáles son las aplicaciones inducidas por f, respectivamente, en g(E) 
y A(Ey? 

b) Deducir de la pregunta anterior que toda matriz M de M,(K) tal que M2= I, 
es semejante a una matriz de la forma 


e con peN, qeN, prag=n. 
o —I, 


€) ¿Cuál es la forma general de una matriz de M,(K) tal que M = I,? 
Encontrar todas las matrices A de MAR) tales que Aél=—L,. 


Sea E un espacio vectorial de dimensión finita sobre R. Se designa con f un endo- 
morfismo de E tal que f2=-—id, y se define una aplicación de CxE en E 
mediante 

(a + ib, x) = ax —bf(x) (a, beR, xeB). 


a) Demostrar que la aplicación precedente permite dar al conjunto E una estruc- 
tura de espacio vectorial sobre C: se designará por E” el conjunto E provisto de 
usta estructura. 

b) Calcular dim E en función de dim E”, Deducir que si existe f endomorfismo 
de E tal que P =—idp, E es de dimensión par 21, 

c) Demostrar que existe entonces una base de E descrita pot dy, .... 4, H(G1), ..., f(8,). 
Buscar la matriz de f respecto a esta base. Deducir que sobre todo espacio vec- 
torial E de dimensión par sobre R existe al menos un endomorfismo tal que 
?= —idg. 
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d) Sea g una aplicación de E sobre sí mismo, demostrar que las dos propiedade 
siguientes son equivalentes: «) g es un endomorfismo de E espacio vectorial sobr 
R, que permuta con f; 8) g es un endomorfismo del espacio yectorial E” sobre € 


e) Sea G una matriz de M,(C), se pone G = A 41B donde A y B son elemento: 


de M,(B) y 
= A B 
[2 de 


demostrar que q es un homomorfismo del anillo M,(C) en el anillo M,,(R). Demos" . 
trar que Im(p) está descrito por las matrices de M,,(R) que permutan con lA: 


matriz 
o —I, 
Ll, 0] 


Se tienen las matrices Mía, b) definidas en el ejercicio 181. : 
a) Calcular la suma y el producto de dos matrices Mía, b) y Mía”, b%) (se intro 
ducirá 1, y M(, 1) y se utilizará el ejercicio 181). j 


b) Si (a, b) describe K?, demostrar que Mía, b) describe un: subanillo de M,(K). 
Demostrar que de los cálculos anteriores surge la definición de una estructura d 
anillo sobre el conjunto K2, . 


Se da un número complejo no real a=r (cos Y-+ sen 0) que permanecerá fl) 
en todo el problema y se tienen las matrices 


[> y Es 
106 »=(_, x + 2ry al 


Sea E el conjunto de estas matrices cuando (x, y) describe R? y F este conjunt 
cuando (x, y) describe (C?. 
a) Demostrar que E es un subanillo de M,(R) teniendo una estructura de cuerpei 
conmutativo, 
b) Demostrar que todo número complejo z puede escribirse de una manera únlo 
z=x+ay (x, yeR). Se pone Míz) = M(x, y) que se puede decir de la aplicación 
de C en E definida por 
¿ >Míz). 

Calcular [M(z)]". 
e) Demostrar que F es un subanillo de Mx(C). ¿Es F íntegro? ¿Tiene una estru 
tura de cuerpo? 

(MOP, 


Si (x,), (y,) son dos sucesiones reales convergentes y de límites respectivos X.4 
cuando ” tiende hacia + co se dirá que la matriz 


Mí, Y) = Xan Yun ] 
— Yn Xy 


y 


tiene por límite M(x, y) = cuando n tiende hacia + os. Si a es un 


metro real, encontrar el límite para h infinito de la matriz 
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(se pondrá == tg p, —1/2< 9 < 1/2). 
ñ 


102, Sea E el subconjunto de M,(Q) descrito por las matrices 


Mo, 5) = |, E 


cuando a y b describen Q. 

aj Demostrar que E es una subálgebra de M,(Q). 

b) Demostrar que para la adición y la multiplicación E tiene una estructura de 
cuerpo isomorío a O[y2] (ver cap. 5, ej. 97). 


€) Los resultados anteriores, ¿son los mismos si se reemplaza Q por R? 
(Se escribirá Mía, b)= al, + b] y se calculará J?.) 


203, Sea E el subconjunto de M,(Q) descrito por las matrices 


a b £ 
Mía, b, 0) =f| 3c  a—i3c b 
3b —3b+3c a—3e 


cuando «a, b, c describen OQ. 

a) Demostrar qué E es una subálgebra de M,(0). 

b) Demostrar que E tiene una estructura de cuerpo. 

e) ¿Subsisten los resultados precedentes si se reemplaza Q por R? 

(Se escribirá Mía, b, e) = al, + 6] + cK, y se calculará, J?, K?, JK, KJ.) 


204. Seca p una permutación de [1, +1], si E es un espacio vectorial sobre K referido a 
la base (e) (1<1<m) se considera el automorfismo f, definido por 


i=L2,...8 IAE) = lui 
Se dice que 


A, = Mf,, (ed == ta) 


es una matriz de permitación. 
Demostrar que 

ii ai 

al GAN 
(5%, es el símbolo de KroNEcKER). Deducir que 

AJA = Abog 

y que el conjunto de las matrices A, provisto de la multiplicación de las matrices 
cs un grupo isomorfo al grupo simétrico 5, 
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Se dice que una matriz de M,(Q) es monomial si en cada fila y en cada columna se 
encuentra un elemento y uno sólo no nulo. Demostrar que toda matriz monomial 
es el producto de una matriz de permutación (V. ej. 204) por una matriz diagonal; 
representar de modo explícito esta última, con e, el único elemento no nulo de la 
matriz monomial situada en la columna ¿. A 


Se pone a = cos (27/1) + 1 sen (27/n1) y se designa por X e Y las matrices de M,(0) 
de elementos generales respectivos 


Xpg = atv-D(D, Y og = ate-D(-D 
(p índice de fila, q índice de columna). Calcular 
x2, Y2, XY, YX. 
¿Cuál es la inversa de X? M.,G.P, (extracto), 


Los elementos de las matrices cuadradas, reales, de orden 3, que consideramos son 
funciones reales de t real que tienen desarrollos limitados de orden 2 en una vecin- 
dad de cero; a cada matriz M se asocia la matriz M, obtenida reemplazando en M 
cada elemento por la parte regular de orden 2 de su desarrollo limitado. El espacio 
euclídeo R3 está referido a una referencia ortonormal, se consideran las matrices 
X e Y representando respectivamente una rotación de ángulo «(t) alrededor de Ox - 
y una rotación de ángulo f(t) alrededor de Oy. Se supone que «(f) y (2) son infini- 
tésimos de orden 1 en la vecindad de += 0. 


a) Demostrar que 


1 0 0 1 0 0 
e? Ú 
X=) 0 coso —sen «a x =|0 => —«a 
pe 
O sena cos « 0 a ES 


b) Calcular Y e Y, (atención: una rotación de 1/2 alrededor de Oy aplica Or 
sobre Ox). 

e) Se pone A= YX, B= Y- IX-1 (se observará que dos rótaciones de ángulo Ú y 
wr 8 alrededor de un mismo eje son recíprocas una de la otra). 

Calcular A, y B,. 

d) Calcular Z, = (BA),. Demostrar que Z, está asociada a una matriz Z que 
interpretará mediante una rotación alrededor de Oz. 


Se considera el subconjunto T de M,(R) descrito por 


a-(8 5) 


se designa por T, el subconjunto de 'T descrito por las matrices A tales que 
a>0, 5>0. 
a) Calcular A?, A3, ..., AP y la matriz 


n 


B, = el 1) 
p! o Ba 


p=0 
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209, 


210. 


demostrar que %,, B,, Y, tienen límites «, f, y que se calcularán, cuando n tiende 
hacia el infinito, Se escribirá 
a 
B=/(A) = $ ) 


0 
(se distinguirá los casos a b y a =D), 
br La aplicación f de T en T así definida, ¿es lineal? ¿es inyectiva? ¿es suprayectiva? 
Demostrar que f considerada como aplicación de T en T, es biyectiva. 
ce) B=[(A) es tal que 0O<Ca<2,0<8<2, demostrar que si se escribe 


RED o rs A En 
4,20 LY = de b 
q=1 


R 


tas By €, tienen, cuando f aumenta indefinidamente, por límites respectivos a, b, e. 
Concours de École Normale Supérieure (extracto) y M.G.P, (extracto). 


Sea Á una matriz de M,(R), se designa por k¿¿(A) su coeficiente situado en la ¿ésima 
fila y la fésima columna. Se pone, (í, f) describiendo [1, 1] x [1, n] 


N(A) = n sup | ELA) | 
a) Demostrar que 
N(A) =0>A:=0 
NGA) = | A] N(A) Q.eR) 
N(A x B) < N(A) + N(B) 


deducir que N(A) es una norma sobre el espacio vectorial M,(R). Se escribirá 


N(A) = [| Al] 
b) Demostrar que 
PABL=IA Br 
[a + By —ar is EA + (BF (ren) 


Concours de PEcole Normale Supérieure (extracto). 


Los datos son los mismos que en el ejercicio precedente, se escribe 
”n 
B.= ps AP, 
pP=6 p: 
a) Demostrar que las propiedades precedentes son equivalentes: 
e) existe una matriz B de M,(R), tal que 
lím ||B—B,)| =0 


n$>+ 0 





B) para todo par (i, de [1, 1] x [1, ue], k,(B,) tiene límite cuando n— +00, 
Se pone B =el (se introducirá a = sup | k,¿(A) |). | 


b) Demostrar que 


| e+B= ¿8 || < ellall(el1311 —0D. 
Xx 


<) Calcular eh para A= 0 


. ) (V. ej. 208). 


Concours de PEcole Normale Supérieure (extracto). 
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Siendo A una matriz cuadrada real, calcular ed (V, ej. 210) en los casos siguiente 
a) A=fl,  (eR) 


DO £ 0.0 DO 1 
b == A= Á= = 
a 6 e) (2, o da (e o ci: 


111.0 
0 n=3 A= 0 1 1 (V. ej. 194). 
001 


La matriz A = le . de M(R) tomada fija, se calcula B= ef (V. ej, 210 y 211) 
y se pone 
B(t) = et (te R) 
a) Demostrar que ] 
Bt +1) =B(9B(0) (1, FeR). 
b) Demostrar que 


dB(6) 
= AB(1) = BNA. 





(ver $r110,:01: 4) M.GP. (extracto)e 


Tomando de nuevo las notaciones del ejercicio 154 (fin del capítulo 7), supondrá 
mos que los espacios vectoriales E, F. G son dimensiones finitas sobre K. 


Designando respectivamente por Á,, B, CU sismi<j<n 1<k< p) las ba: 
ses de E, F; G, tomemos por bases respectivas de E, F, G d 


a=|Ja, ¿= ln, Cu Us, 


1<iSm ij tokzp 8 


a) Demostrar que M = (f, A, B) es un cuadro rectangular de matrices Mi (es deolry 

una «matriz de matrices») y que E 

=MPBLA, B). 

Determinar el número de columnas y el número de filas de M! en función de tai 

dimensiones de E, y de F, y 
b) Se escribe (h = go], V. ej. 154) 

N =Míg B,C)  N£=M(% B,C,) 

P = M(h, A, €) pr = = M(At, A, ec) 


demostrar que 


P=MN=(PH con  Pi= NEM!, 
j=1 
se dice que se ha efectuado el producto de dos matrices N y M por «bloques», 


€) Desarrollar un ejemplo en el que m=n=2 y en el que las ocho matt 
Mi, Nk son de tipo (2,2). 





HILRCEICIOS 379 


HER 


216. 


417. 


118. 


31 


lomo, 


5ca K un cuerpo conmutativo, p y q dos elementos fijos de K se considera las ma- 


trices de MK). 
ac, 9 = (3 E 5 0= (70) 
y ox bo—z 


y la matriz de M,¿(K) siguiente: 
Mt, y209=/2% 7 ¿Bu 0 
Bl 1D Ax y) 


lHfcctuar el producto por bleques (V. ej. 213) de dos matrices M(x, y z, 1) 
Mix”, y?, 2%, £') y demostrar que existe x”, y”, 2”, 1? de K tales que 


MG y, 2 DMGS, y, 2%, 1) =M(<*, y”, 2%, 89), 


Si a, b, ec, d son los elementos de Z, ¿en qué condición la matriz A =|[* b 
cs inversible en M,(Z)? ¿en M,(Q)? Ned 


Todas las matrices consideradas pertenecen a MXZ). Se considera la matriz 
yA 2.0 : 
113 
a) Demostrar que Á es inversible en M,(Z) y calcular A-1, 
b) Buscar las matrices X e Y de MAZ) tales que 


es E O > EN a 
74 2 6 
a) SiA es un anillo conmutativo unitario, ¿en qué condición una matriz triangular 


de M,(A) es inversible en M,(4)? 
b) Invertir en M(Z) las matrices (n= 2, 3, ...) (as Z) 


1 1 111 1 
A,= o 1 As=|f0 1 1 etc. 
0.01 


l a 
lao 
e Aaj=|0 1 a a 
0 1 0.01 0.0 
0.0 
(se podrá razonar por inducción). 
e) Demostrar que el resultado del ejercicio 193 subsiste si K es un anillo conmu- 


tativo unitario. Determinar de nuevo las inversas de las matrices A, consideradas 
anteriormente escribiendo Aj = 1, + T,, igualmente para B, (observar que (T¿)* = 0). 


etc. 


Or ao 
200 


Si A es el anillo Z[¿] (enteros de Gauss, V. cap. 5, ej. 96), demostrar que la matriz 
i1—i 2+1i 
M=/f0 —1 3-— ¿ 
0 0 —i 
es inversible en Mx(A), calcular M-!, 


Intervenir en M,(K) la matriz tal que a sea igual a 0 para i=jyald para i2]j 
(razonar por recurrencia). 


Determinar en MA(R) todas las matrices X que verifican X2= D, siendo D una ma- 
triz diagonal. Discutir. 
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En E de dimensión 3 sobre K encontrar la matriz de paso P de la base (a) u la 
base (a) definida por 


T SPA LN o eS 
4= 4, a, =4, + da, dy 4, +4, +4, 
Calcular P-1, Generalizar a E de dimensión 1 sobre K. 

En R3 hallar la matriz de paso de la base canónica (e) a la base 


e, =(0, 1, D, e =(1,0, 1, é=(,1 0), 
Calcular P-1 









En el espacio yectorial R3, se considera la aplicación lineal f cuya matriz respeclo 
a la base canónica (€,, €,, €) es 


0 i —senÚ 
— 1 0 cos U 
—sen Ú cos 0 0 


donde 0 es un número real dado. 
a) Demostrar que ff =0, 
b) A todo real £, se asocia la aplicación lineal 


1 
2 =u+ tf eel 


donde u es la aplicación idéntica, Demostrar que el conjunto G descrito por g, cuan- 
do f describe R es un grupo abeliano para la composición de las aplicaciones. 


e) 5e pone e; = €, cos 0 +e, sen 0, e = He), e He), demostrar que te, es, e) q 
es una base de R3, Determinar la matriz de f en esta base. E 


E: 
ls 


M.G.P. (extracto), J 


Se considera la matriz del ejercicio 2 del párrafo 156 como la matriz de un endo» $ 
motfismo f de € relativamente a la base canónica (e,, €, es); determinar la matriz : 
de f respecto a la base 

EA 1 GA a 
a=2 +£, + €, ==, e, =2- 


Hallar el rango de las matrices de elementos en Q 


A RN AED 
E: 0 42 0 
da PO DYeblosoz a 00 1 
0.2 4 A O OS 


Hallar el rango de la matriz (p, q, reR) 


0 r —3 
—+F 0 pi. 
q —P 0 


Hallar el rango de las matrices de clementos en € 


A 3 E A 
a) |—1 i —1—2i Dlhlio 1 11 
io1 2 1 od 313 
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Hallar el rango de las matrices M,(R) 


1001 
PO cid hi1oo 
cl E MFlo0 110 
9 11 0.0 11 
Generalizar. 
Hallar el rango de las matrices M,(R) 
a 0.05 
PO re ba o0 
a al A=l0 ba0 
0% 4 00ba 


Generalizar, 


Sea A = M(f, (a), (0) una matriz de tipo (mn, 1) sobre K, demostrar que las dife- 
rentes aplicaciones siguientes («manipulación sobre las columnas») que asocia a A 
una matriz A” del mismo tipo, son tales que A* = AP, donde P es una matriz cua- 
drada inversible de orden mm que determinará en cada caso. 


Se pone A = (a), A' = (a), 

1 
a) ce = A ci p es una permutación de [1, m] (P es la matriz de paso de la base 
(a) a la base (2), €s una matriz de permutación; ver ej. 204), 
b) aui= Alai, (4) es una familia de mm escalares no nulos (P es una matriz dia- 
gonal, de elementos diagonales MJ. 
e) Para ci fijo: a i=ae +0 (5% 7, las columnas 1 -=i no cambian (se tiene 
P=1,+El, El, es un elemento de la base canónica de M,(K), aquella en que 
todos los elementos son nulos salyo e = 1). 


Deducir de ello que estas «manipulaciones sobre las columnas» dejan invariable el 
rango de la matriz «manipulada». 


Los datos son Jos mismos que en el ejercicio anterior, demostrar que las diferentes 
aplicaciones siguientes («manipulación sobre las filas») que asocian a Á una matriz 
del mismo tipo A”, son tales que A” = QA, donde Q es una matriz inversible de 
orden n. Se pone A” = (01). Se determinará Q en cada caso. 


a) ai= ago, q es una permutación de [1, n]. 
b) 0] = yial, (ui) -es una familia de 1 escalares no nulos. 
c) Para j fijo: a“i=0a + al, (1 1) las filas * 4] no varíal. 


Deducir que estas «manipulaciones sobre las líneas» dejan invariable el rango de la 
matriz «manipulada». 
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DETERMINANTES 


Il. Aplicaciones y formas muitilineales alternadas. 
![. Determinantes. 
11l. Primeras aplicaciones de los determinantes. 


Salvo indicación contraria (8 171) los elementos de las matrices y de los determinantes 
empleados en este capitulo están tomados en un cuerpo conmutativo, 


l. Aplicaciones y formas multilineales alternadas 


163. Aplicaciones de E, xXE,X... X E, en F 


a) Aplicaciones parciales a 


Dados xr conjuntos Ej, E), ..., E, (E, descrito por xj) y un n + 1-ésimo a 
conjunto F, generalizando lo que hemos dicho en el 8 12, d) podemos definir 
una aplicación f de E=E¡XE,X... X E, en F se escribirá E 


(078 Xp xa) > xp, Xar , Xa) 


se dice también que f es una función de las n variables X,, X» ..., Xu 
Por ejemplo, la aplicación de E, X EX... X E, en E, definida por 


(Xi X2r +» XX: 
se llama la ¿i-ésima función coordenada y se designa pr;, se. tiene luego 
pr; Qu Xp 3 Xa) = Xi 


Dada una aplicación f de E, XE,X... XE, en F, se puede definir una 
y una sola aplicación g de E, en F pata cada valor del (n— 1)-étuple 
lr Xy Xi Ximo ++» Xy) para la igualdad 


Xi —> Bl(x) = [(1o Xas Xiao Kio Xiao «+1 Xp) 


g se llama la aplicación parcial de E; en F asociada a f relativamente a los 5 
Valores Xi Xp o Xi Xiyb +.» Xp atribuidas a las otras n-—1 variables; 88, 


la puede representar fx Xa .) Xito .«s Xisv -» Xn) (ver $ 12, d). 
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b) Aplicaciones simétricas 

Si E =...=E,=E se dice que f, aplicación de E" en E es simétrica si 
para todo elemento (xi X2 .-.» Xp) de E” y para toda permutación p pertene- 
ciente a 5, (8 85) 


Fc) A EFE Xy) = (xi, mnoy Xiy o -.-9 Xa). 


Si se tiene la igualdad precedente únicamente para la transposición que 
cambia 3 y j (xj) se dirá que f es simétrica relativamente a las variables 
Xx Y Xp 


c) Aplicaciones antisimétricas 


Consideremos en fin una aplicación f de E” en un grupo, representado 
aditivamente, E; se dirá que f es antisimétrica relativamente a las variables 
sy x (xj) si para todo elemento (Xx, xX2 .... xa) de E” se tiene 


feo» ...y Xiiyr o. Xicm)) == — fx1, Mar 01.3 Xp) 


donde £ es la transposición que cambia i y j. 

Si f es antisimétrica relativamente a toda pareja (x,, xy Gx] de las n 
variables x, (1 <Xk <m) se dice que f es antisimétrica. Si p es una permu- 
linción cualquiera perteneciente a 5, de signatura e(p) (8 87), p es descompo- 
tible en producto de un número par de transposición si e(p) = + 1 e impar 
si s(p) =—1, luego si f es antisimétrica 


[Gpty» “es Xplidr «.., Xp) = Elfos co.) lo...» Xn) 


recíprocamente si esta igualdad se verifica para todas las transposiciones de 
b,, Se ve que f es antisimétrica respecto a toda pareja (x;, xj) (1 + f) de las n 
vuriables x,; esto justifica la definición siguiente: 


DeFinNicióN 1.—Una aplicación f de Er en un grupo F (representado aditivamente) 
es antisimétrico si para toda permutación p perteneciente a $, 


avr + Kay + Ap) E EMPÍÍRs s Xja 00 Xd, 


164. Aplicaciones y formas multilineales 


Derinición 2.— Dados n +1 espacios vectoriales E,, E,, ..., E,, F sobre el mismo 
vherpo conmutativo K se dice que una aplicación | de E, XE,X... XE, en F es una 
uplicación n-lineal si cada aplicación parcial de E, en F asociada a f es una forma lineal. 

si F=K se dice que f es una forma n-lineal. 

Las aplicaciones y formas n-lineales (n > 2) se lleman aplicaciones y formas multi- 
Iincales. 

Si n=2 se dice que la aplicación o la forma es bilineal. 

Si n=3 se dice que la aplicación o la forma es trilineal. 
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Si x, e y, describen E, y A el cuerpo K se tendrá, en consecuencia, para : 
todo i de [1, n] 


[Ga seo Xita Xi + Yi Xi41o ..,3 Xa) == Fo, cos Xi Xi Xiplo + Xan) 
+ Ga, ey Kits Yi Xi +3 xn) 
[Ga ...s XiJ> AXi Ki4la ..., Xu) = AO, coop Xi Xi Xisto ..., Xn)- 


Para n=2 y F=K se encuentran las propiedades de definición ya dadas : 
para una forma bilineal (8 149). Se tiene naturalmente 


ts «<<» Xico 0, Xisto 0.0» Xn) = 0. 
EJEMPLOS 


1. La forma bilineal canónica (8 149) 
(a 1 4)>(x x%) 
es una forma bilineal, aplicación bilíneal de EX E* en K. 


2. Si ft, f,..., JP son p formas lineales sobre E, espacio vectorial sobre K, la apik 
cación q de E? en K definida por 


Xp Epa cs Xp) PAL, zos Xp) = xD JD PPCx,) 
és una forma p-lineal. 
Si f y g son dos aplicaciones (resp. formas) 1-lineales definidas sobre 3 


EXE, Xx... x E, y con valores en F (resp. en K)f+g y Al definidas, como 3 
de costumbre, por GE d 


(F+ Gn ca sp Km) = fx, E El 3 Xi -1 Xa) 
Up Qt A A 1 Ma, L0ay Mig Xn) 


son aplicaciones (resp. formas) n-lineales; estas dos operaciones f+g y MA 
verifican los axiomas de la estructura de espacio vectorial sobre K, de donde: ¿ 


F son n+1 espacios vectoriales sobre K, las apli 


TEOREMA 1.—Si E,, Ej, ..., Ej, 
caciones (resp. formas) n-lineales definidas sobre E, x E,X... X E, y con velor en Ri 
(resp. en K) describen un espacio vectorial representado por 2, En E, dsd > Ens F) (resp. ] 


2 (Ep Es +, Ey KE) y £p(E; F) (resp. £, (Es K)) si 
E, =E,=... =E, = E. 
EJERCICIOS 


1. Demostrar que el espacio vectorial £(E, F; G) es isomotfo al espacio vector 
£(E; X(F; G)) y al £(F; £(E; 6)). 

2. Deducir del ejercicio precedente que £(E; F; K) es isomorfo a £(E; F*) y 
£(E; E*) 


OBSERVACION 


No se confundirá una aplicación n-lincal de E,xXE,X...XE, en F y una 4p 
cación lineal del espacio vectorial E, XE,X... X E, en F, es decir, un elemento 
£(Er Ep +» En; F) y un elemento de £(E, XE,X... Xx Ej E). 


pa 
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Sea, por ejemplo, una aplicación bilineal f de Ex F en G; se tendrá en particular 
con las notaciones siguientes 


HKx, + Ko Yi + ya) Hi, y) + Hp y) “+ He, y.) + HXy, ya) 
[es y) =10%, Ay) = MIG, y). 


Por el contrario, si g es una aplicación lineal de Ex F en G se tendrá 


gx, + Xp Y + Ya) = (e), yy + a, y)) = Ex YY + £(%, ya) 
g(AGS y) = Ag(x, y). 


EJERCICIO 
3. Siendo f una aplicación n-lineal calcular 
+ Y po Ap Y + A Y ds HA o, Axa 0.) Ax). 


n 


l65. Aplicaciones y formas r-lineales alternadas 


) DerinicióN 3.-— Una aplicación (resp. una forma) n-lineal f definida sobre En 
y con valores en F (resp. K) es alternada sí es nula para todo elemento Xx =(X,, Xp ..., X,) 
teniendo dos coordenadas iguales (E y F espacios vectoriales sobre K). 


Sea iz j se tendrá para toda aplicación o forma multilineal alternada 
truponiendo 1< 5) 
Kxo ss Xi_w A TA A xa) =0 


pues los valores de la ¿-ésima y de la ¡-ésima componente son los mismos: 
ww bx de donde teniendo en cuenta de la n-linealidad 


fl. A 5) + [(..., Xin «y Ajo aia) 
SA O AA 


ls variables no escritas tienen los mismos valores en los cuatro términos; 
romo f es alternada el primero y último términos son nulos, de lo que resulta 


fl... Xin «<a Xi 003) = —Í(..., Xin << Xp ..-) 
de donde: 


Tuorema 2.—-Tóda aplicación (resp. forma) n-lineal alternada definida sobre Er con 
milores en F (resp. K) es antisimétrica (donde E y E son espacios vectoriales sobre K); 
padecir, 


HOcoti)> ea ja 000) = DA, ena gro X,) 
ando ep) la signatura de la permutación p. 
EJERCICIO 


Demostrar, recíprocamente, que si K no es de característica 2, toda aplicación o forma 
a-Hueol untisimétrica es alternada, 


4, - ALGEBRA 



















386 DETERMINANTES — [Cap. 9 


Siendo f y g dos aplicaciones (o formas) n-lineales alternadas definidas 
sobre E”, es evidente que f + g y Af son alternadas, de donde: 


TEOREMA 3.—Si E y F son espacios vectoriales sobre K el conjunto de las .aplk- 
caciones (resp. formas) n-lineáles alternadas definidas sobre E" y con valores en Ñ 
(resp. en K) es un espacio vectorial sobre K, es un subespacio vectorial de %,(E; F) (resp 
£,(E; K). 


Por otra parte, si f es una aplicación o una forma n-lineal alternada defi» 
nida sobre E" se tendrá con las notaciones precedentes (donde Ax, reemplaza 
Xi» ¿ Á 3) 

¡A Xi +» AKio 2) = Mo Xo o Xp 0) =0 


igualmente 


a “ 
Í Xi. xi D Mit Xiglo «1 An] —= Y it coo Milo Ko Miglo + «> x”) 
k=1 k=1 


— MG cos Xido Xi Xiglo +01 Xu), 


Si la familia (xy Xo ..., x) es ligada existirá una familia de escalares (1%) 
13 


no todos nulos tales que S Mu = 0), si, por ejemplo, A! >< 0 se tendrá 


k=1 E 
e 


Ó 


. 
Í Xhro xi DM Xiglo 001 Xp = fx o Xiao 0, Al4lo Xu) =0 
k=1 


nn Wi, oy Kio Ko is Xu) q 

luego: E 
Teorema 4. — Siendo f una aplicación o una forma n-lineal alternada definida sobr 
ES, si Xy... x, es una familia ligada de E, H%» , x,)=0. 
: 33 


En este párrafo hemos dado las propiedades de las formas n-lineales alter» 
nadas definidas sobre E", pero no hemos demostrado que existen (aparte del! 
caso trivial f = 0). Vamos a hacerlo en el párrafo siguiente, en el único casd 
que nos interesa en este curso; aquel en que la dimensión de É es n. 


166. Formas r-lineales alternadas definidas sobre E” (dim E=.P”m. 


a) Caso en que n= 2 


Empecemos por estudiar el caso de n=" 2; sea [a, bj una base de 
pongamos 


(1) x=a0 + Bb  y=wa+8b 
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“+1 f es una forma bilineal alternada definida sobre E, tendremos 


Mx, y = faa + Bb, a/a + 8'b) 
=adfía, a) + aB'fía, D) + Bf, a) + BBD, P) 


(2) f(x, y) = (ap! == a'B) Ka, b) 
ubora bien, la aplicación d de E? en K definida por 
(21) Ax, y = ap — ap 


vs manifiestamente bilineal y alternada; además, d(a, b)= 1:' existen, pues, 
'ormas bilineales alternadas definidas sobre ¿E? no nulas (por ejemplo, d), 
y la fórmula muestra que toda forma bilineal alternada f definida sobre E? 
es tal que 


(3) [=1d  jeK 


Inopo el espacio vectorial de las formas bilineales definidas sobre El es de 
dimensión 1. Recíprocamente la fórmula (3) muestra que para todo valor A 
de K hay una forma bilineal 'alternada única tal que 


fía, b)=1. 


bj Caso general 


Consideremos ahora las formas n-lineales alternadas definidas sobre Er 
dim E=km), suponiendo que exista. Los razonamientos son exactamente los 
mismos que en el caso particular precedente (n= 2), pero el hecho de que 
ln «limensión sea n complica los cálculos. 

bea (4, ..., a,j una base de E y f una forma n-lineal alternada definida . 
sobre E"; debiendo considerar un elemento cualquiera (xj, ..., xp) de E", es 
devir, debiendo coger simultáneamente n vectores de E, para cada vector x; 


dl. 1<m) 
n 

«=) ala, 
i=1 


ivpresentaremos el índice sumatorio (es decir, el número de la coordenada) 
que una letra relativa a cada vector (ver 8 91, e); pondremos, pues, 


ÉS 


" ¡e[l, am] =D aña, 


fi=1 


Calculamos fx, ..., Xx) utilizando primero las dos propiedades de n-tinea- 
lblad de f 
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n n nt 
[tr <<» Kio 0 Xi) mf A ata, .., S aa, 0.03 N ala, 
lil fi= Ims=l 
n ”n n 
= > Ds 5 500 Y fai, 000 OÍ o +... ÍA, ) 
j=1 ji=1 ju=1 


n”n 


- 2 


Hal 


5 
e Na alto fl), 0.01 Ojo 00.» 4) 


ji=1 jn= 
n 
= y a... aio. aa, ..., Ajo...» 4) 


Uls 0, Hr +, HE la 











en la penúltima forma f(x, ..., %,) es una E a1-étuple, y en la última una 
simple, pero cuyo índice sumatorio describe 1"; hay, pues, n” términos, mas 
muchos de ellos son nulos: en efecto, utilicemos ahora el hecho que f es 
alternada: sea i 21, por ejemplo, ¿< 1", 

di = je HB > ces Moo +» jo «<< 4) = 0, 


Si en la expresión f(x, ..., x,) suprimimos estos términos nulos, sólo que: 
darán los términos tales que ¿—>j, sea inyectiva, luego biyectiva ($ 31, coro- 
lario 3 del teorema 4); para estos términos tenemos que 

=p) con  p€S» pe 

_Como $, tiene n! elementos ($ 85) ello nos dice que en flxw -» Xp) sólo 

existen 21] términos, y que todos los demás son nulos, escribiremos 


[rs 4 Xa) =D apo ee ajo vis aa Hao ey lija Apcro) 
PE Sn 


donde la notación indica que la suma se extiende a todos los términos cada 
uno correspondiente a una permutación p de $, 

En fin, f, forma n-lineal alternada, es antisimétrica (8 165, teorema 2)] 
tenemos, pues, con s(p) la signatura de p 


cta) =D aro co BO A Ep) (A, 0, lis 00 A) 
pG Sn 
de donde finalmente 


(5) fu, ..., Xx) = far, y a.) D, dp) aq e ae A an, 


PES, 


Recíprocamente elegida la base (dy, ..., 2, ), consideremos la aplicación 
de E en K definida por 


(35 díx,, A Xy) =D ep) aa pS aro ds ae 


PESz 
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enda término de la E depende linealmente de cada uno de los vectores 
Xiro++ Xas luego d es una forma A-lineal; por otra parte, d 0, pues 
dit ..., 4) = 1; demostremos en fin que d es alternada: sea ie Y dos en- 
teros de [1, - distintos, nos proponemos demostrar que x= xp implica 
dx ...y Xa) = = 

Sea £,la iransposición tal que £(1) =1', se tiene. (1) =1 y para todo k de 
[l, 2] distinto de Ted, Ek)=k (ver 8 85), Designemos por H el subgrupo 
de 5, engendrado por £, tenemos t?=u (u: identidad), luego H = (fu, £). 
Cada élase por la izquierda según el subgrupo H tiene dos elementos y el 
vonjunto de las clases por la izquierda es una partición de $,; si p es uno 
de los elementos de una clase por la izquierda, la otra será p'= pt (8 74) 
y «ui p describe P, p” describirá P” con 


PnaP=S y PUP=5, 


luego 


A da) => ap) az. rn > 11) AN TAO) 


per pep” 
w también, observando (8 87) que, 
dp) = elpt) = elp) el1) = — el(p) 


ds 0.) Xp) = > lp) [30 ... a — apro... gina] 


peP 
(0 (0) = po, pues Ek) = k, 
(200 =p(), — pues E) =0, 
(p0(M)=p0, — pues Ki) =1i 


n consecuencia, xx; = X¿ contiene cualquiera que sea k de [l, 2] 


ai hrxtl y kl 
hi hood 


al ki 


a az, O e = e, O ao == gro 
E 


y fudos los términos del corchete de la última Y son nulos: d es, por tanto, 
ita forma n+lineal alternada definida sobre E" y es no nula, ya que 
Hit, .., 0.) = l. j 


Seyún (5) y (6) se. tiene, poniendo fla, ..., 4) =A 
[is Xn) = Ads 0. Ia) AER 
pita todo elemento (xp ..., x.) de E"; en consecuencia, 
(6) ¡f=d. 


E Luego d engendra el espacio vectorial de las formas n-lineales alternadas 
E dlafluidas sobre E”, que es, pues, de dimensión 1. Por otro lado, como 
E fl. aj) = 1, la fórmula (6) nos dice que para todo 1 de K hay una 
E farma s1-lineal alternada única tal que fla ..., 4) =1; de donde: 
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Teorema 5. —Siendo E un espacio vectorial de dimensión n sobre K, el espacio ve» 
torial de las formas n-lineales alternadas definidas sobre Et es de dimensión 1. Para todo. ¿B 
A de K existe una forma n-lineal alternada única f tal que 


Ha, Eo 4) =A 


siendo Íd, + 4,1 una base. de E. 


La fórmula (5) demuestra que si para una base (aj) fía, ..., a) =0, se 
tendrá f(%1 ..., xn) = 0 para todo elemento de E”, luego f = 0. De ello resulta 
que si (a) y 6) son dos bases cualesquiera de E la condición f(b,, ..., b,) m0. 
implica f(A, ..., 4) + 0, de donde: 


COoROLARIO 1.— Si una forma n-lineal alternada definida sobre En (dim E = m1), toma : 
un valor no nulo para una base, toma también un valor no nulo para toda base de E, . 


Se podría igualmente decir que f=0 si y sólo si f toma ei valor cero: 
para una base particular. Luego si pan y Mx .0:s xn) =0, Entonces ] 
[Xy ..» Xxnj es una familia ligada, sino (Xi, ..., 08 sería una base y f sería 
nula, de donde: 


CoroLARIO 2. —Si f es un forma n-lineal alternada no nula definida sobre En (dim, 
E = 5), js o Xx) =0 si y sólo si (Xy, ..., x,) es una parte ligada de E. 


EJERCICIOS e 


1, Sea f una forma bilineal alternada definida sobre E? con E de dimensión 
sobre K, expresado en una base (a). Se tiene 


x= > ad, y = 5 Bla; 9 = Fu ap, 


j=l 
demostrar que 


Hx, y) = y (aBi-— alBO pj 


lzxi<izn 


recíprocamente, demostrar que la fórmula precedente, cuando se da arbitrariamente lof 
escalares 0; (1 Zi<[< hn) define una forma bilineal alternada definida sobre E?2, Ded 
cir la dimensión del espacio vectorial de las formas bilineales alternadas definidas sob 
E?, Demostrar que para E = K3 este espacio .es isomorÍo a E. ' 

2. Siendo E de dimensión an sobre K, encontrar la dimensión del espacio vectorll 
de las formas m-lineales alternadas definidas sobre E” (m<m). 

3. Sea f una forma 2-lineal definida sobre E" demostrar que la aplicación g 
Er» en K definida por 


Bs si 00 =D e y Te) 
PE Sn 


es una forma n-lineal alternada definida sobre E”. (Se dice que la forma »1-lineal all 
nada g se ha obtenido por enmtisimetrización de la forma n-lineal 1.) 
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il. Determinantes 


167. Definición y cálculo de un determinante 
«) El teorema 5 del párrafo precedente nos permite enunciar: 


DEFINICIÓN, — Siendo E un espacio vectorial de dimensión n sobre K referido a una 
futse (4) 11 =1<m), existe ung y sólo una forma n-lineal alternada definida sobre Er 
«tí toma el valor 1 para (a, ..., 4,). Su valor pura (Xy, ..., xp) se llama determinante 
de de, ..., xy) respecto a la base (Aj, -.., €4,), se le representa por 


det (A 0... X,) 


tan 
eodlet (Ap. Xx) sio da lugar a confusión. 
Por abuso de lenguaje se llama también determinante [relativamente a la 


bie (a,)) la aplicación det, , de E" en K así definida, que no es otra que 
ln aplicación n-lineal Mternada d definida en el párralo precedente, 


Si se pone 
nu 
lsisn x, =D ela, 
i=1 


tenemos (8 166) 





(1) A A y ma, 
-PpESn 
lo que se escribe en la forma 
al ad al ps eN 
E : | 
(145 A A O A 
po ; 
¡Se Ñ | 
O 0 0000: O 


| » 
(1) Determínante de una matriz cuadrada A de orden n sobre K 


Los 1? escalares e definen n vectores (x¡) de un espacio vectorial E refe- 
n 


iito a la base (a) mediante las fórmulas x, = A aa, se dirá, pues, que el de- 
i=1 

lermínante de los 2 vectores (x;) respecta a la base (a) es el determinante 

ide lu matriz A y se escribirá 


ai 2». O 
det A=|: -  = det (a) 


A 
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en consecuencia; det A es el determinante de los n vectores columnas de A, . 
vectores de K” expresado en su base canónica, Por otra parte, si se considera 
A como matriz de un endomorfismo f se tiene 


A = MU, (2) = (a) 


con 
a 
Ka) = > ala, 
dei 
de donde 
(2) det A = det M(f, (a))= det,,, (fla), ..., H(a,)) 
en” particular cualquiera que sea la base (a). 
G) det 1, = det Míid,, (a,)) = det,,, (4, ..., 4,3 = 1. 


Si A es de orden n, se dice igualmente que det A es de orden n, comt. 
la matriz A está formado con la ayuda de 1? elementos al; es un escalar qu 
es la suma de los n! términos elplazW ... art: 

EJEMPLOS 


1. Determinante de orden 2 


2 1.2 es 12 s 
puesto que la permutación 1.2) es bar y la permutación 2 1 impar. 


Nos encontramos naturalmente con el resultado hallado en el $ 166, a) 


se obtendrá la regla: Un determinante de orden 2 es igual al producto de los element P 
de la diagonal principal menos el producto de los elementos de la diagonal no principal 
2. Determinante de ordén 3.— Hemos visto en el $ 87 que entre las 3! =6 pa 
mutaciones de $, hay 3 que son pares 
1 2 
301 

de donde 


IEA 123 
123 2 3 1 
y 3 que són impares 
12 
2 1 
jaj al al | 


tez Uy Ra 
AAA nd 
y 


123 1.2.3 
13 2 3021 
20 


a alarga lada! dalal —(U aa? dalal 2 ld 
[4 A iS +aajal +odaloj (Maja +00 +00 0%) 
laa 3 3: 
la aa 
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hirnmuila materializada por uno de los esquemas siguientes 





lus productos de los elementos unidos por una flecha continua están precedidos del signo + 
v los productos de los elementos unidos por una flecha de trazos están precedidos 


hol signo — (regla de SARRUS). 
Pura los determinantes de orden rn >3 la aplicación de la fórmula general (1) es en 
jencral pesado, indicaremos en el 3 170 un procedimiento que permite llevar el cálculo 










de un determinante de orden n al de determinantes de orden n—1, de donde por in- 
ducción al cálculo de determinantes de orden 3 o 2. 


FIFERCICIOS 
|. Calcular 
fo 1 1 | Ak 1 1 | po $ Y 
a B y; 1A lr a Bl 
ae e y, 11 A | Boy a: 


2. Demostrar que el determinante de una matriz triangular es igual al producto de 
lus elementos diagonales de esta matriz (utilizar la fórmula (1), ver otra demostración 
enel 8 170, Bb). 


l6R. Primeras propiedades de los determinantes 


) Regla de dualidad 
Sea 
det A= > 9) O, a 


PESn 
ñé4 «y una permutación cualquiera de $,, como K es conmutativo, 
a. O a = a RO... rad 
E lumemnos en particular q = p”?, se tendrá p(p-(1)) =i; por otra parte (3 87), 
] s(p) = e(p"") 
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de donde 
== -1 1 i En 1 ¡ 
det A = 5 elp Jal AS oa ... O 1(m) => 5 ep) a) ... Ort) de tn) 


PESA PESA 


pues p”! es, igual que p, el elemento general de $S,. Luego si se pone a = al 
para todo par (í, 7) se obtiene 4 


det A = det 'A 


diremos que un determinante conserva el mismo valor cuando “se cambia lagi 
columnas por las filas”. Se ve también que det A es el determinante de log? 
vectores filas de A, elementos de (K")* respecto a la base dual de la base! 
canónica de K”, ho 


b) Designando por (c;) la familia de los vectores columnas de Á y po ] 
(5 la familia de los vectores filas de A, tenemos 


det A = det ([t,, ..., €.) = det (P, ..., 15 


El hecho de que la aplicación (xi, ..., Xp) —>det (xp ..., £.) sea n-linel 
alternada implica un cierto número de propiedades que hemos ya enunciadof' 
para la comodidad del lector las agrupamos aquí. Según la regla de dualidad 
las propiedades de las columnas se aplican a las filas, a fin de no repetir d 
veces los enunciados designaremos por líneas paralelas tanto a dos column 
como a dos líneas e 


Yo det (0 ...s Ci 4 Cp ...p Ep) = det (Cp, ..., Cp 0.0, Cp) E det (Ci, ..» Ci »-<1 Cuh 
det (€, + Alp 0... EnJ = A det (€), ..., Oj -«.3 Ep) 

det (E)... ERP Ms det (BR)... E. 14 det, 00... 1) 
det (P, pl, 1 = y det (E... 0, ..., 13, 


2. Toda permutación p (elemento de $S,) sobre las columnas (o las filalf 
transforma det A en e(p) det A. 
En particular toda transposición sobre las columnas (o las filas) tr 
forma det Á en —det A, 
3, Un determinante es nulo (caso particular de la propiedad 5 más abajo 
—— Si una columna fo una fila) es nula, 
-—Si dos líneas paralelas de números diferentes son iguales o más gen 
. mente proporcionales. 
4, Para toda familia (1%) o (1) de escalares (l <k <m) 


2 
det [s ... Cin», AFC L Cito... a) = Al det (cr, sc Clp 0. .«.s €.) 
z k=1 , 


det [» ida Bo, S pul, pul, cia [8 ) = HU; det (2, Eto Fi, .., 1") 
k=1 
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ru particular: sí se quiere conservar el valor de un determinante reempla- 
amdo una línea por una combinación lineal de líneas paralelas es necesario 
ue el multiplicador de la linea reemplazada sea 1. 


rf 


5. Finalmente un determinante es nulo si y sólo si las columnas (o las 
filas) forman una familia ligada (corolario 2 del teorema 5 del $ 166). 
|| FRCICIO 


Si K es un cuerpo de característica diferente de 2, el determinante de toda matriz 
entisimétrica de orden impar es nulo. 


160. Determinante del producto de dos matrices. Aplicaciones 


4) Determinante del producto de dos matrices 
Sua E un espacio vectorial de dimensión a sobre K referido a una base 
tul (l <1< mm), consideremos dos 'endomorfismos f y g de E y pongamos 
A =MG, (a))  B=M(, (a). 
Consideremos la aplicación de E" en K 
(ir cs Epa oo. Xp) > et, (Sr), 9 Blxi)o +» 8(X0d) 


«, ti-lineal; por otra parte, es alternada, pues x= xp» implica g(x) = 8(x,). 
lin consecuencia, esta aplicación es una forma n-lineal alternada definida 
sobre E*, 

Por otra parte, podemos tomar como base del espacio vectorial de las 
lormas A-lineales alternadas definidas sobre E”, d= det,,, que es no nulo, 
juiesto que d(a;, ..., 4) = 1, luego (8 166,. teorema 5) 


() det.,,, [sGr), ..., 2), ...) 86%) ] = A det,, (x, op go Xx.) 
fórmula que es válida cualquiera que sea el elemento (xi, ..., Xi +.» Xan) de 
le: dicho de otro modo, A no depende de dx... Xp -<<» Xu), Sino Única» 
nente de g. . 

'Vendremos tomando x¡=4a (l<i<m) 

(2) det, [e(a), ...) gla), 222) g(a,)] == A det, (4, con igor 2¿s 4.) NN A 

Vomemos ahora x; = fla), (l <i < n); tendremos 

(3) det, [(80f) (2), ... (g0f) (a), ..., (80 f) (a.)] 

= A det, [ftan, ..., f(a), ..., f(a,,)] 


do donde 


mM det [(g0f) (a), .... (g0f (a), .... (gof) (a,)] 
= det [gta,), as g(a,)] det [f(a), ...p f(a,)1 


He dlonde finalmente según la fórmula (2) del $ 167, b) 
det¿,, Mígof, (a) = det, , Míg, (a) det, , MG, (a,)), 
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es decir, 
det (BA) = det B det A. 
Como K es conmutativo y como det 'A == det A tenemos 
det (BA) = det (AB) = det (BA) = det (A!B) = det (B'A) 
= det (AB) = det ('B'A) = det CAB). 
EJERCICIO 


1. A= (aj) es una matriz cuadrada de orden n tal para todo ¡y todo * de [1, nm] 


se tenga 
n 


alai" = y 
id i 
j=1 


siendo se el símbolo de KRONECKER, demostrar que det (A?) = 1. 


bj) Caso de dos matrices inversas 


Si A es inversible, existe A”! tal que 
AA = ATA = Ll, 


det A - det (A73) = 1 


luego si Á es inversible, det A x 0 y los escalares det A y det (AD son. 
inversos en K. Recíprocamente sea A una matriz cuadrada de orden mn tal: 
que det A 0, se puede considerar A como la matriz asociada a un endo: 4 
morfismo f de un espacio E respecto a una base (a) (1 <1 < mM), luego (8 167, ¿ 
bj), fórmula (2)) Ñ 


de donde 


det A == det ía; [Kay), ..., (a), os f(a,)] + 0 


los n vectores fía) son, pues, linealmente independientes, luego dim f(E) = 1,1 
Í es suprayectiva y, en consecuencia, un automorfismo de E (8 143) y A=M(NA 
es inversible (8 158, c), de donde reuniendo todos estos resultados; E 


TEOREMA 6.--Si f es un endomorfismo de un espacio vectorial E de dimensión M3 
sobre K, y (a) una base de E, las propiedades siguientes son equivalentes: 
f es inyectiva. : 

Í es suprayectiva. 

f es un automorfismo de E (o un operador lineal regular). 
A =M(f, (a) es inversible, 

det Ax=0 


Hemos visto que si la familia (x) (l <1<'n) es ligada, el determinantl 
de estos n vectores es nulo; considerando el endomorfismo f definido p8 
fía) = x;, tenemos las dos proposiciones (contrapuestas una de la otra, lue 
equivalentes; ver $ 2) 

deta, Up 1 To Xx) 0>(x) es una familia libre 
det, (Am ++» To 0.» %0) =0=> (2) es una familia ligada. 


iio 


Habíamos ya obtenido estos resultados (8 168, b), propiedad 5). 
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c) Determinantes de dos matrices semejantes. Determinante de un endo- 
morfismo 


Sea A y B dos matrices cuadradas semejantes de orden n (8 161, c), existe 
una matriz cuadrada inversible P tal que 
B=P-AP 
le donde 
det B = (det P-") (det A) (det P) = (det P)-! (det P) (det A) = det A 
ya que el cuerpo K es conmutativo, de donde: 


TEOREMA. — Todas las matrices cuadradas semejantes sobre un cuerpo K conmutativo 
henen el mismo deierminante. 


Sea f un endomorfismo de E, las matrices asociadas a f en dos bases 
cualesquiera de E son semejantes (8 161, c), de donde: 


COROLARIO Y DEFINICIÓN. — $! f es un endomorfismo de un espacio vectorial E de 
dimensión n sobre K, det M(f, (a), tiene un valor independiente de la base escogida (ad; 
we dice que este determinante es el determinante del endomorfismo f y se le representa 
por det (D. 


Se tiene, en consecuencia, 
det (g0f) = (det g) (det f). 
| JERCICIO 


2. ¿Qué se puede decir de la aplicación [=> det (f) de £¿XE) en K, o de GL, (K) 
ro K2 


1704. Desarrollo de un determinante con relación a los elementos de una 
columna (o de una fila) 


«) Adjuntos y menores 


Designemos por Xt.» Xip +.» Xn los vectores columnas de la matriz de 
irden 2, A= (0), la aplicación f = det. (Xp +) Xizto +» Xinto «-<» Xi) de E 
vs K definida por 

xi > f() = det (ía ++ Xi ---» Mn) = det (a) 


e lineal; es, pues, una forma lineal definida sobre E, y existen los escalares 
Mo +» Bj <-> B, tales que 


E det a=)D Bjai= Bial +. + Blai+ o. + Bios 


j=1 
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estos escalares f% (1 <j<m) sólo dependen de la forma f, es decir, de * 
Xbo 0 Xizo Xigda ++) Xas mo dependen de x; y, en consecuencia, tampoco de 


1 i n 
On a, ny Dj 


Consideremos en det A, la suma de los términos conteniendo aj, es decir, 4 
los términos de la forma e(plarY ... ar ... art con p(D)=j; si fijamos 
7; su suma es 


Bjaj = > ADA a a 


PESA pj 


puesto que (3 no depende de x;, la fórmula precedente es verdadera cualquiera 
que sea x, podemos suponer a + 0, de donde 


=D AR. a 


PESa, M0)=i 


p()= j, situado debajo de 2, recuerda que, siendo p una permutación de 1 
[1, n], cada uno de los índices superiores p(1), .... pi —D, pi +D, ... p(m) $ 
pertenecen a [1, 1] — (7). a 

Según la regla de dualidad se puede también desarrollar det A respecto. ] 
a los elementos de la fila ¡ tendremos . A 


/ 


É 


(1) det A -S Ya, al E E ja 


La suma de los términos del determinante conteniendo «aj es evidente: $ 
mente la misma en los dos desarrollos (1) y (1), luego fi = y!; este coefí»'¡ 
ciente (; de as, en el desarrollo de det A respecto a los elementos de la 
columna 1.0 de la fila j, se llama el adjunto de a) (observar el lugar de los 
índices en aj y su adjunto (3). 

Cálculo del adjunto [3 de al. — Calculemos primero fi[: se tiene 


81= > Pa. ar... ga 


peS.. XI)=1 


pero hay una biyección entre la parte de $, descrita por p tal que. p() = 
y Sn: Si p' es un elemento de $, , operando sobre (2, ..., rm), tal que 
pO=p0 Q=<i<nm, los conjuntos ordenados (l, re)... po) 
ir), .... p(m) presentan el mismo número de inversiones, de donde cof 
las notaciones precedentes 


lp) = s(p”) y 
Bl = 5 clpdazO -.. aw 


PES. 
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con Pp) € [2, 1]. fl es, pues, el determinante de la matriz A! obtenida supri- 
_Wiendo en Á la primera fila y la primera columna ($ 154, a), luego 


Bj = det (Aj). 


Para calcular fj mediante ¿—1 transposiciones de columnas consecutivas 
y ¡ —1 transposiciones de filas consecutivas, llevemos la columna ¿ al primer 
lugar y la fila j al primer lugar con ello obtenemos una matriz A' = (a), 
donde aj = al; consideremos A; es la matriz Ai obtenida suprimiendo en 
A la ?-ésima columna y ¡-ésima fila, el adjunto ff! de ef! es tal que 


8 = det A% == det Al 


pero como E 
det A"= (— Il+H det A = (— D*% det A 
tendremos 
(2) pi = E 1+p" ne (= Dyi+1 det Al 


(ATENCIÓN: En (—1)* ¿+j es un exponente.)' 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. — En el desarrollo respecto a los elementos de una columna 
o de una línea del determinante de la matriz A = (as), el coeficiente Bi de al, llamado 


iljunto de al, es igual a (—1)+ det As, siendo Ai la matriz obtenida suprimiendo en 
A lu columna iy la fila j, El det As se llama el menor asociado al elemento ad. 


ATENCIÓN: No confundir menor y adjunto asociado a al. 
Para los elementos de la diagonal principal (— 1= 1, luego fí = det A!. 


Y Aplicación al cálculo de los determinantes 


|. La fórmula (1) o (1 conduce el cálculo de un determinante de orden n 
al cálculo de un determinante de orden 2—1, luego en definitiva al cálculo 
de determinantes de orden 3 o 2; por ejemplo, 





al, al al! 
ts al ld a co E 
aa dama le a (2 Blra [es a 
E Ll as A dla a 
daa Ey e ¡Ed ¡A A 
y ao e 
ONSERVACION 


Antes de hacer estos desarrollos respecto a una columna (o una fila) es conveniente 
hacer aparecer los ceros reemplazando una columna (o una. fila) por una combinación 
llbcal de las columnas (o las filas), el multiplicador en la línea reemplazada es igual a 1 
(1 168, b, propiedad 4). 

2. Siendo A la matriz (af) cuadrada de orden A, desarrollando el deter- 
minante siguiente con relación a la última columna se ve que cualesquiera 
gue sean los escalares A; (1=1<23M) 
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a. + + a 0 

"| =det A 
a... .010 
o Ln 


la matriz cuyo determinante ha sido escrito por la izquierda ha sido obtenido 
“orlando” A con una (1 + 1)-ésima columna y una (n + 1)-ésima fila, 


De una manera más general por inducción tendremos 





A A 0 

a ca a 0 ella 

Y NN NA det A. 
' pi 1.0 

Ae AS . Mal 


Todos los elementos de las columnas (n +1) a p (p>m) situadas encima 3 
de 1 de la diagonal principal son nulos, mientras que los elementos de las 4 
líneas (1341) a p situados a la izquierda de los de la diasonalf principal son 4 
cualesquiera. De donde: Todo escalar igual a un determinante de orden n 
puede escribirse en la forma de un determinante de orden p>n. 

Esta observación permite escribir el producto de dos determinantes de ] 
órdenes respectivos n y Y bajo la forma de un determinante de orden | 
sup (2, 1). J 

3. Sea A una matriz triangular, si A es triangular superior, 'A es tri“ 
angular inferior, como det A=det 'A podemos suponer A triangular su: Y 
perior, desarrollando A con relación a la primera columna obtenemos h 


1 1 1 E az 3 2! 
E: da... ah' 
A Loa | 
0 0 + La . | 

det A=|+. > : SS E | 
asi gt 0 0 añ . 

3 
29 9 0 az 0 3. en 





y por inducción 


det A=adl a... añ, 


TEOREMA, — El determinante de una matriz triangular A es igual al producto de | o 
elementos diagonales de A. 
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171. Determinantes cuyos elementos pertenecen a un anillo 


Sea E un conjunto provisto de una adición y de una multiplicación y 
M = (ai) una matriz cuadrada de orden nr con elementos en E (ver 8 159), 
pondremos por definición 


(1) det M= det (al) = y Paro... a, 


PES: 


Esta definición formal, como la de las operaciones de las matrices con 
elementos en E (8 159), no tendrá interés más que si ciertas propiedades 
y métodos de cálculo relativos a los determinantes de elementos en un cuerpo 
conmutativo se aplican a los determinantes que acabamos de definir. 

Este será siempre el caso si E=A es un anillo íntegro; en efecto, este 
tltimo puede siempre estar considerado como un subanillo de un cuerpo de 
Irmcciones: todas las propiedades relativas a las sumas, sustracciones, multi- 
plicaciones permanecen válidas: las enunciadas en los 88 168, 169 y 170, 
excepto naturalmente las relativas a la inversión de M (ver $ 173, obser- 
vación 2). 

Análogamente si E=A es un anillo conmutativo unitario, si los cálculos 
no hacen intervenir la división en A (salvo para los elementos inversibles 
de A): es suficiente sustituir la noción de espacio vectorial sobre K por 
lu de A-módulo libre de tipo finito (ver $ 159 y capítulo 7, ej. 179). 


lll. Primeras aplicaciones de los determinantes 


Una de las aplicaciones más importantes de los determinantes es el cálculo 
efectivo de las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales, la daremos 
en el capítulo siguiente. Estudiamos aquí tres aplicaciones relativas a los 
espacios vectoriales y a las matrices, 


172. Orientación de un espacio vectorial real de dimensión finita 


En todo este párrafo, entendemos por base de E, de dimensión n sobre R, 
un n-étuple de E" formado de vectores linealmente independientes y no una 
simple parte (aj ..., a,) formada por n vectores linealmente independientes 
de E. 

Consideremos dos bases (a) y (bj) de un espacio vectorial de E de dimen- 
sión 1 sobre R, consideremos la relación entre (a) y (by) definida por 


det, (Bj... b, >0 


vimos a demostrar que es una relación de equivalencia definida sobre el con- 
junto de las bases de E. 


16. — ALGEBRA 
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Es reflexiva, pues por definición 
det, (Ey, ..., 4, = 1>0, 


Es simétrico, pues siendo P la matriz de paso de la base (aj) a la base (b,) 
tenemos (8 160) 
P = Míidg, (by), (a))  P-*= Míidg, (a;), (b;)) 
luego 
det P = det, (b, ..., b,)) det P-1= det, (4, ..., G,). 


La relación det P det P-!1=1 muestra bien que estos dos determinantes 
son estrictamente positivos simultáneamente. 
Finalmente es transitiva: sean tres bases (a;), (b), (ci) de E tendremos 
(8 157, a) 
M(ide, (cy), (a)) = MGdg, (cr), (bj) MGdp, (b,), (a,)) 
de donde 
det, (Cp 0.0, 0,) 5 det, (Ej 0.7 C,) det, (By, ..., DB) 


en consecuencia, si los dos determinantes del segundo miembro son estricta. 
mente positivos, .lo es también el determinante del primer miembro: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. — Dadas dos bases (a) y (bj) de un espacio vectorial E de -3 
dimensión n sobre R la relación entre estas bases definida por Ñ 


et ayy, 20.. B,)>0 


es una relación de equivalencia. Se dice que las bases (a) y (bp) que verifican esta i 
relación tienen la misma orientación. 


Escogida una base B, de E, vemos que esta relación define una partición 
del conjunto de las bases de E en dos clases: 

—Las bases B que tienen la misma orientación que Bop. 

—Las bases B' que tienen la orientación opuesta a la de Bp (es declf 
tal que el determinante de las coordenadas de los vectores de B' con relación 
a B, es estrictamente negativo). 

Escoger una de estas clases es por definición orientar el espacio E: todaf 
las bases que pertenecen a esta clase se llaman directas o positivamente orient 
tadas, las bases pertenecientes a la otra clase se llaman inversas o negativa 
mente orientadas. 

Para orientar el espacio en general se escoge una base (a) y se califle 
de directas las bases que tienen la misma orientación. 


OBSERVACIONES 


1. Repitamos que por base B entendemos un n-étuple (a, ..., 4,) de E” y no 
parte (4, ..., 0,) de E, así las dos bases (8, ..., 0) Y (Epqqy +» Eppay SON de la mis 
orientación si y sólo si la permutación p es par. 
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2. En R” existe una base canónica (€, ..., €,) €s natural admitir que es directa, 
Pero en un espacio vectorial E de dimensión rn sobre R no hay en general ninguna base 
“un que la elección se imponga de manera natural respecto a las demás. En consecuencia, 
la elección de una base calificada de directa es arbitraria. 

Por otra parte, la elección de bases directas en el espacio «concreto» (de dos o tres 
dimensiones) mediante la ayuda de nociones de derecha y de izquierda procede de la 
Vísica y no de las Matemáticas. Por ejemplo, veremos que los polinomios de grado 
inferior o igual a 1 de coeficientes reales describen un espacio vectorial de dimensión 2 
sobre R ($ 187) del que una base es, por ejemplo, ay =x—1, 4, =x +1; decir que 
«, ustá a la izquierda de a, no tiene ningún sentido. 


173. Cálculo de la inversa A-* de una matriz cuadrada A, inversible 


Sea A = (a?) un elemento de M,(K); designemos por xi, X2 .0.,» Xn SUS 
vectores columnas y por (3 el adjunto de al en. el desarrollo de det A, 
Consideremos la suma 


1 =D Biol = Biol ++ Biol ++ Pod 
jul 


Sii=" según la igualdad (1) del $ 170, y! = det A. 

Si ix Y siempre según la misma fórmula y! es el desarrollo de un deter- 
minante de orden + con relación a la columna de número ¿, siendo la columna 
de índice k 1 igual a xs y la columna de índice ¿igual a xi: este deter- 
mente tiene, pues, dos columnas idénticas, la de. número 7” y la de número i, 
y es, en consecuencia, nulo; tendremos entonces (3%, símbolo de- KRONECKER) 


(1) Y Bja = 5. det A 
j=1 
tendríamos razonando igualmente con las líneas de det A 
2) > Bilal =8f' det A. 
t=1 
Poniendo 
B=(8),  L=BA=(%),  M=AB= (y) 
ublendremos 
(1) 1 =) Bjas =8 det A 


. k=1 
reemplazando en (1) £”, i, j, respectivamente, por i, j, k; igualmente la fórmula 


li) nos da 
n 


(21) p= ab? = 8, det A 


kai 
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luego 
163) BA =AB=I, (det A) 


siendo K un cuerpo, todo elemento no nulo de K es inversible; volvemos 
a encontrar que Á es inversible si y sólo si det A 0 y obtenemos 


(4) AT! zz [(det A)]B. 


En B = (8), ¡ es el índice de la columna e i el de la fila; si designamos 
por adjunto de A la matriz B'='B, Bf = fí adjunto de al tiene en *B el 
mismo lugar que al en A: aquí está el interés de la introducción de la 
matriz adjunta 'B de A, de donde: 


TEOREMA. — La inversa Atl de una matriz inversible A de M,(K) se obtiene multipli. 
cando por (det Aj! la transpuesta de la matriz adjunta de A. 


OBSERVACIONES 


1. Veremos en el capítulo 10 (observación final del $ 176) que la resolución de 
un sistema lincal asociado a A- inversible (sistema de CRAMER), proporciona algunas 
vecés un cálculo de A-1 más simple que el precedente, 

2. Si K no es un cuerpo conmutativo, sino» un anillo conmutativo unitario, la 
fórmula (3) es también válida (ver $ 171) y tenemos, pues, el resultado siguiente: A, 
matriz cuadrada de elementos en un anillo conmutativo unitario es inversible si y sólo sl : 
det Á es inversible en el anillo, 


e 


EJERCICIO rá 
Siendo A un elemento de M,(K), demostrar que 
(35 (det A) (det B) = (det A)” 


deducir que si det A 0, det B= (det Aj“-1, A 
(Observar que la fórmula (3% comparada con la fórmula (3) pone en evidencia el $ 
carácter n-lineal del determinante.) ; 


174. Determinación del rango de una matriz 


Sea A= (0) lUl =<ism l<j<m) una matriz de tipo (m, n) sobre K,' 
su rango r es la dimensión del eL de Kr engendrado por sus vectore : 
columnas Xp Xp +.» Xm con fsiendo €, ..., €, la base canónica de K*) 


a n 
¿=1,2,.., mM x, =D ale 
f=1 


Hemos visto que si m=Rm, tg fA) =n si y sólo si det (A) 0. 

Vamos a generalizar este resultado asociando el rango de Á al order 
máximo de una matriz cuadrada regular extraída de A. 

Llamaremos menor de la matriz A todo determinante de una matrl 
cuadrada extraída de A. 

Demostremos primero una propiedad preliminar. 
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a) Condición para que un vector pertenezca a un subespacio de E 


Sea Xi Xm ...)» Xp S Vectores de un espacio vectorial E de dimensión n 
sobre K, expresado en una base 4j, ..., da 


=D ola, (i=1, 2, ..., 8). 
j=l 


Supongamos que la matriz de las coordenadas de estos vectores (que es 
de tipo (s, 1n)) posee un menor de orden s no nulo. Cambiando si fuera pre- 
ciso la numeración de los vectores 4,, ..., 4, podemos suponer que 





Sis=H los vectores son independientes. Estudiemos el caso s <n. A todo 
yector x= 04, +... + qa, de E, hagamos corresponder el vector de E defi- 
nido por 

[() = ada, +... + 0%4., 


La aplicación f es la proyección de E sobre el subespacio E” engendrado 
Por dj ..., 4, paralelamente al subespacio engendrado. por G;yi, ..., Gay f es, 
pues, un endomorfismo de E (ver 8 139, ej. 1), A + 0 implica que los vectores 
[(x0+ -, FG) son independientes; estos vectores, perteneciendo a E' de di- 
mensión s, determinan una base de E', Ahora bien, f(x) pertenece a E'; exis- 
ten, pues, escalares Al, ..., A* tales que 


(1) [) = MG) +... +0). 
Pero flx1),"-.., f(x) siendo independientes en E” lo son en ÉE y Xp ..., xs 
lo son igualmente en E (ver 8 133, b); xi ..., xs independientes engendran 


in subespacio F, de dimensión s, de E. 
Busquemos en qué condiciones un vector x cualquiera de E pertenece a F, 
para esto deberán existir escalares pl, ..., p* tales que 


(2) x= pa +... + px. 
En este caso tendremos 
(Q5 100 = pit) + ea + ud, 


puro según (1), al ser única la descomposición de un vector sobre una base 
sv deberá tener que 1'= p* para todo : de [l, s]. Por otra parte, la igualdad 
(4) es equivalente al sistema (3) (después de sustituir pi por A5). 


(3) ak=Mat+..+ Wat (k=1,2,..., 1). 


Según (1) estas igualdades se verifican para l <= Xk<s, finalmente x perte- 
necerá al subespacio E engendrado por Xy ..., xs si y sólo si las igualdades 
(1 se verifican para s+1<k=nk. 
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Para cada valor k de [s + 1, n], hagamos corresponder a x el vector 
(4 L4x) = ala +... +09 + ata, = f(x) + ata, 


y consideremos el determinante Az de los vectores fifxi), ..., fitxs) fix) con 
relación a la base 4;, 4 ..., €, 4h del subespacio al que pertenecen 


As = det Cda, ...y fiáxs), fi] 
= det [fiGeD, 2...) fix), fu) __ Wfdxo) ... — MT) ] 


según (4 y (1) 


a- Aa] aj... a 0 | 
; ON EE E A ie = 

Apo]: > K=s+l,.., 2) 
al... alas a... a 0 a 
at... alar af... aa i— Nal... — Nat 





desarrollando con relación a la última columna el determinante escrito. en la 
segunda forma, obtenemos 


NN Alat — Mak a. — Mar) k=s+l,.., n). 


Luego no siendo A nulo, las igualdades (3) se verifican si y sólo si Az =0 
para todo k de [s +1, »]. 

Los determinantes A; fescritos en la primera forma) se llaman los deter. 
minantes característicos de x (con relación a los vectores independientes 
ad, o f(x). Se obtienen orlando el determinante A de las s primeras 
coordenadas de xi, ..., x, por la derecha con las coordenadas del mismo * 
número de x y por abajo por las k-ésimas coordenadas de Xp ..., Xs *i 
de donde: 


LEMA. — Si el determinante A de las s primeras coordenadas de $ Vectores Xy, ..., Xy 
de un espacio de dimensión n es no nulo, estos vectores son independientes. Un vector 
x pertenece al subespacio engendrado por x,, ..., X,, si y sólo si sus n—s determinanten 
característicos son nulos. 


bj) Determinación del rango de una matriz 


Sea una matriz A = (a) de tipo (m, n) sobre K, designemos sus vectores 
columnas Por xy, Xz, ...» Xy pertenecen a un espacio E de dimensión n sobre K, 
, Sea s el mayor entero tal que existe un menor de 'A de orden s no nulo,. 


s < inf (mn, n). 


Sea A uno de estos menores, según la primera ol del lema precedentd 
los vectores cuyas coordenadas pertenecen a A son independientes y engen* 
dran un subespacio F de E de dimensión s; sean (x;) (í perteneciendo a Y 
parte de s elementos de M = [1], m]) estos vectores. Cada uno de los Mm -—4. 
vectores x; (f perteneciendo al complementario de S con relación a M) ps 
tenece a F: en efecto, todas las características de x, son nulas siendo 'm 
nores de orden s +1 extraídos de la matriz: entonces el subespacio engaf 
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drado por Xi, Ya ..., Yo es idéntico a F de dimensión s: ses, pues, el rango 
de los vectores (x) (1 <i< wm), es decir, el rango de r de la matriz A es s 
(ver 88 138 y 162, a), de donde: 

TEOREMA. — El rango de una matriz A es igual al orden máximo de un menor no 
nulo extraído de la matriz A. 


OBSERVACION 


El orden máximo de un menor no nulo es evidentemente el mismo para A y 'A; 
hemos demostrado, pues, de un nuevo modo que rg (A) = rg (A). 


El corolario siguiente resume las propiedades obtenidas en este párrafo, 
y en los 88 143 y 162: 


CoroLarto, — Dada una aplicación lineal f de un espacio vectorial E en un espacio 
vectorial E, los dos de dimensiones finitas, todos los apartados siguientes son iguales 
(A=M(): 

a) dim KE) =1g () = rg Cp. 

b) rg (A) = rg (A). 

Cc) Número máximo de vectores columnas fo de vectores filas) de A, independientes. 

d) Orden máximo de. un menor to nulo extraído de A, 


EJERCICIOS 
1. Hallar el rango de las matrices 
3 —1 6 
2 —1 4 — 4 1 E: 
3 2 —3 17 7-3 11 
53 8 —10 o 


2. Siendo p, q, r reales, determimar él rango de la matriz 
0 —r q 
r “0 —p 
=9g p 0 
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Ejercicios 


Salvo indicación contraria, los elementos de los determinantes considerados se toman 
de un cuerpo conmutativo cualquiera. 


232, Demostrar 


Da b 
a 0 c|=2abce, 
ben 
233, Demostrar 
a—b=e 2a 2a 
2b beco—a 2a =(a4 + b4 0, 
2c 2c c—a—b 


234, Demostrar 


jo 1 1 1: ¡0 a be] 

10 ed. b_.a 0e b| __ ES pa b—o). 
Ñ a eN 4 (a+ b+c)(b4c—a)lc + a—b)la + b—<) 
lib a0 ccao; 


235. K=R (o K es un cuerpo de característica + 2). Demostrar que los dos determi» 


nantes 
| 0 a b c| 
¡ 0 a ¿A 0 r —q: 
—a 0 —=b —r 0 Pp: 
te 4 —p o: 


son los cuadros de los elementos de K. (Generalización: V. ej. 261). 


236. Se pone (K=RoC, $ =1) 


1] 


¡e y 2; 
Px y 23= y 2 xl. 
zx y' 


a) Demostrar que 


Pxyz2d= Jay (iS — ay 2) (+ y? + 22 yz — zx — xy) 
=— (xy 2) (4 dy DH Py + $2). 
(Generalización: V. Ej. 259). 
b) Siendo (x,y,2) y (a, y”,2%) dos elementos dados de: K3 demostrar que exito 
(e, y7,z2%) de K? tal que 
P(x, y, 2) Ple”, y”, 2) = Ple”, y”, 2"), 


237. K=R se pone A 
lo x y z ft] 

_i—y Xx —t z 

Pix, y, z, 1) pal lo, z Í x —y 
_ bo—z y x| 
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a) Demostrar que Plx,y,z,f) =(22+y4+24 4 


b) Siendo (x,y,z,t) y (x”,y”,2",8') dos elementos dados de R* demostrar que 
existe (x”, y”, 27,1%) de R* tal que 


Py 2 0HPdo, y, 2,1) =P(x",y?,27,6). 


'Deducir tina propiedad de los enteros productos de dos sumas de 4 cuadros. 


238. K=R. Demostrar la relación 
(24 y) (22 4 y) = (20 + yy? + (xy! — ya? 
calculando 


xXx. —y 
¡E 


? yt 
xx y 


np 





y x 








239. a, b, e son reales, se pone a4-b-+c= 2p demostrar 


1 cos € cos q 
cos € 1 cos b 
¡cos b cosa 1 | 





== 4 sen p sen (p—a) sen (p — b) sen (p—-c). 


240. a, b,< son reales, demostrar 


1 sena cosa 


l snb cosp | Sn (b—C) + sen (c-— a) + sen (a— b) 











b—e ca a—b 
li sen c cose = —4 sen sen sen ; 
2 2 2 
MIL. a,b, c son reales, demostrar 
| 1 1 1 1 | b 
A ci ad E AAA 
| 1 cose 1 cos a 2 2 2 





pl cos b cos a 1 


242. Calcular 


Huan $ 
A 


2 ; 
3 A 
4 
567 
Más generalmente, demostrar que si en un determinante de orden n se tiene 
G=12.,N dd =da+r, da, = a, +1 
el determinante es nulo (r dado, i, i”, Y? son tres índices. de columnas distintas 2 a 2). 
lin los ejercicios siguientes (243 al 247) se considerará det A, (A = (ai) como un polino- 
tio de n? indeterminadas ol y se utilizará las propiedades siguientes (V. $ 193): 


DO OAX, Y, Z, ...) es divisible por X— Y si, y sólo si (X, X, Z, ...) =0, 
D Si HX, .., X,) es divisible por XX (l<i<]<m) entonces f es divisible por 
el producto de estos polinomios (Y. $ 193, corolario del teorema 18 y ejercicio 5). 
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243, Determinante de Vandermonde. Se pone 


l a (4... (a). | 
la la? .. (ay | 
DíA 2. )=|0o co * Se 
J 


la, (4... (a, yu | 
(el índice superior es un exponente, D es de orden + 1), 
aq 1) 
a) Demostrar que D es homogéneo de grado total ———-., 
b) Demostrar que D es divisible por a;-- a; (xp. 


ce) Deducir de las propiedades precedentes que 


Día 4) = H (a, — 4). 


Uxi<izn 


244, Calcular 

ea 
a bel 
3 ocil- 
a di 


Tos 
P 


ES 


245. Calcular 
b+ce bel (db 1)(02+1) 
c+a ca1 (2-D(+Di. 
a+b ab—1 (24 1) (b? + 1), 
246. Calcular 
b+o c4+a a+b 
Bad da 240], 
Bo dsg a+ b3 
247. Siendo dp ..., a, números reales calcular el determinante cuya fila k (0<k<nm w 
1 cos d, cos 24; ... COS Mz. 
(Se expresará cos pa, = Picos a,) y se observará que para calcular el determinanté 


sólo es necesario conocer el monomio de más alto grado, poniendo cos 4; = X¿ nah 
encontramos con un determinante de VANDERMONDE,) 


En los ejercicios siguientes (248 al 252) se hallará una relación de recurrencia entre D, y 
D, y 9 entre D,, D,_p Do >> 


248. Calcular 


| % 4 1) Gai y 

—1 x 0 0 0 

| 0 —1 x 0 0 
D,=j ' 

0 00. x 0 

0 0 0..—1 x 


(D, = xD, ¡ + 4). 
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249, Calcular D,, de orden n, cuyos elementos son todos iguales a í salyo los de la dia- 
gonal principal que sort iguales a 1 +x. 


250. Calcular D,, de orden ,, cuyos elementos son todos iguales a x excepto los de la 
diagonal principal que son iguales a — 1. 


251. Calcular D,, de orden rn 


14 —x 0 0 0 0 
—x 142 —Xx .. 0 0 0 
0 zx 14... 0 0 0 
D, = : 
0 0 0 ..—x 14 —x 
0 0 Un: 0 =x 1+2*% 


(Se hallará una relación entre D,, D,_¡, D,_z a continuación habiendo puesto 
A, =D,—D,,_, se hallará una relación entre A, y Á,_1) 


252, Calcular D, (a >m=—1, Cp coeficiente binomial) 


cl ar . Quai 
a 1 qm ea Cra 
2 = 
2 
5 DER la it 1 e imái as as 1 
m= 4Wm-12 
253, Se pone (1 y k enteros naturales) 

gr ok ds nk | 
2k 3k o (n+ 1 | 
| 


Día, k) = 
lis 
pm (a+ DA. Or DD 


a) Calcúlar D(n, 1) para n= 1, 2, 3 (V. ej. 242), 
b) Demostrar que Dí”, 2) es nulo para 1 > 3, 
c) Demostrar que D(x, k) es nulo para n>k-+1. 


254. Si (a) y (b,) son dos familias de elementos de K(1 <k< m) calcular el dera pte 
nante D, cuya k-ésima fila es 


Di Bis Bb 


donde a, + b, está sobre la diagonal principal. 
(Calcular una relación entre D, y D,,_,.) 


455. Si (a,) y (6,) son dos familias de elementos de K(1 <k << mn) tales que para todo 
(i, ) de [1, 132, a,+ b,0, calcular el determinante 


D, = des | , 
a, + bd, 





412 


236*. 


257. 


258*. 
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”n ”n 
(Se pondrá P = Il 5 (a; + bj), demuéstrese que D, A es nulo si + 1 4,=4, y 
¿St oj=1 
Aj b¿=b, y se aplicará la observación precedente al ejercicio 243.) 
Siendo (r,) una familia de n elementos de K se pone 
100) = (1, — 0 — 4) ... (,—) 
y se llama D el determinante cuya k-ósima fila es 
bb... bra... a 
con r, sobre la diagonal principal y a = b. Demostrar que 
= [af(b) — bf] tb — a-1 
(restando la última fila de todas las demás se demostrará que 
D= fa + aD, 
se demostrará en seguida que D =f(b) + bD, y que D, = Dy). 
Sea A(f) una matriz de orden n cuyos elementos son at, las rm? funciones al son 


funciones reales derivables de la variable real t; de designa por C¿(1) los n vectores 
columnas de A(t) y se escribe 


[(1) = det A(£) = det (C,(8), ..., Cul1)). 


a) Demostrar 


0 => det (C¡(2, 0... E,_ (0), CL, Cy, (0, ..., 0,0). 
koi 


b) En el ejercicio 249 se pone f(x) = D,, (x real) calcular f(x), deducir D, de ella 


Se tiene (1 =c0s 272/1 + 1 sen 2m/n, 4 =cos 1/1 + i sen 1/1 y se considera la 
la mátriz cuadrada X de orden n cuyo elemento general es 
Xyg = 00D) (1<p<n 1=<qSn) 


y se pone D = det X, 
(t-1) (1-2) 


a) Calcular X2y mostrar que D2=(—1) 2 mm, 
¿En qué caso D es real? 
b) Probar que 


D =[] (a! — q) MM (okt) | MM e sen E T | 


donde los productos se obtienen al variar k y len 1<k<I<n—1l; 


c) Demostrar que 
|D]= II 2 sen — 





k Ti ani, 
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se pone 


p=]] or. 


donde los productos están extendidos a 1<k<1!=<n-—1 pruébese que 
(n—1) (3n-2) 


P=ji 2 
deducir el valor de D. 
259*, Determinantes circulantes. 
Si 4 4 »--» 4,_, $0n n números complejos se considera las matrices 


BG 4 Gay 
HB... 0 

M=| - ; Y =MX, Z= XMX 
a 


a 


1-2 


donde X es la matriz definida en el ejercicio precedente. 
Se pone (p índice de fila, g de columna) 


M= (mm), X=) Y=0))P Z=(2p 


a) Demostrar que 
n-1 


k=0 


n— 


Yoq = y (r-1) (4D tuk(a—Da, 
1 


prq:2y= 0, Zpp = "> wl-Day 
iz0 


(Si h es un entero se preferirá representar por (f) el entero natural verificado 


(hb) =k (mod n) o<(H<n—i 
ASÍ Myg = Mpz 9-23) 
b) Calcular det Z, de ello deducir 


n—-1; n-1 
II] 
7 tikg 
det M=(=b 2 > k 
A=0 | k=0 


(utilizar el valor de det X?, ej. 258). 
c) Desarrollar la fórmula obtenida para fR=2, 3, 4, 


260. Si A= (e) es una matriz de orden n, se designa por fi el adjunto de al. Se propone 
generalizar la fórmula obtenida en el ejercicio del $ 173. Se escribe D = det A, k es 
un entero 0Xk<n, 
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a) Demostrar la relación siguiente 


1 Lo :cqgl ; 
h E A st a 
Í, O 
¿ k£ ko ik de 
0 a a 
£+1 L+1) ger k+1 E 
BE... Bret Bert. Bl | 
z A o : De 


Bo BB e 
(Utilizar las relaciones (1) y (2) del $ 173); 
bh) Deducir de la relación precedente que, si D y 0, se tiene 





[Bet Bra [A 
| > [=Drt-1¡. : 
la » 1 . A 
Í | ke k 
LM DDR Bs | pe Ez o 





261. Se supone K=R (o K cuerpo conmutativo de carácterística y 2) y se considera 
el determinante D,,, de una matriz antisimétrica de orden par. Demostrar que Day 


es el cuadrado de un elemento de. K. 
(Razonar por recurrencia, siendo el resultado verdadero para 2m=2; utilizar el 
ejercicio precedente con 1 =2m, k=2m-—2, y el ejercicio del $ 168.) 


262. Se considera la matriz B, matriz de cuatro bloques, A y A? son dos matrices cu 
dradas de orden respectivo 1 y 1” 
A C 
B= 
(5 4) 
demostrar que 
det B = (det A) (det A”. 
(Se pondrá A = (0), A'= (0), B= (B/) y se demostrará que entre los términos: 
de det B 
ADO Br 
sólo se consideran los términos correspondientes a la permutación p que verifica o bl 


p()s(11,2,...,n), parai=1,2,..., 1,0 bien pn+i)e[n+1,n+2,..,n+HM 
para =1, 2, ..., ñ”, mientras que todos lo sdemás son nulos.) 


263. Tenemos la matriz cuadrada A = (Aj) de orden rf en que para ¿<j la matrlz 
es nula y para i=1,2,..., h Al es una matriz cuadrada. 


Demostrar .por recurrencia utilizando el ejercicio precedente que 
det A = (det Al) (det AZ)... (det Ar). 


264*. Se designa respectivamente por I y por J las partes [k, ..., im), (o .<, dm) 
m elementos de [1, n] (m < n) suponiendo 


1<i<h ...<fpEen  1Si<h  <IpEn 
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y por 1” y J” los complementarios respectivos de I y J en relación a [1, 1], estando 
los elementos de estos complementarios colocados en el orden natural. 

Si Á es una matriz cuadrada de orden fr, Á = (0%) se pone D = det A y se designa 
por DI el determinante de la submatriz de A obtenida suprimiendo en A las colum- 
nas de índice ¿e 1” y de índice je J”. 

Se pone, en fin 


S = > Par... an, 


PES» 
¡Elp()EJ 
a) Se toma I=(1, 2, ..., m), demostrar que 
1 DIpDr 
Sl = DID! 


(utilizar el procedimiento del ejercicio 262); , 
b) l y T son dos partes cualesquiera de [1, nj] con m elementos, demostrar que 
si = (— Di+...+ im ht. HmDIDI, 
(utilizar un procedimiento análogo al del $ 170 para calcular el adjunto Bi de al): 
j i 


e) Dejando I=(i, ..., E.) fijo, se supone que ] describe el conjunto J de las 
partes de m1 elementos de [1, 2] (supuesto escritas en el orden natural), demostrar 
la fórmula de LAPLACE), 


(0 D=E pst.) A+... +imDIDI,, 
JeJ 


Hallar una fórmula (2) análoga a (1) dejando J fijo y 1 variable. 


d) Demostrar que si I es fijo y sí K es una parte de (1, 1] de m elementos dis- 
tinta de 1” se tiene 


(5 > (— ht. +iDIDY = 0, 
Jel 


Culcular los determinantes siguientes con la regla de LApLace (V. ejercicio precedente). 


165. 


¡—b —r o Pp (tomar +1 == 2), 


266. 
x py qz —pgl 
y x ql -—Qqz 
z —pt x Py (tomar m = 2). 
t —z y x 


Kin los ejercicios siguientes (267 al 272) se podrá o bien utilizar el método del 8 173, 
v hicn considerar a Á como asociada a f (las columnas de A siendo f(a)=b, (1 =i<n) 
e huscará expresar a, inediante b, ¿03D 


167. Siendo f real hallar la inversa de 


cos i —sen Í chi sh t sht ch 
sen f cos f shit cht chi shtj" 
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268. 


269, 


270, 


271. 


272, 


273. 


274, 


273, 


276. 
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Hallar las inversas de las matrices 


=32—i1 22 —1 
2.0 1 —2 1 4). 
—i 2 1 3100 0 


Hallar las inversas de las matrices (2=—1;P=1,¡x1) 


1 1 1 1 1 1 
o y? —iZ A 
1 —1 —1 1] 


Hallar la inversa de la matriz A = (9/) de orden 11 tal que 
izj q=íhi  i<j  a=0, 


Invertir las matrices A, siguientes (orden m) cuando sean inversibles 


a A 
1110 A 0.1. 1..00 
id A=lo0 0 11 Mm7lo o 0.11 
A 40.04 1.0.0.7 1 


Invertir una matriz triangular de orden n en la que todos los elementos diago: 
nales son inversibles, 


Tenemos la siguiente matriz de elementos en Á = Z/nZ 
1035 
201 
1121 

Es inversible en M,(A), a) para 1 =5, b) para n=9, 


Ballar el rango de las matrices siguientes: 


1 735332 2 —3 4 
0 4 2 2 0 3 1 5 
2 240 1 mi" 0 —1 
3 —1 71 3 0 2 4 


¿Cuál es el rango de la matriz definida en el ejercicio n.? 237 
3) Cuando K=R, b) cuando K ="C? 


¿Cuál es el rango de la matriz A, del ejercicio no 271? 


10 
ECUACIONES LINEALES 


Las distintas partes de este capítulo hubieran podido situarse después de algunos 
párrafos de los capítulos 7, 8 y 9 de los que son aplicaciones directas. Hemos pensado, 
dado la importancia teórica y práctica de las ecuaciones lincales, que sería útil para el 
luctor encontrar agrupadas en el mismo capítulo las definiciones y los resultados relativos 
hn estas ecuaciones, 


Salvo indicación contraria, las matrices y los determinantes considerados en este 
vupitulo tienen sus elementos en un cuerpo conmutativo K, 


175, Definición y propiedades generaies 


a) Ecuación lineal 


Dados dos espacios vectoriales E y F sobre el mismo cuerpo conmutativo 
K, a toda aplicación lineal f de E en F y a todo elemento b de F se puede 
asociar una ecuación (8 14, 65) 


(1) 0 =b 


llamada ecuación lineal: b se Mama el segundo miembro, si b=0, la ecuación 

fi) =0 se llama ecuación lineal y homogénea asociada a la ecuación lineal (1), 
, Resolver (1) es hallar todos los elementos x de f-Ub) c E, llamados solu- 
menes de la ecuación (1). Si f-(0)= WD se dice que la ecuación (1) es ¿m- 
posible, Las soluciones de f(x) = 0 son los elementos de Ker f; ahora bien, el 
núcleo de f contiene siempre 0, luego una ecuación lineal y homogénea no 
(4 nunca imposible, admite siempre la solución x = 0, llamada solución trivial. 
. La discusión presentada en el $ 14, b) es válida para la ecuación lineal 
, de =b (como para toda ecuación asociada a una aplicación cualquiera). Pero 
ti linealidad proporciona resultados más precisos: 

Sea xp una solución particular de (1), se tiene fíxp) =b, de donde 
Mu xo) =,0; luego z==x—xy es una solución de f(x) =0; recíprocamente, 
fl == 0 implica f(xp + 2) = fa) + f(2) = b, luego: 










'lrorema 1.—Si x, es una solución de la ecuación lineal f(x) = b, el conjunto de 
hir soluciones de esta ecuación está constituido por los elementos x¿+z, donde z des 
eribe Kcr f 


47, -—— ALGEBRA 
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Teniendo en cuenta los resultados de la discusión recordada anteriormente 
y las propiedades de f (3 140, corolario del teorema 2) se obtiene: 


COROLARIO. — Para la ecuación lineal fo) =b, las propiedades siguientes son egulr > e 
valentes: 

1. f es inyectivo, 

2. Ker f=(0). 

3. La ecuación fix) =b tiene a lo sumo una solución para todo b. 

4. La ecuación f(x) =0 sólo tiene la solución trivial, 


Para resolver una ecuación lineal es suficiente, pues, encontrar el núcleo : 
de f y una solución particular xo. a 


OBSERVACION 


La linealidad de f implica el resultado siguiente: si b=b,+...+b,+..+b, y Mi 
x, es una solución de H(x)=b, (1<i<8"M, X+..+%; de Ma es una solución : 
de fix) =b, 


b) Sistema de ecuaciones lineales 


Sea E un espacio vectorial sobre K, (EF) una familia finita de espacio 
vectoriales sobre K, cuyos índices son I==[1l, n], y para todo ¿ de Lun 
aplicación lineal f, de E en F;, toda familia de ecuaciones lineales 


(S) G = 1, 27 123 2) fáx) = b; (b¿eF) 
se llama sistema de ecuaciones lineales, 


Todo sistema de ecuaciones lineales es equivalente a una sola ecuació; 
lineal: sea F el espacio vectorial producto F, Xx F,X... X F,, pongam 
b=(b, Da ..., bp)8F y para todo x de E 


H() = [100), FO, o, fi 00] EF 


f es una aplicación lineal de E en F tal que f; = pr¿of; se ve inmediatamentil 
que el sistema (S) es equivalente a la única ecuación lineal á 


(E) (1) = 


Un caso particularmente importante es aquel en que F,=...=F, = 
f, es entonces una forma lineal definida sobre E, la designaremos !**! p 
recordar que es un elemento del dual E* de E; b es un elemento de K”, 
designaremos b=.D!, ..., bi, ..., b”), donde bi es entonces la ¿-ésima coord 
nada de b (respecto a Ta base canónica de K”. 

El sistema (S) se escribe entonces (ver $ 149) 


(í=1, 2, ..., 21m) (x, la 
se dice que cada una de estas ecuaciones es una ecuación escalar y que 


es un sistema escalar. Es lo al estudiar un sistema de 7 ecuaciones e 
lares o una ecuación única fíx) =b: se preferirá en general la ecuación 
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en los estudios teóricos (existencia y unicidad de las soluciones, por ejemplo) 
u el sistema escalar en la determinación efectiva de las soluciones. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


l. E=P=K, ax=b. 

ax%0 solución única x=a-wlb. 

a=0, b0 ninguna solución. 

a=0, b=0 todo x de K es solución. 


Resolver 7% = 4, en K = Z/11£, 

2. Si EsF=K% axr+by=c, ax + by=c”. 

La discusión y la resolución es la misma que en R, 

Resolver 34 + 7; = 3, 24 + 6) =1 e K= Z/L3Z. 

Discutir 34+79=38, 2i+dy=b en K= Z/13Z, 

3. El resto del capítulo se va a dedicar al estudio de la ecuación Mx) =b, f apli- 
cación lineal de K' en K>, : 

4 Sid > € b son n +1 funciones reales dadas de la variable real £ y x una 
función real de £ » veces derivable, incógnita, la ecuación 

Ar 0 q ax =b 

es una ecuación lineal llamada ecuación diferencial lineal de orden n (ver curso de 


Análisis). 
5. Siendo b un número real dado y x una función real continua sobre [0, 1] 


. A 
desconocida, ] x(0) di= b es una ecuación lineal. 
v 


De una manera más general dada una función real P definida por (ft, DH -=>0(£ 0), 
continua para 011, 0=<0=<1 y una función real b continua sobre [O, 1], la 
ecuación en que la incógnita es una función real x, continue sobre [0, 1] 


1 
j Dt, 0x0) dd = b(t) 


0 


ga una ecuación lineal. 
El estudio de tales ecuaciones llamadas ecuaciones integrales no se trata en matemá- 
diens generales, 


176. Sistemas de » ecuaciones de 71 incógnitas sobre un cuerpo conmutativo K 


cd) Definiciones y notaciones 


En el último caso estudiado F es de dimensión finita n sobre K, supon- 
gumos ahora, además, que E sea de dimensión finita m, luego dim E=m 
y dim F= 2. , 

Respecto a bases especificadas en E y F 


(0 f(x) = b 
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será equivalente al sistema 


m 


2 Nas = pi USL DL 


i=1 
que se. puede escribir de manera desarrollada 


ax +... +oaxr +... + al" = bl 
(2) det... ax... + al, 17 = bi 


Pais aa ax =D 
Recíprocamente todo sistema de esta forma puede ser asociado a una 

y sólo una aplicación lineal f de K” en K" (expresados en sus bases canóni« 
cas) y al elemento b=(b', ..., b") de K”. . 
Poniendo A=(d) (1<ism 1<j<mnm) el sistema (2) puede también . 
escribirse 


a! bl 
Q) Ala |=| > 
yr br 
Consideremos los vectores filas de A, IY (1 <j=<m), elemento de (K") 
(dual del espacio de salida K" de f); dí, ..., el, ..., al, son las coordenada 


de 1* en relación a la base de (K”)*, dual de la base canónica de K”, luego 


m 


Y ds = (% 14) G=1, 2, ..., 1) 


i=1 


el sistema (2) puede también escribirse 


lx, 190) =P 
(2) le Py =D 
ix pa) = pr 
finalmente considerando los vectores columnas c; (l <i<m) de A (ciemeit 
tos de K" espacio de llegada de f); al, ..., al, ..., a? son-las coordenadas 


c; respecto a la base canónica de K”, (2) puede también escribirse 
(3) Mat... ro +... oe, =b 
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y la resolución de (1) o (2) consiste en escribir efectivamente el vector b 
de Ku como combinación lineal de m vectores €; ..., Cp ...p Cp de K”, 

Los escalares xl, ..., x, ..., xa” se llaman las incógnitas del sistema escalar 
(2%): se dice entonces que 0) es un sistema de n ecuaciones (escalares) con 
im incógnitas: los elementos del cuerpo conmutativo K, aí y bi se llaman, 
respectivamente, los coeficientes de las incógnitas y los segundos miembros, 

El sistema 


Y agi=0 G=1, 2 .., "1D 


i71 


ke llama sistema lineal y homogéneo asociado al sistema 
E 


Dar=b G=1,2 .., 1 


i=1 

La matriz A se llama matriz del sistema. 

Se llama rango r del sistema (2') el rango de la matriz A (o de la apli- 
vación lineal f): es el rango de los vectores columnas c, y de los vectores 
filas 2%, 

, e también el orden de un menor de A de orden máximo no nulo (ver 

74, D). 

Habiendo elegido un tal menor A de orden r (suponiendo que exista) 
he dice que A es el determinante principal del sistema. Las incógnitas cuyos 
vocficientes figuran (resp. no figuran) en A se llaman incógnitas principales 
(resp. no principales), Las ecuaciones en las que ciertos coeficientes figuran (resp. 
to figuran) en A se llaman ecuaciones principales (resp. no principales). El 
nlsloma de las ecuaciones principales se llama sistema principal del sistema (2). 


Observemos también que todas estas denominaciones no son intrínsecas, 
ituo relativas a la elección del menor A. 


"Tenemos, pues, varios medios de estudiar un sistema escalar de n ecuacio- 
Nes escalares con +m incógnitas escalares: 


—- Estudio intrínseco (válido en casos mucho más generales: teorema 1 y 
eorolario del $ 175). 
«Estudio con la ayuda de los vectores filas (formas lineales 1*”, 
Estudio con la ayuda de los vectores columnas (vectores c;), 
- Finalmente veremos que el empleo de los determinantes permite resol- 
ver y discutir todo sistema escalar. 


hb) Sistemas de Cramer 


J lín caso particularmente simple es aquel en que f es un isomorfismo de E 
E y de F, luego r=rg f=dim E=dim F=n; A es entonces una matriz. 
E winulrada de orden = y de rango n, y para todo b 


(0) =box=$f1b) 


1 de donde utilizando los resultados enunciados en el $ 169, b): 
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TEOREMA 2 Y DEFINICIÓN. —Si E y FE son dos espacios de dimensión mn sobre un 
cuerpo conmutativo K, f una aplicación lineal de E en F, A= M(/, las propiedades 
siguientes son equivalentes: 

P es un isomorfismo, 

rg (f = 18 (A) = n. 

Los vectores columna (tc) y los vectores fila (1%) de A son independientes. 
A es inversible, os 

det A 0. 

Para todo b de FE, Mx) =b tiene una única solución, 


Se dice que el sistema 


ed 


i==1 


> ay = bi 0 =1,2,..., 1) 


1 
es un sistema de Cramer. 


COoROoLARIO, — Un sistema escalar de n ecuaciones, con n incógnitas es un sistema: 
de Cramer si y sólo si el sistema homogéneo asociado no admite más que la solución 3 
trivial (0, ..., O, ..., 0). 

Un caso ¡particularmente sencillo de sistema de CRAMER es el siguiente 


ax! =b 
ax. + ata + ax" = b* 


das +... +ax = b' 

en el caso en que para todo i de [1, n] al 0. En efecto, la matriz A 8 

triangular inferior y todos los elementos de la diagonal principal son no nuloy 
luego (8 170, b) ] 

det A=a!...a...a7 0, 

Se calcula sin ambigiiedad x!, después x?, ..., a continuación x”. Á un € 

sistema le llamaremos sistema de Cramer triangular. 


OBSERVACION 
La fórmula (2) del $ 176 da para un sistema de CRAMER 
xl bl 
<P=AA > 
pen pr 


El cálculo efectivo de esta solución por uno de los métodos que vamos a exponél 
en los párrafos siguientes (177 al 179) da 3 


n 
det. =D) Mp 
i=1 


y A-l= (4): este método de calcular A-1 es algunas veces más simple que el indica 
en el $ 173. h 
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177. Estudio con ayuda de los vectores columna 


Dados los vectores Cy, ..., Cp .., €n y b de K” buscamos los escalares 
Aly. xy... 0 tales que 

(3) A A li 

Es necesario primero determinar el rango r de los vectores €, ..., Ci, Se 


nos ha enseñado cómo hay que hacerlo en el $ 138 sea r este rango, 
(r < inf (m, n)). 


a) Supongamos m =n=r, El sistema correspondiente es un sistema de 
CRAMER. Apliquemos el procedimiento del $ 138 a los vectores €, ..., Cm b; 
ello nos dice que son ligados. Encontramos, pues, una relación de dependen- 
cia que nos dará xl, ... xd... x% 


JERCICIO 


l. Sea el sistema (ver 3 138, ej. 2) 


lx— y+4z=— 4 
(n= 17 
Sx —3y + 872 = — 10 


los vectores cy, C,, Cy son, respectivamente, los vectores x,, Xy Xy y b el vector x, tratado 
en cl ejemplo citado. Hemos encontrado que cj,, C, cy eran independientes, de modo 
que el sistema es un sistema de CRAMER, y 
b = 2c, + 40, — €, 
luego 
x=2y=42=>"l. 

b) Supongamos r=n<Xm, No hay ecuaciones no principales, pero hay 
incógnitas no principales; supongamos, mediante un cambio de numeración 
de incógnitas, que las r primeras incógnitas son principales. Demos a las 


in -n incógnitas no principales valores arbitrarios de K: xt, ..., x” la 
reuación (3) se escribe 

05 dar... qa = b— (aC. e. + e) =D" 
Pr Cp... Cy es una base de K*; Coji ..., Cm pertenecen a K” igual que -b, 


luego b” también pertenece: podremos, en consecuencia, como más arriba, des- 
componer b” sobre C,, ..., €, y Calcular efectivamente xl, ..., x”, naturalmente 
estos valores dependerán de los escalares arbitrarios x**l, ..., xx; diremos 
yúe existe una indeterminación de orden m-—n. 
Si A, es la matriz del sistema principal, det A, x= 0, se tendrá 
mn 
1 de sl 
bl — atal 
al ; k=n+1 
 P= (A)? 


ar ml 


Hs kn 
b Nr 
k=n+1 
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se ve, por lo tanto, que xi, ..., x" se expresan linealmente en función de 
BLA, 


cd) Sir<n hay ecuaciones no principales y eventualmente incógnitas no 
principales. Por cambio de numeración de las ecuaciones y temporalmente de 
las incógnitas supondremos que las ecuaciones e incógnitas principales son la 
r primeras; demos valores arbitrarios x"*!, ..., x” a las incógnitas no prin 
cipales, si existen, y escribamos la ecuación 6) bajo la forma 


6 E 


pero en este Caso Ci, Cp ..., €. engendra un subespacio Y de dimensione 
r<Án de K*”, (3%) no tiene solución más que si b"€V, Pero cualquiera que 
sean los valores x"+*l, ..., x", el vector xl, +... + x"C)9 € V, para que (3) 
luego (3, tenga solución es necesario y suficiente que beV; ahora bien 
beK" y V es un subespacio de dimensión r<n de K": para que (3”) tenga 
solución habrá que añadir en general m-—r condiciones escalares: si se coma 
pleta la base €, ..., e, de V con d,,¡, ..., d, para obtener una base de 
habrá que expresar que las n—r últimas coordenadas de b en la bas 
lp + Ca Eeyo y dl, son nulas, 


0 Vemos, pues, que el procedimiento de discusión y sesdfición del sig 
tema. escalar (2) con ayuda de la ecuación (3) no es práctico más que fl 
r=nm, es decir, si no hay ecuaciones no principales. Si r<n el procedimient 
nos conduce, de hecho, a cambiar de base en K”: pasando de la base canónidW 
a la base Cp, ..., Co dim +.) de lo que muchas veces resulta complicado «fl 
la práctica. 

Se podría también pensar en resolver el sistema principal y al imponef 
que las soluciones de este sistema verifiquen las ecuaciones no principale 
se constata que las condiciones obtenidas son independientes de los valo 
de x%9l, ..., x” atribuidos a las incógnitas no principales (si existen): resulta 
evidente, pues b— b" € V. Este método sólo es fácil en los casos simples (y 
ejercicios 2 y 3 más abajo); en el caso general el empleo de los vecto 
filas (ver 8 178) o el empleo de los determinantes (ver 8 179) da más fe 
mente las condiciones de existencia de las soluciones. 


EJERCICIOS 
2. K=R discutir el sistema 
cgy—bi=l,  a—cx=m  bx—ay=n 


(se demostrará que r<2 y que r=2 si 246400; suponiendo rx 0 se 
verá en x, y las dos primeras ecuaciones y se mirará si esta solución del sistema prit 
verifica la tercera ecuación). 


3, K=kR discutir el sistema 
li+y+z=a,  x+idk+z=b x+y+4i=c 


utilizando los vectores columnas. 
(Se obtiene una resolución y una discusión mucho más rápida introducle 
incógnita auxiliar s=x+yY+2) 
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178. Estudio mediante los vectores filas (formas lineales) 


Consideremos el sistema de 1 ecuaciones escalares con m incógnitas escrito 
en la forma 


(x, pu) = bi 


(2”) (x, 141) =D! 


(x, 1%) = pr 


IM, ..., E son formas definidas sobre E = K”, 


Sea r el rango del sistema, luego el rango de estas formas ($ 162, a), y 
Y 176, a), podemos determinarlo por un procedimiento análogo al del $ 138 
fopcrando en E*) 


r < inf (m, n). 


«) Sir=m. No hay ecuaciones no principales. Si hay incógnitas no prin- 
vipalos (1 =2< m1), por un cambio de numeración de las incógnitas podemos 
xuponer que éstas son xl, ..., x7 (siendo xl, x?, ..., x” las incógnitas princi- 
piles); podríamos resolver (2% como lo hemos hecho en el 8 177, b. Conti- 
huemos más bien razonando sobre las formas o mejor sobre las ecuaciones: 
en efecto, el procedimiento del $ 138 aplicado en E* consiste en reemplazar en 


n 

el sistema (EL. 24. Py, 1% por Nr, y los dos sistemas de formas 
iz=1 

Menea el mismo rango si A; 0. Generalicemos este procedímiento a las 


Í acuuciones del sistema (2”), si Ay 0 (2”) es equivalente al sistema de ecua- 
E flanes .obtehido reemplazando la ecuación 


(x, 1) =D? por <a > Ade > = 5 Abi, 
¿jel i=1 


- Pour aplicación repetida de este procedimiento obtendremos cambiando 
E egin la necesidad la numeración de las incógnitas principales en el sistema 
E QU) equivalente a (7) 
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A o e AS O E E 
E as ARAN A =p 


(21 % : : 
e IS A A E E 


aa an a n= Dr 


para todo j de 1, n], aj 50. 

Es decir, obtenemos con relación a las incógnitas principales un sistem 
de Cramer triangular, Encontramos de nuevo con ello el procedimiento elas 
mental de resolución de las ecuaciones lineales conocido con el nombre df 
“método de adición”, 

Se da a las incógnitas no principales «(si paa valores x"+*!, ..., x" arbif 
trarios y se calcula sucesivamente x”, xl, ..., xl. E: 

El sistema tiene, pues, las soluciones con una indeterminación de ordel 
m—H. he 


EJERCICIOS 


1. Escribiendo para simplificar, f por f(x, y, 7) ... obtenemos sucesivamente 
2x— y+4izm=— 4 
3x + 2y —3z = 17 


sistemas equivalentes 
1 
ES 
5x — 3y + 82 = —10 


de = f=2x—y4+4%=-—4 


¡Uy 


a 


gl =3f—28 = — Ty + 1827 = —46 
E =53$—?2g=y+42=0 

ff =F =2x—y+42=-—4 

1 y =—Ty + 187 =—46 

A" = gl + 7h = 467 = —46, 


De donde z=—1, y=4, x=2 
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2. Resolver 
2X— PA t=— 4 
3x + 2y— a bÁ => 17 
5x—3y + 82 + 21 = —10. 


by) Sir<n, hay ecuaciones no principales; por un cambio de numeración 
podemos suponer que son las r primeras las que constituyen el sistema prin- 


vipal. Las formas 1*, ..., P* son independientes y existen escalares Al tales que 
(4 Paoli +4 (G=r+l, 2, 
Si el sistema (2% tiene una solución x= (xl, ..., 1%) tendremos 
(4) DNP E G=r+lo..n. 


Recíprocamente sea x una solución del sistema principal, está claro que 
si las n—+r relaciones (4) se satisfacen x« será una solución del sistema (2”), 
de donde: 


TEOREMA 3. Dado un sistema de n ecuaciones escalares con m incógnitas 


(215 Lx, Py = bi G=1,2,..,.1) 
lus formas PR, ..., Ptr siendo independientes y si las formas Pr+l, ..., Pen verifican 
(4) PM=MPIS PAE G=r+1b 1) 


tuda solución del sistema principal (sistema de las r primeras ecuaciones) es solución 
del sistema (2%) si y sólo si 


(41) bi=Mbl<+...+ Abr GU=r«+l o... 


Las A, se obtienen aplicando al sistema de formas (1*) (l<jzZ<mnm) el 
método del $ 138 (en E* = (K”)*) obtenemos de una manera muy simple las 
nr relaciones (4) que se llaman las condiciones de compatibilidad del sis- 
lema considerado. 

Si estas condiciones no se satisfacen el sistema es imposible; si se satis- 
ficen, las soluciones del sistema son las del sistema principal: ha sido estu- 
diado más arriba en a), habrá una indeterminación de orden m—+?, 


EJERCICIO 
3. Discutir por este método el sistema del ejercicio 2 dei $ 177. 


179, Estudio mediante los determinantes 


El rango del sistema es el orden máximo de un menor extraído de la 
matriz A, Modificando eventualmente la: numeración de las incógnitas y el 
de las ecuaciones supondremos que 


Asa 
A= : : 10. 
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4 m:=n=r. Tenemos un sistema de CRAMER, hay una solución única 
que podemos encontrar del modo siguiente: sean Ci Cz ..., Cn los vectores 
columna de la matriz cuadrada A: son independientes. Como b, pertenecen 
a F=Kr, la solución xl, ..., x" es tal que 


0) dar... + xtc, =b 


de donde utilizando la propiedad 4 del $ 168, b) tenemos mu 
det (Cr, e..y Cito b, Ci4lo +... €) = xi det (Cs, -.. Cilyr Cir Cigto Cn) =xidetA 3 
ahora bien, det A -= 0; de donde: 


Teorema 4.—Un sistema de Cramer de nu ecuaciones con n incógnitas tiene porl 
solución única 
xi = (det B) (det A) (i=1,2,..., 8) 
donde A es la matriz (aj) de los coeficientes de las incógnitas y B, la matriz obtenida 
reemplazando en A el vector columna c, por el vector colunma b de los segundol 
miembros, 


by Sir=n<Xm, como en el 8 177, b) se da a las incógnitas no princl 
pales los valores arbitrarios x"*!, ..., x" y se resuelve el sistema que, cof 
relación a las incógnitas principales, es un sistema de CRAMER, se obtiene 


mn 


detl €, ..., Ci1) b— > XFC hs Ciaio +.» En | 
k=1n+1 > 
== — _ _ _______—_—___==>—_— (i=1l,..., 2) 
det (€), ..., Ci...» Cu) . 
de donde desarrollando el determinante numerador respecto a la columna 1 
se Obtiene los escalares A, y; tales que E 


e = MD pl, A ear (=1,.2,.... 1) 

los escalares M (l=<iz<m), así como los escalares ¡1 (n+1<X: 35 mi 
l%i<m), no dependen más que de los coeficientes al pertenecientes a 
matriz del determinante principal. 

ce) Si r<n, hay ecuaciones no principales. 

€ Ca, ..., €, son independientes, Como en el 8 177, c) demos a las incóg 
tas no principales (si existen) valores arbitrarios x'*!, ..., x”, tendremos 

(3 E E E A A EN E 


para que b'” pertenezca al espacio Y engendrado pot C;, ..., C, es necest 
y suficiente que b pertenezca a V (8 177, c): hemos tratado este probl 
en el 8 174, siendo el resultado dado por el lema, de donde: 


TeorEMA 5.— Dado un sistema de n ecuaciones escalares con m incógnitas 
mi 


a) Das=bl  (=1,2,.m 


i=l 
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de rango r, siendo independientes los vectores columnas c,, ..., c, de la matriz de los 
vueficientes, toda solución del sistema principal es solución del sistema (2), si y sólo si 
los n-—r determinantes característicos de b son nulos. 


Si uno al menos de estos determinantes característicos es no nulo, el sistema es 
imposible, 


JERCICIOS 


1. Estudiar y resolver eventualmente todos los sistemas propuestos en los ejemplos 
y ejercicios de los $3 177 y 178, 
2. Sea un sistema de n +1 ecuaciones con a incógnitas 
n 
Y aii = y (=L .,n+1) 
i=1 


se llama determinante completo del sistema el determinante A,,, <= det (c;, ..., Cu DH 
Demostrar que si el sistema es de rango 1, el sistema propuesto tiene solución si y sólo 
él A, =0, ¿Qué sucederá si el rango del sistema es r<n? 


80. Estudio particular de los sistemas escalares homogéneos 


Con las notaciones del 8 176, siendo f una aplicación de K* en K" (o de 
un espacio E de dimensión rm en un espacio f de dimensión 2) la resolución de 
0) 16) =0 
«s equivalente a la del sistema 
(a Py =alxl +... al xr =0 


(2) : 


(x, e =at0 4. + ax =0, 


Según (1), las soluciones de f(x) =0 son los elementos del núcleo de f 
y si f es de rango r, Ker f es de dimensión m—r (ver 8 143, teorema 7). 

Según (2), las soluciones de (1) son elementos del ortogonal en E de V* 
(ver 8 151), como V* está engendrado por las formas 1*, ..., 1*", cuyo rango 
us igualmente r, resulta 


(V*)* = Ker f. 
Fl sistema (2) no es nunca imposible, admite siempre la solución trivial 
vos... = xn =0, sólo admite ésta si Í es inyectiva, es decir, si Ker f =(0), 


Used, si FM 

Sir<m, Ker f es no nulo: las fórmulas del $ 179 nos permitirán encontrar 
unu base de este subespacio, r es igualmente el orden máximo de un menor 
putruído de la matriz de los coeficientes del sistema, Cambiando si fuera pre- 
vlno la numeración de las incógnitas y de las ecuaciones del sistema (2) pode- 
hos suponer que 
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A 1 
a 
A=/: 1-0. 
a... a, 


Las soluciones del sistema (2) son las soluciones del sistema principal (todas 
las características son nulas, al ser nulos todos los segundos miembros). Demos 
art, ..., a” valores arbitrarios A'+*l, ..., A” tendremos 


e =p A ll 
a = pide +. + pr, A” 
ar+l— A+ Ñ 
yn = Y. 


Las p/ r+1l<i<m, 1 <j¡<r) no dependen más que de al; designe». 
mos por v, (r+1<i<m) el vector que tiene por coordenadas los coefis 
cientes de Ai en las fórmulas precedentes, tendremos 


(5) = to + AO 


siendo (A+, ..., 1%) un elemento arbitrario de K”-*, los vectores Us,1) +.» Um 
engendran, pues, Ker f, hay m -—r, luego describen una base de Ker f = (V*)», $ 
pues V* está- engendrado por el sistema de las n formas [, ..., [** de rango Y, 
Hemos dicho ya (8 151, ej. 2) que (2) se llamaba el sistema de ecuacion 
cartesianas de (V*)!, o que (5) es una ecuación paramétrica de este $ 
subespacio de E, E: 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 
1. Discutir el sistema Ñ 
ax + by>wcz=0, dx + by cz =0, 


Si este sistema es de rango 2, demostrar que (siendo A un elemento arbitrarlo: 
de K) 
“x= be! — cb”), y = Mca' — ac”), z = Mab' — ba”). 


2. Generalizar el sistema (1 =m"m-+1) 


G=1..,2.) aíxi +. + a, perl =0 


cuando este sistema es de rango n demostrar que 
xl x? xt gn+1 
Aj —4A, Ela, IA 1 


designando por A, el determinante de- la matriz obtenida suprimiendo la columha 
número ¿ en la matriz de los coeficientes del sistema. 
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181. Conclusión 


El lector puede encontrarse desconcertado por la diversidad de métodos 
utilizados para resolver y discutir un sistema lineal. 

Recordemos que para las cuestiones teóricas es mejor razonar sobre la 
aplicación lineal f. Respecto a la resolución efectiva haremos las observaciones 
siguientes: 

Si el sistema comprende un número pequeño de ecuaciones de un número 
pequeño de incógnitas, y si los coeficientes tienen valores numéricos específi- 
cos (es decir, cuando no hay parámetros), el método del 8 178, por “combi- 
nación lineal de las ecuaciones”, es en general el más simple: conduce a un 
sistema de CRAMER triangular y eventualmente a condiciones independientes 
de las incógnitas, que indican si el sistema es posible o no. La utilización de 
los determinantes conduce, en general, a cálculos más complicados: habiendo 
escogido un determinante principal A, + 0, hay que formar 1—r caracterís- 
ticas y seguidamente a calcular r otros determinantes para resolver el sistema 
principal, 

Si el sistema comprende un número pequeño de ecuaciones y de incógnitas 
con parámetros, será conveniente acudir al “caso general”, es din aquel en 
que el rango del sistema es máximo; en particular si m = mn este caso corres- 
ponde a Ax 0, A determinante de la matriz de los coeficientes; en este caso 
se podrá utilizar el mismo método que más arriba o bien emplear las formas 
de CRAMER, Cuando A= 0, habrá en general interés en utilizar el método de 
“combinación de las ecuaciones” para estudiar separadamente cada caso corres: 
pondiente a los valores particulares de los parámetros. 

Si el sistema presenta una cierta simetría (caso en que m= Mm, n no espe- 
cificado), el determinante respeta esta simetría y puede en este caso ser el 
camino más cómodo. 

Cuando m y n son grandes, y el sistema no presenta “simetría” alguna, 
todos los métodos expuestos en este capítulo conducen entonces a cálculos 
pesados y muy largos: se impone recurrir a las máquinas. 


432 


Ejercicios 


Salvo indicación contraria los cálculos se harán en un cuerpo conmutativo cualquiera 
En la resolución de los sistemas siguientes (277 al 284) se tomará K=0, después se 


buscará las soluciones enteras. 


277. 
xo y+z= 5 
x+ y—z=-—2 
—x+2dy+z= 3 
279. 
x— y+ 2=3 
5x4 2y— 2=5 
il 3x— dy + 2 = 1. 
281 
dx Sy + 22 + 41 = 2 
T—8Y + 2435 
5x + Ty — 42 — 6t = 3, 
283, 


2x+ 3Jy+ 24 2=4 
4 + Jy+ 24 f=3 
5x + 1ly + 32 + 2f=2 
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278. 
2lx— y+ 2=4 
—x+3y— 5=1 
2. 


8x — 9y + 13z = 
280. 
Ix+ 4y A 24 2ft= 3 
6x+ 8By+ 224 SM 7 
9x + 12y + 3z + 10/ = 13. 
282. 
8x 4 6y + 5z + 21 = 21 
3x4 3y+4 22 + t=10 
4x+2y+ 324 f= 8 
Tx + 4y + 52 + 2t = 18 
By z2+ f=15 
284 


x + 4y + 5z +21 
2x + y + 8z + 31 


Un 


[Cap. 10 


3 

2 

7 

2x4 Sy+ 24 f=1 2 
x— Ty z4+2t=7. 


x+2y+32+ 1 
3x + Ty + ?z24 21 
5x + Ty + Y 4 21 = 20, 


285. Sea el sistema (K=C, [¿=1,j+% 1) 


XFyYHZ=G)- x+p+j=b, x+py+j=c. 






a) Resolver el sistema; b) ¿Cómo hay que escoger 4, b, e para que X, Y, z sean AN 
reales? k 


286. Discutir según los valores de a, b, e, d el sistema 


x+lyA 324 4=a 
2x4 3y 4424 t=b 
Ii Hady+ 24 2t=c 
dx+ y 4224 3t=d. 


suponiendo: 12? K=0Q, 2 K=Z, 32 K= Z/5Z, 


En los ejercicios siguientes se discutirán los sistemas (287 al 298) según los valores atril 
buidos a los parámetros suponiendo K =C; se dará eventualmente la discusión park 
K=R si es diferente de la precedente. 


287. 


(1— mx + (2 + Dy + (Qm + 2) =m 
mx + my = 2m + 2 
2x + (m + Dy + (nm -—1)z = m2 —2m + 9, 





EJERCICIOS 


x cos 2B + y cos B+z 
Xx COS 2y + y cos Y +2 


X COS Y Fy+2CO5 0 


x cos 24 + y cos 2+ 2 
x cos B+ y cos +2 


IA 
AS 


(ey y +zcos B=a 


A] 
a 


MWH Resolver el sistema (K cualquiera) 


S 
' 
pa 

“ 
es 


A 
> 
[ 
1 
>] 
A 
+ 
+ 
A 
úl 
a 


28, — ALGEBRA 
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288, : 
Gn — 2)x + 2y=22Z=4 
A 
2mx + 2(m + Dy + (nn + Dz =cC. 
289. 
x+my+z=1 
mMmx+  y+(m—iDz=wm 
xX+ y+z=m>+1 
290, 
: (m— 2)x + 2y—zZ =mM +2 
[ 2x + my+22=1mB2 43 
mí m 
2mx + 21m + D)y + (m + Dz = di A +5 
2 
291. 
x+ y+ z=1 
des by cao=d 
dix + bly + ca =e2, 
292, 
y + z=1 
ferias = 
ata — 1)x + bb— Dy + elo —1)z = did — 1). 
293, 
yY+4Hz2 HEM a NS A 
zZ+ ¿4H mx=b YE mz +it4xj=b 
LS x+my=c ES 
a a. 
295, 296, 
A+ uy+ 2=1 2dx + py +22=1 
naa z=p (ri 
x+ pydz= 1. 2Ax + uy + (+ 3)z = 2U— 1. 
298. 
x+cy+ bz =—4 ax — by-—cz — dí =p 
e bx + ay + da—ct =q 
z+Hbx+ay=—<, EX — dy + uz + Di=r 
dx + cy bz at=s, 
2200 K=R 300. K=R 
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302. Resolver el sistema (K cuerpo conmutativo de característica p, se discutirá según 
el valor de p) 


Xy EX ja cs XA gs Xy EX O A A — 8 


303. Estudiar el sistema de sn ecuaciones con 1 incógnitas (K=-C), siendo la k-ésimb 
ecuación la : 


Xp HE Xgo HAA M E o EX 


a) Utilizar la incógnita auxiliar s =X +...+X, 
b) Utilizar los determinantes, 
e) Estudiar el sistema en que (k=1, ..., 1), 4, = (M4 


304, Estudiar el sistema de 11 ecuaciones con am incógnitas (K = C) en el que la k-ésime : 
ecuación es 


(ape, PE (ax, E (a, Le, = (8, PL, 


305. Estudiar el sistema de fi ecuaciones con » incógnitas (K = C) 
(k=1,2,...,n-—1) Xp + Xp, = 24; 
Xy Ex = 28,7 


Se estudiará primero el caso n=2,n=3,n=4, 


Aplicación: Determinar un polígono plano M,, Mj, ..., M,, M, conociendo los punton 
medios de los lados sucesivos Ay, Az, ..., Aye 


En los ejercicios 306 al 307 se determinará una base del subespacio de Kn definido por 
sistema considerado. 


306. n=3 30 n=5 
x+2y— 2:=0 xX+ y— 2—t+u=0 
2x + Ty—22=0 2x+ y—H+4u=0 
—x+3y+ z=0. x +4 2y—32 + ¿—u=0, 


308. Si K es un cuerpo conmutativo de característica nula se considera el sistema (m'< m) 


n 
ME Y as, 0 con dai=i+j1 
j=1 
determinar una base del subespacio de Ku definido por este sistema. 


En los ejercicios siguientes (309 al 312) resultará fácil introducir el valor común de 144 
razones como incógnita auxiliar (se tomará K = C), 


x + Ayu y+Az2+ po Z + Ax + py 


x y z 


YH zZ—x Z+ExX—y xXEyYZ2Z 
A. ——_— == A A A/A A A/A K, 
a b c 


1 bx+cy+h coo+ay+h ax + by+<h 
a a b = € j 


309. 
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312. 


343. 


14. 


VIS, 


316, 


i=bz+cy  mum—cxr+az  n—ay+bx 
a Mi b e c : 
Se considera el sistema (K = C) 


ax, —x =0 
(k=2,3,...,n—1) — Xp 4 Ox — X= 6 
: —Xy_ 1 Fx, =0 
se designa por D, el determinante del sistema: 
a) Demostrar qué D,, se expresa en función de D,_¡, D,,. y; 
b) Demostrar que D,, es solución de la ecuación de recurrencia 


U, = Ma — Ua con Uy=1,4,=4 


Calcular D,, en función de 1 y a (utilizar el ej. 149, cap. 7); 


c) Encontrar los valores de a que anulan D,, Para cada uno de estos valores calcu- 
lat x,, Xz» ...» x, en función de xj. 


Comparar los valores de Xp Y Xy cuando p+gq=n=w1, 


Se considerán los dos sistemas 


bz —«y =1 bx—ey =P 
(S) < cx —az =m (5) 2 Ox—ay = m1 
ay—bx=mH ay —bx' = nm. 
al ¿En qué condición (S) tiene soluciones? Satisfecha esta condición y siendo 


Xg Yo: Zo una solución demostrar que todas las soluciones de (S) son de la forma 
(A arbitrario) 


Xx = Xp + GA, Y= Y) + bh Z=2+C€h. 


b) ¿En qué condición (S) y (S”) tienen una solución común? 


Se supone K=R y 4>0, b>0,c>0, d>0, demostrar que el sistema siguiente es 
imposible 


xX+y+ z2+ f=a 
xX—=yY— zZ+ t=b 
— Xy hh 24 f=c 
— 3 y — 32 4 tod, 


Se consideran m formas lineales fl, ..., Pr definidas sobre R": 
a) Demostrar” que, si hay r números A, ..., A,, estriciamente positivos tales que 
OBRAR A 70 
el sistema de las ím inecuaciones 
(S) (k=1,2,..., m) Ko >0 
es imposible, 


b) Si el rango de las formas es superior O igual a m-— 1 demostrar que la condi- 
ción enunciada en la pregunta a) es igualmente necesaria para que el sistema (5 
sea imposible. 


(Se empezará por estudiar el ejercicio 315). 













POLINOMIOS 


l. Definiciones generales. 
ll. Estudio de K[X3, K cuerpo conmutativo: 
1). Estudio de K[X;, ..., X], K cuerpo conmutativo. 


Vamos a estudiar en este capítulo objetos llamados polinomios, veremos que las 
definiciones y las propiedades de las operaciones algebraicas definidas sobre ellos sm: 
muy análogas a las de los «polinomios» estudiados en Matemáticas elementales. Veremos 
la causa a lo largo de nuestro estudio. 


Il. Definiciones generales 


182. Polinomios com una indeterminada 


A Sea A un anillo unitario y conmutativo cuyos elementos neutros 
representarán, cuando no haya lugar a confusión, por 0 y 1, (En la mayoría di 
los casos empleados Á será el cuerpo R o el cuerpo C.) de 


DerinicióN 1.—$Se lama polinomio de una indeterminadaé5, con coeficientes en 
anillo conmutativo unitario A, toda sucesión f de elementos a, de K, es decir, (8, ..., 4 «1h 
todos nulos a partir de un cierto rango. Los elementos a, “de K son los cocficientes 
polinomio [. 


Un polinomio (de una indeterminada) es, pues, una aplicación de N en 
en que sólo un súmero finito de valores son no nulos; de ello resulta 
definición de igualdad de dos polinomios 

lo 01 a 00) = (Boy 0, Oy (Wie Na, =b,. 
b) En el conjunto de los polinomios de una indeterminada y de cof 


cientes en A, que designaremos provisionalmente por 8, definiremos dos as 
raciones internas, suma y multiplicación mediante las fórmulas siguientes 4 


f= (A, 09 Cb -0>), £ = (ba, Ad b, ++.) 


(35) El origen de esta denominación se dará en el párrafo siguiente, 
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an f+ g= (8 + bp ..., 0, +Di ..) 
103) fe = (Co, éris Cbr cds) 


con 


Ch = dbz + ibi, +... + di¿Da = > ab;. 
i iri=k 

La adición (1) proporciona a $ una estructura de grupo abeliano; es, por 
otra parte, la estructura del grupo FH(N, A), si A se le considera como un 
grupo aditivo. 

El opuesto de f[=(%p ..., Gia ...) es —[=(4Ap ... —Gp ...), existe 
un polinomio cero: D0=(0, ..., 0, ..), 

Siendo Á un anillo conmutativo, la multiplicación (2) es conmutativa, siendo 
A unitario existe un polinomio unidad: e=(1, 0, ..., 0, ...); se tiene, en 
efecto, para todo polinomio f 


fe=ej =1. 
Un cálculo fácil demuestra que la multiplicación es distributiva con relación 
a la suma. Veamos que la multiplicación es asociativa sea 
[== (Ao, 03 Ej 200) g£ = (Bo, ...s b, . h Do (Co, 20.» Ej cd 
pongamos 
P=[8= [Pa << Pu.)  4=8R= (Gn > qu.) 

1= [gh = ph = (Poy 0 fio.) SÁB) =fq= (Sp «0» Sp ..) 

tendremos 


hrkoA H+kon 


= > abs ) En > abc, 
E h+ko=n ijekon 


i+jho. 


Fa = UN y a ab; ] Ex 
tejoh 


para pasar de la segunda suma a la tercera utilizamos la distributividad en A 
Y para pasar de la tercera a la cuarta utilizamos también la distributividad 
ea A y observamos que todo término de la tercera suma pertenece a la 
cuarta y recíprocamente; del mismo modo 


=D aq = > a (2 bic 


i+i=n i+i=a i+k=l 
= > > aib;cy ] E > abD¡Cr 
i+í=n Xj4+k=1 Ñ pk! 


Iexo para todo », 7, =s, y cualesquiera que sean los polinomios f, g, h 
fa = (gh). 


El conjunto $ provisto de las operaciones (1) y (2) es, pues, un anillo con- 
mitativo unitario. 
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Sea 3, el subconjunto de $ descrito por (a, 0, ..., 0, ...), cuando a describe 
A; la aplicación y de A en $) definida por . 


a= (a) =(a, 0, ..., 0, ...) 
es visiblemente biyectiva, Por otra parte (a, be A), 


a+ b=(a+b,0,...0,.)=(4, 0, 0, ..)+(, 0, ...) =0(0) + ob) 
plab) = (ab, 0, ...,0,.3=(4,0, 0, J(B,0, 00, 0, -) = o(a)p(b) 


resulta que $, es un subanillo de A isomorfo al anillo A. Concluimos: 


TEOREMA 1.—Si A es un anillo conmutativo y unitario el conjunto 3 de los polinomios 
de una indeterminada y con coeficientes en A, provisto de la adición (1) y de la multl 
plicación (2) tiene una estructura de anillo conmutativo unitario, en el que el subanillo 
descrito por la, 0, ..., 0, ...) (a describiendo A) es isomorfo a A. 


c) Identificaremos el elemento «a del anillo A y el polinomio (a, 0, .. 
Resulta de ello, primero, que el polinomio cero y el polinomio unidad se 
representarán, respectivamente, por 0 y 1. Como consecuencia de esta identificas 
ción A es un subanillo de $. Por otra parte, podemos así definir sobre $ una 
multiplicación externa, en la que el dominio de operadores es el anillo A, 
poniendo para todo 1 de A y todo f de 8 


6) A = Qu 0, ...) (os 007 Ei 8 Odo, 009 Mo +). 


Se verifica inmediatamente que en $ provisto de la adición (1) y de esta 
multiplicación externa, se tiene cualesquiera que sean f y g de 8 yA y p de A; 


A+ pi=Af + af, MI+8=Af + Ag. 


OBSERVACIONES 


1. Estas últimas igualdades, unidas alí hecho de que $ es un grupo abeliano pará 
la adición demuestran que $ provisto de la adición y de la multiplicación externa postk 
una estructura de A-módulo (ver ej. 179, final del capítulo 7). 

2. Se observará que si la adición de los polinomios y la-multiplicación externa soñ 
las operaciones habituales definidas sobre $(E, A) (E conjunto cualquiera, Á anillo co 
mutatiyo) no ocurre lo mismo con la multiplicación; la multiplicación de dos sucesion 
(4,), (b,) (elementos de KN, AJ) está definida por (a,)(b,) = (a,b,) (ver $ 90, el. 
fórmula muy diferente de la fórmula (2), el producto de dos polinomios que hemú 
definido es un caso particular de lo que se llama en estudios ulteriores un producto : 
composición. Luego si el conjunto de los polinomios no provisto de operaciones es idéntlgg 
al conjunto de las sucesiones (a,) de elementos de A (siendo a, nulo a partir de clertá 
rango), no sucede lo mismo cuando se ha definido la multiplicación de los polinomiesi, 


183. Noción de indeterminada. Notación A[X] 


Consideremos el polinomio siguiente (6; símbolo de KRONECKER) 
ly = (Eros y Sui sti) = (0, e 0, 1, 0, ...) 
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el único coeficiente no nulo de e;,, el 1, está en el (k + 1)-ésimo lugar. Para 
toda polinomio f de $ tendremos 


(5) f= (Ao, ..., Cry 05) nn Y ars 


donde la Y se extiende a todos los índices k tales que az + 0; tenemos, pues, 
una suma de un número finito de términos. Además, observando que 


f= Y ae =0(vkeN) a=0 
k 


tendremos, si f= (4 ..., Gp.) E = Do ., Dx ...), 
f=8g38f—2=00(VkeN)  a,=b; 


luego la representación de f dada por el segundo miembro de (5) es única, 


Calculemos 
Epa = y Cil k 
k 


Ai = > Epidg; 
Ñ iti=k 
ul único caso en que 5pi0,; + 0 es aquel en que (i, 7) = fp, q), de donde 
Eplg = pg 
Designemos por X el polinomio e,; tenemos, para todo entero natural 


kx0: e =X* (k es un exponente); por otra parte (8 182, c), e = 1, de 
donde: 


TEOREMA, 2. — Designando. con X el polinomio (0, 1, 0,-..., 0, ...J: 
1, Cualquiera que sea el entero n la relación (a, e A) 


A TaAX +. + aX. aX = 0 


implica que a, =0 para todo K. 
2. Todo polinomio | de $ se escribe de una manera única 


Í=4+..+ a¿xt +...+4,X", 


darde dp, ..., a, son los elementos de A verificando a, > 0. 


El anillo $ está engendrado por su parte A U(X), lo representaremos 
A[X]; hubiéramos podido representar el polinomio e, por otra letra no em- 
pleada en este estudio, por ejemplo, Y; se ve inmediatamente que los anillos 
ATX] y A[Y] son isomorfos, Diremos que X es una indeterminada, lo que 
justifica a posteriori la denominación de polinomio de una indeterminada dada 
desde el principio de este estudio a los elementos de $. Diremos igualmente 
que todo elemento de A[X] es un polinomio en X con coeficientes en A, 
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Cuando se escribe un elemento f de A[X] en la forma f[ =a, +... + q,¿X" 
(resp. f[=4a,¿X" +... + 4) se dice que f está ordenado según las potencias 
crecientes (resp. decrecientes) (se sobrentiende de la indeterminada X). 


OBSERVACION 


De una manera más general sea A un anillo conmutativo y a. un elemento que ño 
pertenece a Á, de un superanillo B de A, no necesariamente conmutativo, pero que a 
permute con todo elemento de A. ; 

Designemos por A[o] el subanillo de B engendrado por A U faj; A[ou] estará des 
crito por los elementos de la fotma Xa,a*, donde los elementos a, de A son nulos, salvo 
un número finito de ellos. Pueden darse dos casos: 


1.2 Existe al menos una relación (k=1, ..., p, 4,64) 
ly + a+... + 4,0? =0, 


No siendo nulos los a,, se dice entonces que a. es algebraico sobre el anillo A. 
2.2 Cualquiera que sea n (a,¿€ A), la igualdad 


4 FAAH +40 =0 


implica a, = 0 para todo entero k, se dice entonces que a es trascendente sobre A. Vemos, 
pues, que la indeterminada X (polinomio e) de A[X] es trascendente sobre A. (A[a] 
y A[X] son, por otra parte, dos anillos isomorfos). 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. y2 es algebraico' sobre Q y Z; ies algebraico sobre R, Q y Z. 

2. Si K es un cuerpo conmutativo y si a es un elemento de un supercuerpo L de K, 
si a no pertenece. a K y permuta con todo elemento de K, demostrar que las dos 
propiedades siguientes son equivalentes: 

a) e es algebraico sobre K. 

b) Kla] es un subespacio vectorial de dimensión finita sobre K. 

Si n es la dimensión del subespacio vectorial K[al] sobre K se dice que o. es alg 
braico de grado n sobre K y que K[a] es una extensión algebraica de grado n sobre K 
Q[v2] y R[i] (ver ej. 96 y 97, capítulo 5), son dos extensiones cuadráticas (es declf, 
de grado 2), respectivamente, de Q y de R. 

3. Se llama número algebraico de grado n, todo número complejo algebraico del 
grado nm. sobre Q (o sobre Z, que es lo mismo) (ver ej. 151, capítulo 7). Se lar: 
número trascendente todo número complejo trascendente sobre Q (o Z); por ejempl 
se ha demostrado en el último tercio del siglo xtx que e (base de los logaritmos neperlde: 
nos) y z son trascendentes. ES . 


3 Pu, ed 
¿Cuál es el grado de ja +12 sobre Q, de x=vY42+ Y3- sobre Q 


184. Grado de un polinomio con una indeterminada 


A) Noción de grado a 


DeriNIcióN 2.— Dado el polinomio | = La,Xh de A[X7, siendo A un anillo commi 
tativo unitario, se Hama grado de f, lo que se representa grd f, el mayor entero 
que 4, +0. 
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Se deduce de esta definición que el polinomio cero no tiene grado. 
A los polinomios aX" (d, + 0) se les llama mornomio de grado h. 
Los polinomios de grado 0 se llaman los polinomios constantes (veremos 


la causa en el $ 185, a): por la identificación efectuada en el 5 182, €) éstos 
son los elementos no nulos de A. 


Si grd f=m, el monomio a,X" se llama monomio dominante de f y a, el 
coeficiente dominante de f; si a, =1 se dice que f es un polinomio. unitario. 
Sea f y g dos polinomios no nulos, pongamos 


f=% +... +a,X" (a, 0) 
E=b +. .+b,X?  (b,0) 
si np: resulta que f+g0 y grd (f + g=sup (2, p); si n=p y si 


[+2g5x0, se tiene grd (f + g) < sup (na, p) (se tendría la igualdad si y sólo 
si 4, + b, 4 0). 


Consideremos ahora el producto 
Ífe=C0 +... +0X 
la fórmula (2) del $ 182 muestra que 
q>n+p>0=0, — Cap = Gb. 


En el caso general, es decir, si el anillo Á posee divisores de cero, no 
podemos afirmar que C,,p + 0: puede suceder también que el polinomio fg 
sea nulo (ver más 'abajo ej. 1). 


De donde resumiendo todos estos resultados: 


TEOREMA 3.—Sean | y g dos polinomios no nulos de A[X] (A anillo unitario con- 
mutativo): 


1. Si grd fx grd e se tiene 
f+gx0 y  erd(f+8)=sup (grd $, grd 8), 
si grd f=grd g y si +20 se tiene 
grd (f + g) < sup (grd 1, grd 8). 
2. Si fgx0Ú se tiene 
erd (fe) < grd f + grd e. 


b) Caso particular en que Á es un anillo íntegro 


En este caso con las notaciones anteriores, 4,0 y b,x0 implica 
Cuip 52 D, luego f 0 y g 0 implica fg x 0, de donde: 


TEOREMA 4.—Si A es un anillo íntegro unitario, también lo es A[X]. 
Además, si [+0 y gr0 


grd (fg) = grd f + grd g. 
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Determinemos los polinomios inversibles de A[X] (A anillo íntegro uni- 
tario) se tendrá 
fg=1= grd f + grd g=0, 
luego grd f= grd g=0, de donde: 


CoRoLARIO. — $ Á es un anillo unitario, integro, los únicos elementos inversibles 
de A[X] son los elementos inversibles de A. 


OBSERVACIONES 


1. Si se hubiera dado al polinomio cero un grado nulo, para todo f la relación 
Of = 0 daría 0 + grd f=0, 

2. El teorema 1 (8 182) y el teorema 4 anterior. muestran que si Á es un anillo, 
respectivamente, conmutativo, unitario, íntegro, ocurre lo mismo con el anillo A[X]. 
Tales enunciados que «transfieren» ciertas propiedades del anillo A al anillo A[X] se 
llaman teoremas de transferencia, 


EJERCICIOS 


1. En A[X] (A = Z/6Z) dar ejemplos en que grd (fg) <grd f+grd e; dar ejem» 
plos de divisores de cero. E 
2. Siendo Á un anillo conmutativo unitario dotado de divisores de cero, ¿cuáles 
son los elementos inversibles del anillo A[X]? 


185. Función polinómica de una variable. Sustitución de un polinomio en ul. 
polinomio i 


a) Función polinómica 
Sea-f=4%+4X +... +a,X" un elemento de A[X] (siendo A un anillo 
conmutativo unitario), podemos hacer corresponder a toda pareja (x, f) elg» 
mento de A X A[X] el elemento de A . 
o ds A e 
que designaremos f(x): diremos que f(x) se ha obtenido sustituyendo por el 
elemento x de A el X en el polinomio B definiremos así una aplicación 
de A en A: 


DEFINICIÓN 3.—A todo polinomio f=a,+4X+...+4¿X" de A[X] (A anillo 


conmutativo unitario) se puede hacer corresponder una aplicación Fde A en A delh 
nida por 
(Y xe A) (O0=4%+4x+..+0[48= 160) 


llamada función polinómica asociada «al polinomio f.' 


El conjunto de las funciones polinómicas que aplican A en A, y que rep 
sentaremos S(A, A), es evidentemente un subanillo de SF(A, A) (ver Y $ 


ej. 5). 
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Cualesquiera que sean los polinomios f y g de A[X] y el elemento ) de A, 
las reglas de cálculo en el anillo A, muestran que para todo x de A 


+ gg0) =10) + e), FO) =FJ86), — ANC) = MG) 


luego 
iaa fe=fb  M=M. 
Las dos primeras igualdades prueban que la aplicación q de A[X] en 


S(A, A), definida por p(f) =f es un homomorfismo de anillos; al estar 3(A, A) 


descrito por f asociada a f, este homomorfismo es suprayectivo, pero en general 
no es inyectivo (ver ej. 1 más abajo). Indicaremos en el $ 192 un caso en que 
este homomorfísmo es un isomorfismo (lo que sucede con A=R como lo 
recuerda la observación siguiente). 

A los polinomios identificados «4 los elementos de A están asociadas las 
funciones constantes de S$(A, A), de donde que el nombre de polinomios cons- 
tantes dado a los polinomios MA€A) sea un abuso de lenguaje. 


OBSERVACION 


Supongamos Á =R. En elemental se definíen dos nociones distintas: identidad y 
equivalencia de dos polinomios y se demostraba (o se admitía) que cada una de ella 
implicaba la otra: se trata, en efecto, de dos igualdades, pero en dos conjuntos diferentes 
lu identidad es la igualdad en REX], la equivalencia es la igualdad en $(R, R). Se dice 
iambién que algunas veces que f(X) = g(X) es una igualdad formal y (dxeR) 100 = £(%) 
una igualdad numérica; de donde el mombre de «polinomio -formal» que dan ciertos 
nutores a los polinomios: no lo haremos aquí, los términos «polinomio» y «función 
polinómica» son suficientemente claros para no tener que introducir un tercer término, 


b) Prolongación de una función polinómica a un superanillo de A 
Podemos prolongar 7 a un superanillo conmutativo B y A, la prolongación 


(ver 8 16) de a B tiene por valor f(x) definida por (siendo do .-., €, elementos 
de A) 
(WxeB  f)=a4+ax+.. +00" B, 


Diremos también que f(x) se ha obtenido al sustituir por el elemento x de 
H la indeterminada X en f elemento de A[X]. 

En particular se puede tomar B=A[XT que es un superanillo conmuta- 
tivo de A (8 182, c), luego: f=a+0,X +... +a,X"€ A[X], ge A[X] 
implican 

(9) =w%+48+... +08. 


Se dice que se ha sustituido (a la indeterminada X) por el polinomio g en 
v! polinomio f. 
En particular se puede sustituir el polinomio g=X en f, luego todo poli- 
uomio de A[X] puede «escribirse 
f=H(X). 
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OBSERVACION 


Se puede igualmente suponer B no conmutativo a condición de no sustituir más que 
los elementos x que permutan con todos los elementos de A (ver ej. 5 más abajo). 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. A=Z/2£; al polinomio f = X?—X está asociada una función polinómica defl. 
nida sobre A, nula para todo elemento de A, y, sin embargo, X?—-X no es el polinomio 
nulo. 

Formar un polinomio de coeficientes en A = Z/nZ no tulo y tal que la función 
polinómica asociada sea nula para todo elemento de A. 


2. Demostrar que en general f y g “siendo dos polinomios de A[X], f(g) + g()). 
3. Demostrar que grd [f(2)] < (grd f(grd £); si A es íntegro hay igualdad. 


4. Si 7 Z FE son las funciones polinómicas (aplicando A en A) pa respectiva: 


mente, a los tres polinomios f, g, h =f(g) de A[X], demostrar que h= 7 oz. 

5, Sea K un cuerpo conmutativo, E un espacio vectorial sobre K y B= £(E) el 
anillo de los endomorfismos de E, Demostrar que si f es un endomorfismo de E,-. 
el subanillo B” de B: engendrado por K y f es conmutativo. Deducír que a todo poll» 
nomio P=4,+4/XX+...+0,X" de K[X] se puede hacer corresponder el endomor+ - 
fismo de E 

Pf = 4 + a +.o+ a,f”, 


con para 1n>1, fi=fM-lof Si P y Q son dos elementos de K[X] y PQ su producto, 
demostrar que 
PO) = PA o ato. 


Rehacer el estudio precedente con B= M,(K), reemplazando f por M(f). 


186. Polinomios con varias indeterminadas 


a) Anillo A[X,, ..., Xp] 


Sea A un anillo conmutativo unitario, A, = A[X] es igualmente un anillo ' 
conmutativo unitario; consideremos Az = A,¡[Y], es decir, el anillo de lo 
polinomios con una indeterminada y con coeficientes en Aj. Hemos designado - 
la nueva indeterminada por Y, se la podría representar por otra letra, salvo X, 
ya empleada (ver $ 183, a). En A[X], por identificación, hemos obtenida 
A c A[X], tendremos igualmente por identificación 


AcAi=A[X] < A,= A[Y] 


luego los elementos céro y unidad de A, son, respectivamente, iguales a log 
elementos cero y unidad de Aj, luego de A, es decir, 0 y 1. Todo elemento 
de A, puede escribirse 


¡1000 = (Qax ) Y = 3,2 a00Y 
] 1 i 01 
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donde los f(X) (elementos de A, = A[X]) son nulos, salyo un número finito 
de ellos, lo mismo que los a felementos de A). El último miembro de las 
igualdades precedentes se ha obtenido aplicando las reglas de cálculo en un 
anillo (ver 3 91, e). Siempre según estas reglas, siendo A, conmutativo 


go pr qu 


con 200 = 2, a. perteneciendo a A¡= A[Y]; acabamos de probar que 


q elémento de A,= A/[Y] es elemento de A¿= AX] con A; = A[X], 
== A[Y], se probará igualmente que todo elemento de A; es elemento 
DA Az, luego A,= A;; representaremos estos anillos idénticos por A[X, Y]. 


TEOREMA Y DEFINICIÓN 1/.— Si A es un anillo commnutativo unitario, los dos anillos 
conmutativos unitarios APX][Y] y A[Y] [X] son iguales, se les representa por A[X, Y]. 
Este último anillo se llama anillo de los polinomios con dos indeterminadas y de coefi- 
ciente en A. 


f=0 implica para todo ¡ de N, f(Y) =0 (o para todo ¿ de N, g(X) = 0), 
es decir, para todo (i, j) de N?, aj; =0, de donde: 


TEOREMA 2”.— En el anillo A[X, Y], siendo los a elementos de A nulos, salvo un 
número finito, es ' 


1. IS =0=> (vi ¡8 Na; =0. 
ii 


2, Todo elemento f de A[X, Y] se escribe de una manera única 


f= y > a X'Y. 
OBSERVACION 


Sea B un superanillo de A no forzosamente conmutativo y a y B dos elementos de B, 
no pertenecientes a A, pero permutando entre sí y permutando con todos los elementos 
de A, designemos por A[a, $8] el subanillo de B engendrado por Á Ufa, B). 


Si a, oiBi =0 (a,,s A) implica 4, == 0 para toda pareja de enteros naturales (i, j) 
ij ij p Ú P 


103 E 
diremos que a y 8 son algebraicamente independientes sobre A. Por ejemplo, las indeter- 
minadas X e Y son algebraicamente independientes sobre A (teorema 2”). Se ve fácil 
mente que si a y B son algebraicamente independientes sobre A, Afe, B] y A[X, Y] 
hon dos anillos isomorfos; A[X, Y] es, pues, el anillo engendrado por A U(X, 


Definiremos igualmente por recurrencia, el anillo de los polinomios con p 
indeterminadas X,, ..., X, y con coeficientes en A poniendo 


(k Ps 2, ..., p) A[X, ..., X:] == A[X, ...p XeJ1X] 
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se ve fácilmente que 
A[X,, .., Xp] = AlXam 57 Xs(9)] = ATXu1) as XA 41 musa Xo(p)] 


en donde o es una permutación de [1, p] y n tal que l <n<p. Todo poli- 
nomio f de A[X,, ..., X,] se escribe de una manera única 


=> E Na, 10 0 
ú ip 


donde los coeficientes Gi (elementos de A) son nulos, salyo un número 
finito de ellos y f = 0 implica Ga... 0 para toda p-étupla (1, ... tp). 


b) Grados parciales. Grado tota). Polinomios homogéneos 


Derinición 3. — Dado f = y Lt A Xt se llama grado parcial de f, ré4 
pecto 4 X,, (l=m=<p) el hayor de Tos enteros i,,, para todas las p-étuplas (i, .. 0 
tales que a, 0 y grado total de f el mayor de los enteros i, +. A para todas 


dp 


las p- cdtuples. A 1) tales que a, 0, se representa rd bi al grado total. 


El grado parcial de f respecto X,, es, en consecuencia, el grado de f conside- 
rado como polinomio en X,, y con coeficientes, en A[X,, ..., de $ ed «sy Kg] 
si 1<m<n, en A[X,, ..., X,] sim=1 y en A[X; ..., Xp 1] sim= =4 

Observemos que el polinomio O no tiene grado (ni total, ni parcial), la 
propiedades de los grados dadas en el teorema 3 del $ 184 son también 
exactas para los grados totales y para los grados parciales respecto a unk 
misma indeterminada. 

Se dice que a, ,Xp..X» (a, , 0) es un monomio, su grado tot 
es +... Hi Todo polinomio es una suma de monomios. 


DEFINICIÓN 4.-— Se dice que un polinomio de ATX,, ..., X,] es homogéneo" de grad 
total n si es suma de monomios de grado n. 


Sea f un polinomio de grado total n, designemos por A, (0 <m <n) 
suma de sus monomios de grado m (h,, puede ser nulo, pero h, > 0, si mp 
grd f<n); se tiene, pues, y esto de una manera única, 


f=h+..+h+..+h, 


h, se llama la parte homogénea de grado m del polinomio f. 

Se puede ordenar un polinomio de A[X;, ..., X,] de múltiples manel 
Hemos ya visto que todo elemento de A[X, Y] puede ordenarse según 
potencias crecientes o decrecientes de X (resp. Y), por ejemplo, para px, 
de segundo grado (a, b, c, d, e, f elementos de A) o 


p(X, Y) =4X2 + (Y +0)X+d +0 +f 
AX, Y) =dN+0X+oOY ++ c+. 
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Se puede también escribir 
PX, Y) = (aX? + DXY + dY) + (cX +e0+f 
y en general por f de A[X,, ..., X,] 
FX, ..., Xp) a háX,, ...y Xp) 
2 


con h; homogéneo de grado k en X), ..., X,. Nos basta entonces ordenar los 
términos de un polinomio homogéneo. 


Diremos que el monomio aXi...X? (+... +1, =k) es menos alto (o de 


altura más débil) que el monomio PX%...XP (+... +j=*k) si (y, ... 1p) 
us anterior a (f1 ..., jp) en el orden lexicográfico, (ver 8 24, c); siendo las 
indeterminadas las letras de un alfabeto Xy, Xz, ..., Xp dadas en este orden 


los monomios 


OXPXB O. Xi mA XX Xp 00 Xy 00 X, 
CS O a, RR: RE 


ij letras iz letras ip letras 


ustán también clasificados según su altura, como las palabras de un diccio- 
uario (naturalmente algunos de los enteros iy, ..., 1) pueden ser nulos). 

Se constata inmediatamente que todo polnamid no nulo tiene un monomio 
línico de altura máxima y que si A es íntegro el monomio más alto del pro- 
ducto de dos polinomios homogéneos no nulos es el producto de los monomios 
más altos de cada uno de los dos factores. 


FJEMPLOS Y EJERCICIOS 


l. Ordenar por orden de altura decreciente los polinomios homogéneos de grado 
?/, + 0 4 de dos o tres indeterminadas. 


2. Si Xy (<= is<n 1:<j<mn) son 1 indeterminadas se pone 


A O 
Air + Xpop) = y o) + Apia) = 
€ En : ' 
, O 
MX, o Xp) es un polinomio con m2 indeterminadas con coeficientes en todo anillo 


vonutmutativo unitario A, se le llama el determinante de las n? indeterminadas X,, 
hutuogéneo de grado nm y es de grado parcial 1 respecto a cada indeterminada. 

Se puede sustituir a k de estas indeterminadas Xi, por k valores de Á se obtiene 
ún polinomio con r2¿—k indeterminadas y con coeficientes en A. 

i, ¿Cuál es el número de términos de k,(X, Y)? (A, homogéneo de grado 1). Dedu- 
ele el aúmero de términos del potinomio f(X, Y) de grado total +. 

las mismas preguntas para h,(X;, .... Xp) homogéneo de grado n y fX, .... X,) 
de prado e (utilizar el ejercicio 37, final del capítulo 2). 


ip Ss 
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c) Caso en que el anillo A es íntegro 


El teorema 4 del 8 184 y un razonamiento por inducción nos permite 
enunciar: 


TEOREMA 4.—Si A es un anillo integro unitario, también lo son todos los anillos. 
AX Xp] cualquiera que sea el entero p. , 
Además, «si f y g son elementos no nulos de A[Xy, ..., Xp] 


grd (2) = grd (J) + grá (g). 
d) Función polinómica de varias variables 


Sea ¡=D Da, Y .. Xt un polinomio de A[X;, ..., X¿] (A anillo 


il ip 
conmutativo unitario) y (xy ..., x,) un elemento de A”, pondremos 
FA, ..d5 Xp) 7 > pes Das. ... x 
i la : 


diremos que hemos sustituido por x; de A la indeterminada X, para todo id 
[1 pl Definimos así una aplicación f de A” en A poniendo 

(Vo 0, Ap) SAP) Ha 0 2) = O 00 1) E A 
Fes una función de p variables llamada función polinómica de p variabl 


asociada al polinomio f. Designemos su conjunto por S(A”, A); como en 
caso de p=1 se ve que q, aplicación de A[X,, ..., X,] en $(A?, A) definid 


por p(f) =%F es un homomorfismo suprayectivo de anillos. 
Si Xp «+» xp pertenecen a un superanillo conmutativo B del anillo A, pod 
mos definir el elemento f(x, ..., xp) de B poniendo también 


... ¡ 4 o 
fa Yp) => : Di. a 
h to 


se dice también que xi, ..., xp han sustituido, respectivamente, las indetari 
nadas Xy, ..., X, en el elemento f de A[X;,, ..., X,]. Podemos en partle 
tomar B=A[X,, ..., Xp], luego dados p +1 polinomios (elementos de 
f Zo -<» 89 podemos definir fig, -.., £p) Se puede tomar g, = Xp, 
h=1, 2, ..., p, de modo que todo elemento f de A[X,, ..., X,] p 


escribirse 
f=f(X, a X,). 


e) Propiedades de los polinomios homogéneos 


Sea fi, un polinomio de grado sm, elemento de A[X,, ..., Xp], siende 
una p + 1-ésima indeterminada, en A[X,, .... Xp Y] tendremos 


HAY, y AO) =R YX 0 Ap) 
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recíprocamente sea f un polinomio de A[X,, ..., X,] tal que en el anillo 
A[Xs -, Xp Y] se tenga 


[OUY, 0. KpY) = Y[(%,, ..., Xp). 
Si fx 0 el grado total de f(X;, ..., Xp) es igual al grado parcial de 


fAUY, .... X,Y) relativamente a Y, luego a nm. Escribamos (%, homozéneo 
de grado £) 


f=khx+*... + hi + ... + A, 
ubtendremos, teniendo en cuenta la igualdad dada y de la propiedad de 
hh(k=0,.., 2) 
[Y, ... XV) =D) YM 0 Xp) = DR 0 Xp) 
k=0 £=0 
luego A, = 0 para todo k tal que k xn, de donde: Un polinomio f, elemento 
de AIX,, .... Xp] es homogéneo de grado n si y sólo si 
(AY, -.., A, = YA o, Xp) 


en el anillo A[Xj ..., Xp Y], siendo Y una p + 1-ésima indeterminada. 
A todo polinomio f de grado n de A[X,, ..., X,] asociemos el polinomio 
'= p(f) definido por (R,, es la parte homogénea de grado m de f) 


n 
EXy 0 Xp 1) = DK 0 XT 
l' es un polinomio homogéneo, de grado n, de A[X,, ..., X,, T], donde T 
vs una p + 1-ésima variable llamada variable de homogeneidad. Si designa- 


mos por H,.,, el conjunto de los polinomios homogéneos con coeficientes en 
A y de p + 1 indeterminadas X,, ..., Xp, T definimos así una aplicación 


P:A[Xo .. X.]>Host 
Por otra parte, a todo polinomio G(X;,, ..., Xp, T) de H,,, asociemos el 
polinomio g=(G) de A[X,, ..., Xp, T] definido por 
EXr, o) Xp) = Gp, Xp, 1) 
Wefiniremos así una aplicación 


y : Hors —>A[X;, ..ip Xp]. 


Estas dos aplicaciones permiten, pues, pasar de un polinomio no homogéneo 
von p indeterminadas a un polinomio homogéneo de p +1 indeterminadas 
H  reciprocamente. 

Desgraciadamente y y Y no son biyecciones y no son recíprocas una de 
uri (ver ej. siguiente). 


211. -- ALGEBRA 
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EJERCICIOS 


4. Se pone f=X?*4 Y24 2X—3Y +5, calcular F=q(f) y WE). Se pono 
G= TO 4 Y3 4 2XT2—3YT2 + 573, calcular g=4(G) y q(g). 

5. Demostrar que Y og es la identidad de A[X,, ..., Xp], deducir que p es inyéo 
tiva y Y suprayectiva (ver $ 15, ej. 1 y 4, fin del capítulo 1). 

Demostrar que q no es suprayectiva y que Y no es inyectiva. 

Determinar PA[X,, ..., X,]) = H/,, deducir una biyección q” de A[X,, ..., X,1 
sobre H; +1 Y su recíproca y” = (971. ; 


ll. Estudio de K[X], K cuerpo conmutativo 


Designaremos, respectivamente, por O y por 1 el cero y la unidad del cuerpo K 
Algunos de los resultados demostrados son válidos en casos más generales, lo señalaremo 
eventualmente en la teoría o en los ejercicios. 


187. Espacio vectorial y álgebra K[X] 


a) Siendo K un cuerpo conmutativo, las propiedades traducidas por lan A 
relaciones (4) (8 182) y el hecho de que, para la adición, K[X] es un grupo ; 
abeliano, muestran que K[X] tiene una estructura de espacio vectorial sobre 
K. Por otra parte, el teorema 2 (8 183) muestra que (1, X, ..., X”, ...) es unk 
base del espacio vectorial K[X]: es una familia libre y engendra K[X]. 

Finalmente cualesquiera que sean los polinomios f, g de K[X] y el ele 
mento A del cuerpo K 

Añe = 08) = Mig) : 


luego: 


TEOREMA 5.—Siendo K un cuerpo conmutativo, el conjunto K[X] provisto de lá 
operaciones (d, 2>(+ 8) y (, f)>Af tiene una estructura de espacio vectorial sob 
K, y es de dimensión infinita numerable; (1, X, ..., Xu, ...j es una base llamada bam 
canónica de K[X]. 

Provisto, además, de la multiplicación (f, g)—>fg, K[X] tiene una estructura d 
álgebra sobre K. 


Por abuso de notación, representamos por K[X] el grupo aditivo, el antilg 
íntegro (8 184, teorema 4), el espacio vectorial sobre K y el dlgebra sobra K 
de los polinomios con una indeterminada X y con coeficientes en el cuerph a 
conmutativo K. 

b) Siendo K un cuerpo conmutativo, consideremos el subconjunto 8. 
K[X] descrito por el polinomio nulo y los polinomios de grado inferior 
igual a n. 
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Por abuso de lenguaje diremos que $, es el conjunto de los polinomios 
de grado inferior o igual a nm. 


Cualesquiera que sean f y g de 8, y A de K 
[+88 AE 


$, es, en consecuencia, un subespacio vectorial de K[X]; por otra parte, 
está descrito por los polinomios %) +4 X +... +4,X”. Está, pues, engendrado 
por los 1 +1 polinomios 1, X, ..., X” que son independientes, luego: 


COROLARIO, — Siendo K un cuerpo conmutativo, el conjunto de los polinomios de 


K[X] de grado inferior o igual a n es un subespacio vectorial de dimensión n +1 del 
espacio vectorial K[X]. 


c) Consideremos una sucesión finita estrictamente creciente de enteros 
pusitivos 


A 
y p polinomios f,,. ..., f, no nulos tales que 
M=1l Pp grd(f)=5 
«que son independientes; en efecto, sea 
f= O a E TS Mis, =0 
el coeficiente dominante de [ es único: es el de k,f,, luego A, = 0, resulta que 
Xabi E Fdo, 20 


“e tendrá, pues, igualmente 4, ,=0, -.., A 


is1 


1 =0, --, A,=0, luego: 

TEOREMA 6, —Siendo K un cuerpo conmutativo, toda familia de polinomios [, no 
nulos de K[X] tales que grd (f,) =h, siendo distintos dos a dos los grados de los 
polinomios, es libre. 


COROLARIO. -— El espacio vectorial 8, de los polinomios de grado inferior o igual a n, 
von coeficientes en el cuerpo conmutativo K, admite por base toda familia Tos... fi. fa 
de polinomios tales que grd (f,) =h, para todo h de [0, n]. 


EJERCICIOS 


1. Siendo K un cuerpo de características nula demostrar que hay una familia única 
Wo. 6, de elementos de K tales que para todo polinomio f de grado <Hn de K[X] 


OO = 0) +0 + XX D + 0 a XX 1). (214 1). 


Calcular %y ..., 4. Generalizar reemplazando 0, 1, ..., R—1 por n elementos dos 
a dos distintos del cuerpo K, 

2. Sia y bd son dos elementos distintos de K demostrar que todo polinomio de 
prado 2H de K[X] se escribe de una manera única 
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X= 5 aX — ayu EX e Dyk, 


ks-n 


3. En K[X] se consideran los polinomios Aj, A, de primer grado y linealmente 
independientes y los polinomios By, B,, B, de segundo grado linealmente independientes, 
demostrar que Ap, Ay, (Bp)?, B¿B,, BpB, son independientes, ¿Qué subespacio de K[X]' 
engendran? 


Generalizar (se observará que si P,, P,, ..., P, son de grado 1 y linealmente indepcn- 


dientes engendran el mismo subespacio de K[X7] que (1, X, ..., X,). 


188. Derivación en K[X]. Fórmula de Taylor 


a) Derivación en K[X] 


DEFINICIÓN 5.— Dado un polinomio | de K[X], K cuerpo conmutativo, se llama 
polinomio derivado de f, y se representa Dj = f', el coeficiente de Y en el polinomio 
HX + Y) perteneciente al anillo K[X][Y] de los polinomios en Y con coeficientes 
en K]X]. 

El polinomio K% definido por [VD =f", ..., [0 = [f*-0]! (> 1) se Hara polinomio” 
derivado k-ésima de f. 


Se tiene, pues, Df =f%, con Di=D y D'= D'-loD (k>1). Sea f un 
elemento de K[X], tendremos 
KX + Y) = gX) + gl) Y +... + go XJY? 


sustituyendo Y por (O obtenemos f(X) = gX) y por definición 8,09) = F'(X), 
(h(X, Y) e K[X, YT) 


AX + Y) =/KX) + POYY + h(X, Y)Y? 


dicho de otro modo, f(X + Y) —f(X) — Yf(X) es divisible por Y? en el anillo f 
K[X, Y], escribiremos A 


0) (4 WM =/00 + Yf 00) (mod Y?, 
Recíprocamente, toda relación en K[X, Y] 

[X + Y) = 100 + YO (mod Y) 

implica f, =f', luego la relación (1) determina el polinomio derivado f' de f, : 

OBSERVACION 


Supongamos K =R y sea fla función polinómica asociada a f, tendremos (Xx, y 


Ta + y) — 1) = yo + Rx, yy? 





lo que implica 


tion LEAN = Poo, 
32 y 





CARA 
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lucgo si K= R la derivada de F asociada a | es la función asociada al polinomio derivado 
tul como acabamos de definirlo. 


Sea un segundo polinomio g de K[X] y A un elemento cualquiera de K, 
tendremos 


104) EX + Y) = 00 + Y900) (mod Y?) 
de donde 
[004 Y) + 80% + Y) 0 $00) + 200 + YI) + 808) (mod Y3 
MO + Y) = 1400) + Y[00)] (mod Y?) 


(A+ ValX + Y) = [002X) + Y[P()E0S) + [008009] — (mod Y?) 
luego: 
TEOREMA 7.— Siendo f, g dos polinomios cualesquiera de K[X] y A un elemento 


cualquiera del cuerpo K: 


LAO =F 42 OY =AJ, US = Fa + de, 
2. La aplicación D definida por =>D(f) = f' es un endomorfismo del espacio vec- 
torial K[X]; también lo es DE definida por D'=D y Dk=D*-1o0D pera k>1. 


Las fórmulas (1) muestran que D es una derivación en el álgebra K[X] 
tal como la hemos definido en el ejercicio 168 del capítulo 7. 


Aplicando la definición y los resultados anteriores vemos que 
(a, o di dy EK y k € N) 
(Y =0, (A =1L Qy =2X, ..., (Xy = kxé1 
(dy +FAX+.. +7 =4 + 20X +... + na,¿X"L, 
ATENCIÓN: La relación f' = 0 no caracteriza los polinomios constantes (0 y 
los polinomios de grado nulo); en efecto, si K es de caracteristica p «0, 


(Xy = pX?-1=0 (ver ej. 1). Supondremos en todo el resto de este párrafo 
salvo mención contraria— que K es de característica nula. 


b) Grado de los polinomios derivados sucesivos. Fórmula de Taylor 


Sea k un entero estrictamente positivo, se ye fácilmente por recurrencia 
l<h<k=>(X80 =KkKk—1) ...(k—h+1)X%+ 
h>k=>(X590 =0 
en particular (X= El 


La aplicación f—=>D*“f) =f% siendo un endomorfismo del espacio vectorial 
K]X], si K es de característica nula y f un polinomio de grado n 


l1<h<n>egrd fW0=n--h 
h>1=2[/9=0, 


Sea E el espacio vectorial sobre K descrito por los polinomios de grado 
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inferior o igual a 1: dim E=2+1 y (1, X—a, ..., (X—a)y) (asK), es: 
una base de E (ver 8 187, c); luego para todo fe E : 

FS) = do + AMA) + dl a) + AX — a)" 


calculemos la k-ésima derivada de los dos miembros tendremos, siendo g E 
un elemento de K[X], J 


(0%) =E114 + (XDR) 
Sustituyamos por a la X, obtenemos 
(0d) = 12 
de donde: 


TEOREMA 8. —Siendo K un cuerpo de caracierística nula, y j un elemento de K[X] 
de grado n, si 1< sh <n [MW es no nulo y de grado n—h, si h>n, [4 es nulo. 
Para todo aeK y todo polinomio f de grado n de K|X] 


—ak — ta 
2 oo 07 Oe pe 


(fórmula de Taylor para los polinomios). 


6%) = (0) + AD (0 +... + = 


EJERCICIOS 


1. ¿Cuál es el núcleo de D, endomorfismo del espacio vectorial K[X]? (Discutifi 
según la característica p del cuerpo K.) ¿Cuál es el núcleo del endomorfismo D* (k > 1 
2. Extender la derivación de los polinomios al anillo A[X] (A anillo conmutativó; 
unitario) utilizando la relación (1) en el anillo A[X, Y]. ¡ 
3, Demostrar la fórmula de TaYLOR sin utilizar la estructura de espacio vectorial df 
K[X]. Observar que para todo a de K y h de N, X? = (X —a + a)%, Aplicar la fórmulkl 
de TarLor a A[X] (A anillo conmutativo, unitario, de característica nula). 
4.. Sea.feK[X] geK[Y] se pone h(Y) = f(g), demostrar que OD =P EY 


189. División euclídea de los polinomios 


a) Caso en que f es divisible por g = 0 


Siendo K un cuerpo conmutativo, K[X] es un anillo unitario íntegro 
que se aplica el teorema 2 del $ 98: si el polinomio f es divisible por g 
f pertenece al ideal principal (g) y existe q único tal que f= gg, siend 
nulo si y sólo si f=0. Supongamos f 40, gx 0 y f=g8g, se tendrá 


egrd q =grd f—grd g=>0 


busquemos q por el método de los coeficientes indeterminados, suponie 
f y g ordenados respecto a las potencias decrecientes de X 


f=a, XP +... +0. g=b,X"+..+b, 
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con db, 7 0 y nm (siendo las c, incógnitas) y 
q= O Cn Co | (Cm Á 0) 
tendremos 
(a,X" ARCAS do) 7 (b, X" Tala by (Cy Am est Co) 
de donde : 
Ey = a > Cum = A 
Consideremos los polinomios 


, En a" 
hh == a AN E 5, XX 








tenemos 
f. = EQ 
vo bien f,=0 y entonces q, =0, o bien f, 0 y entonces q, 0 y 
grd q, = grd f, —grd g=0 


podemos calcular, como, más arriba, el coeficiente dominante de q, que es el 
segundo coeficiente no nulo de q (ordenado con relación a las potencias de- 
crecientes). Haciendo esta operación un número finito de veces obtendremos 
tados los coeficientes de q. úl 


b) Existencia y unicidad del cociente y del resto en la división euclídea 


Supongamos siempre f y g distintos de “cero, pero f no divisible por g: 
no existe q tal que f—ggq =0, consideremos el conjunto de los polinomios 
f”— -gp en donde p recorre K[X], hay entre todos ellos los polinomios p tales 
que f—gp 0, luego los polinomios q tales: que 


(vpeK[XD  grd (f—8g) < grd (f— gp); 


un efecto, el conjunto de los grados de f—gp es una parte de N; fiene, en 
“onsecuencia, un elemento menor. Sea | este grado mínimo y q uno de los 
polinomios tales que grd (f —-gq)= l, pongamos 


[=02X +. +% (a, 0) 
E=byX "+. bdo (Bar 0) 
Íígegq= «aX +..+0 (e; 0) 


Veamos que ¿<< m; supongamos [> 1, el polinomio 


e e Xi-m 
p=q ba, 
wi tal que 


€ 
=p = ES +... + 


E luego f— gg no sería de grado mínimo. 
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Resulta inmediatamente que q es único. Supongamos, en efecto, que exist 
q y qí tales que 
q—q%0, grd (80) <grd 8, grd (f--8q1) < grd g 
se tendría (8 184, teorema 3) 


a—qa0 y  grd [f— gq —(f —8q0] = grd [elq -—-q)]<grd g 


lo que es imposible, de donde poniendo f—gq =" e incluyendo el caso en 4 
que f es divisible por g: 


TroremMa 9.—Siendo K un cuerpo conmutativo y | y g dos elementos de K[X], 
(8 + 0), existe un par único de polinomios q y r tales que 4 


(D) i=gg+r y  (r=0 0 grdr<grd g). 

La operación que permite pasar de la pareja (f, g), 0 a la pareja (q, Y 3 
verificando (D) se llama la división euclidea de los polinomios o también la $ 
división de f por g ordenados según las potencias decrecientes de X; q y r H 
se llaman, respectivamente, cociente y resto en la división euclídea de f por Ei a 


(D) se llama la igualdad de la división euclídea. (ATENCIÓN: No olvidar l : 
condición relativa a los grados.) 


e) Cálculo efectivo del cociente y del resto 
Observemos que si grd f<grd g se tiene 
f=g0+f  grd f<grd g, 
luego q=0, r=f. 
Supongamos, pues, grd f > grd g 
[== +... +% (a, 0) 
E= BMX" 4H. + by (Om 7 0) (m < 1) 
y operemos como lo hemos hecho para buscar el cociente de f por g cuando! 
f es divisible por g. a 
Consideremos él monomio mm, cociente del monomio dominante de f po 
el monomio dominanté de g sea mo = (a, /D, X=", pongamos 


(1 f =F— mg. 


O bien f,=0 y f es divisible por 8, siendo el cociente mo O bia 
erd f.<grd f. Si grd f. < grd g la operación está terminada q = my r=f 

Supongamos, pues, f 0 y erd f =grd g, podemos calcular el onam| 
m, cociente de los monomios dominantes de f, y de g, pongamos 


(2) h=f,— mg 


con f,=0 0 grd f.<grd f.. Si f. + 0 y grd f, > grd g podemos recomen | 
la operación. Supongamos que por este procedimiento se haya hallado 


(9) Te = fh1 — Mh18- 
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lu operación se podrá seguir si f, 52 0 y grd f, > grd g. Como 
grd fh <grd f1<...<grd f,< grd f, 
hay un entero máximo k tal que 


(4) fe =Fi-1 — Mi-18 
vun 


no (f 0 y grdf¿>grd go(f,=0 o grd f.<grd 8) 


memos miembro a miembro las igualdades de (1) a (k) obtenemos 
hi=f—(M+..+mg  (6=0 o gra f,<grd g), 


luego según el teorema 9 
q=mMm>+..+mM r=f, 


PUIEMPLO 
Efectuar la división euclídea de f por g 


J=3X5 4 XI9—6X?245X—I, ¿=2xX—X+1 








f=  3X54X —6X+ 5x1 |2X= X+1=g 
3 3 A 
—Mg= —3X + —X3— —X2 3er dx 
a > 2 2 4 id 
f, = M8 = x0+ 0 0 + 5X— 1 
1 1 
ao = —X4 + —X2— —X 
de 2 2 
3 9 
= jj], —mM¡ = —X3— 7X4=X— 1 
fa Í, 18 3 z | 
3 301 
vaca = —x + —Xk—— 
ds BECA 
| 
21 Toi 
=f == ff — Mé = TI 
rf, fa 8 a rá 


Se puede simplificar la escritura efectuando de memoria el producto m,g y la sus" 
Iracción f,— 1,8 i 





f =3X3+X — 6X+ 5xX— 1 2XX 4 1=8 
3 15 
f = ME ESE 5X— 1 + Xx q 
h= Ao RE ds 
2 2 
r= = IAE 
4 4 


E Se procurará dejar los lugares vacíos correspondientes a los monomios con coefi- 
E elentes nulos. 
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d) Caso en que K es un anillo conmutativo unitario E 


Se observará que en el cuerpo K, las únicas divisiones efectuadas son las 
divisiones por D.,, coeficiente dominante de g (en la búsqueda de los monomios 
Ma Pay y Ms «y Mp). Luego la teórica y la práctica se aplica a todo par de $ 
polinomios de K[X], K anillo conmutativo unttario con la condición de que 
el coeficiente dominante del polinomio divisor g sea inversible en el anillo K; 
este es el caso si g es unitario, 


EJEMPLO 


División por X—«a. En el anillo A[X], A añillo conmutativo unitario, efectuar la E 
división euclídea de 3 


0D =0,Xt 4 a, ¡Xd 


por X—a; el resto es nulo o de grado cero, el cociente es de grado n-—1, de donde 4 


CA reA) 
aX y MT o E GN AX 0) er 
con 

da Haza 4-1 €, 

E o PO Ga = Ba 091 
E E TE E 

4 =4% —4, dy =4 +4 

dy =Y  —0%, ro =4 + 


Por ejemplo, dividir [(X) por X+2:=X-—(—2) con 


FX) =5X5— 2x4 X4 7X— 3 
se obtiene 
AX) = 5x4 10X3 + 18X? — 35X + 77, r=-— 157 


este método es muy simple por calcular el resto de f(X) por X-—«, que no cs otr 
que fía); en efecto, la relación y 


00 = 00 (X— 0 + +00 


"da, sustituyendo X por a, r=J(a). 


EJERCICIOS 


1. Efectuar las divisiones euclídeas de f por g en Q(X) con 


a) f=7—X342X—4, —g=2X—3X—5 
bjf= Xi—1, g= X3--1, 


2. Calcular fía) para los polinomios f de (0[X] o C[XJ) y los escalares « sigulent , 


a 1=2X*—5Xi48X, a==38e0 
bb f= 4x2 4x2 e=—i—iseCc. 
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3. Hallar el cociente de (X— 23 + (X—1)—1 por (X—1)(X—2). 
4. Verificar las igualdades siguientes válidas en A[X]. anillo conmutatiyo unitario 
(as A, neN) 
A (X—a) (xa-1 + axn-2 +. + aRxXn=h-1 ++ qu-1) . 
xi —Á e — (Xx + a) (XA 1— qxn-2 ++ (—grxnu-h-1 eat a aji) + ar[(— 1)" + 1]. 
O TO O A O A 
Nat = (X 4 a) (XML XP (E a xo e (AU a) + ar [(— Da + 1] 


, 


Hacer explícitas estas fórmulas para 2<Hn< 53. 

5. Hallar el cociente q, de f = X"+L—(n + 1)aX" + natti por (X—a), después el 
cociente q de q) por X-—a; deducir una igualdad en A[X] (A anillo conmutativo 
initario). 

6. ¿Se puede efectuar la división euclídea de f por g con 


di f=6X3+X247X  g=3X24+2X—1 
un í 


190. Divisibilidad en el anillo principal K[X] (K cuerpo conmutativo) 
a) TEOREMA 10.-—Siendo K un cuerpo conmutativo, el anillo K[X] es principal. 


Sabemos ya (8 184, teorema 4) que K[X] es un anillo unitario íntegro. 
lis suficiente demostrar que todo ideal Y de K[X] es principal (8 94, c). 

Sea 1 (0), hay en 1 polinomios no nulos, el conjunto de sus grados 
«mite un elemento mínimo », sea f un polinomio de I que tiene este grado 
minimo, 

Consideremos un polinomio arbitrario p de l, efectuemos la división euclí- 
dea de p por f 


p=fq+r, (r=0 o grd r<grd f); 


ahora bien, r =p —-fq pertenece a 1; luego, siendo f de grado mínimo en l, 
vs imposible que grd r<grd f, luego r=0 y p=fg, luego I= (f). 

Si Il (0) es tal que 1= (f) = (8), el teorema 2 (8 98) y el corolario del 
ivorema 4 (8 184) muestran que existe 10 de K tal que g=Af, luego: 


CoroLARrIO. — Siendo K un cuerpo commutativo, a todo ideal 1 (0) de K[X] se 
puede asociar un polinomio unitario f no nulo, único tal que 1= (f). 


Se deduce de estos resultados que todo lo que hemos dicho del anillo Z 
un los 88 99, 100 y 101 del capítulo 7 (m.c.d., m.c.m., divisibilidad) puede 
trasladarse al anillo K[X] reemplazando +1 por un elemento cualquiera de 
K* Los elementos extremales de K[X] se llaman polinomios irreducibles 
de K[X]: estos son los polinomios f no nulos de grado >0 (no inversibles) 
y divisibles solamente por A y Af Q,€K*). 

Vamos a servirnos ahora de algunos resultados de estos párrafos enun- 
ciándolos con el vocabulario utilizado en K[X]. En el párrafo siguiente hare- 
mos lo mismo para los polinomios irreducibles, 
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OBSERVACION 


La hipótesis K es un cuerpo es esencial para afirmar que K[X] es un anillo prin- 
cipal (ver ej. 2 más abajo). 


b) Siendo fi, fa ..., f, polinomios distintos de cero, existe un polinomio 
unitario único d y un polinomio unitario único m tal que 


OR AAA = (0 
178) n ... A (dh) = (mm) 


des elm.c.d. y mel m.c.m. de f+, ..., f,. Diremos, siendo A un elemento 
no nulo de K, que Ad (resp. Am) es un m.c.d. (resp. un m.c.m.) de f, ..., fa. 
Se observará que el calificativo máximo (resp. el mínimo) se aplica al grado 
de los polinomios considerados. 

Se ruega al lector a manera de ejercicio escribir los enunciados de los 
teoremas análogos a los teoremas 4 y 4, 5 y 5,6 y 6”, 7,8, 9 y Y de los 88 99 


al 101, por ejemplo: Siendo f,, fo, ..., f, polinomios distintos de cero, las pro- 
piedades siguientes son equivalentes: 
L fi... f, son extraños en su conjunto (o primos entre sí en su conjunto), 


es decir, sus Únicos divisores comunes son los polinomios constantes 
2. El m.c.d. de f,, ..., f, es el polinomio 1. 
3. Existen polinomios uy, ..., 4, de K[X] tales que 
fM+..+fu.=1 (igualdad de Bezout). 
4. Para todo polinomio g de K[X] existen los polinomios E; .... En de 
K[X] tales que 
5 = f8 + sate=d Fuln 


Se puede precisar la igualdad de BEzoUuT para dos polinomios f y g primos 
entre sí. Sabemos que existe u y v tales que 


(B) fu+go=1 
efectuemos las divisiones euclídeas respectivas de u por g y v por 


U = gu, + Uy (y =0 o grd u=<grd g) 
v=f0, +0, (0) =0 o grd vo grd f), 
de donde 
fuy + gd + fg(u, +0)=1 


si uy (resp. vpo) es nulo, g divide u, luego l=fu+go y grd g=0 (resp, 
f =0); supondremos f y g de grado estrictamente positivo, luego uy y Up, son 


no nulos, Tenemos entonces grd (fug + g00) < grd f + erd e, luego si +0%0 : 


la igualdad anterior es imposible, pues grd [fg(, + v)] sería estrictamente : 


superior a (grd f + grd g). En consecuencia, tt, + 0, = 0, Demostremos que el . 
par (tp vo) así determinado (grd un grd e, grd vo < grd f) es único; sean, - 
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en efecto, dos parejas (ty, Up), (2, v,) las que verifican estas condiciones sobre 
el grado 
fu + 809 = fun + gu, = 1 => fu — 47) = glo, — 09) 


f primo con g divide v,-—vy (teorema de GAuss, ver $ 99, teorema 7); ahora 
bien, grd f>grd (v,—to), luego v,—0)=0 (8 189, a) y u,=u luego: 
si f y g son dos polinomios primos entre sí de K[X], de grado no nulo, 
existe un único par (tp, vy) de polinomios K[X] verificando la relación 


(Bo) fuy + gv0=1,  grd uy < grd g, grd v,< grd f). 


c) Algoritmo de Euclides para buscar el m.c.d. de dos polinomios 


En el caso de Z se sabe factorizar todo entero en producto de números 
primos: resulta de ello un método efectivo para hallar el m.c.d. (aplicación 
2 del teorema 11, 8 102). En K[X] demostraremos la existencia de la des- 
composición de todo polinomio de K[X] en producto de polinomios irredu- 
cibles, pero no hay en general procedimiento alguno para calcular efectiva- 
mente estos factores irreducibles; no podemos, pues, emplear este método 
para calcular efectivamente el m.c.d. de dos polinomios; el algoritmo de 
EUCLIDES (ver 8 99, ej. 2) nos permitirá calcular efectivamente el m.c. d. 
de f y de g. 

Sea f y g dos polinomios distintos de cero, efectuemos las divisiones euclí- 
deas siguientes parándonos cuando tengamos un resto parcial igual a cero 


f =gq+r (grd r < grd g) 
g =rq +", (grd r, <grd 1) 


Po-2 > Pr-19n SR Pa (gra Pa < grd Pn-1) 
Pra Pd +1 f, 7 0) 


se ye fácilmente que los divisores comunes a f y g son idénticos a los divi- 
sores comunes a f1_1 y f,; éstos son, pues, los divisores de r,; r, último resto 
no nulo es, pues, un m.c.d. Por otra parte, estas igualdades permiten encon- 
trar efectivamente us y 0, tales que f, = fu, + boy, luego u y v tales que 


fan = fu + go. 
La operación puede escribirse de la manera siguiente escribiendo los co- 


cientes encima del divisor correspondiente y recopiando cada resto parcial 
a su nuevo lugar de divisor 





q ¡3 q q3 





e r r, Y, 











Ñ ¡ 
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F ra | P Fa 
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EJERCICIOS 


1. Si K y L son dos cuerpos conmnutativos tales que K« L, demostrar que dos 
polinomios con coeficientes en K son distintos en K[X] si y sólo si lo son en L[X]. 

2, Demostrar que los dos polinomios X2 +1 y 2X de Z[X] son primos entre- sí. 
Deducir que el anillo Z[X] no es principal (considerar el .ideal I engendrado por 
XxX 4+1 y 2X que, si fuera principal, sería (1) = Z[X] lo que sería falso). 

¿Qué se puede decir en Z[X] del ideal engendrado por X2+1 y X? 

3, En el anillo Z[X] demostrar que el ideal engendrado por X2 +1 es primo y no 
maximal, 

4, Calcular el m. e. d. de 4 y E para 


a) [=X*4+X3—3X2—4X—!, ge Ak XA 1 
by f= X—10X + 1, g= X*—442X? 4 6X2 —44/2 + 1 
O f= XIX XX IX L,C gs XI 134 322 8X 4 2, 


5. Calcular el m.c.d, de $ =2X6--5X3—14X4 4 36X3 + 86X2 + 12X 31, 
g=2X3—9X14 2X3 4 37X2 4 10X —14, —h=X3—2X—1: 


6. Siendo f y g primos entre sí hallar todas las parejas u y v tales que fu +4 gw == 1 
(ver $ 99, ej. 1, a). ] 

7. Se consideran los polinomios f(X) tales que f(X) + 1 sea divisible por (X— 1D 
y 1009 +2 divisible por X*, hallar los polinomios ¡OD de grado mínimo, seguidamente ¿ 
todos los polinomios f(X). E 

(Observar que (X— 1P y X* son distintos y utilizar la fórmula de Bezour (B¿) —con 
limitación de los grados— y el ejercicio 6 de más arriba) Ver otro método, $ 192, ej. 8, 


191, Polinomios irreduciblés en K[X] (K cuerpo conmutativo) 


Siendo K un cuerpo conmutativo, f es un polinomio irreducible de K[X] 
si no es inversible (es decir, si grd f>0) y si no es divisible más que por * 
A y A ( elemento cualquiera de K*), l , h 
Siendo divisible el polinomio cero por cualquier polinomio: un polinomio 
irreducible es siempre no nulo. q 
Por otra parte, es evidente que un polinomio de primer grado es siempre “ 
reducible. 1 
Observemos que si L es un supercuerpo conmutativo de K, f elemento de 4 
K[X] es también elemento de L[X]; pero f puede ser irreducible en el'4 
anillo K[X] y reducible en L[X|]. Por ejemplo, 


X—2=(X-- 12) (X + 12) 
X+1=(X—D(X +0) 


X—2 y X2+1, irreducibles en Q[X], son reducibles, respectivamente, en 
R[X] y C[X]. 

Por un abuso de lenguaje en lugar de decir f es un elemento ivreducibl 
de K[X] diremos algunas veces f con coeficientes en K es irreducible (o redu 
cible) sobre K (o sobre L supercuerpo de K). 
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En el anillo principal K[XT, tenemos resultados análogos a los teoremas 10 
y 11 del 8 102, 


Sea f un polinomio de grado no nulo, no irreducible, admite divisores q 
tales que 


0<gd q<grd f 
entre esos divisores q, existen polinomios de grado mínimo. Sea £g,; uno de 
ellos: es evidente que' g, es irreducible. 
Se tiene, pues, 
f=8ñ 


si f, no es irreducible, si existe un divisor g, irreducible de fi: f,= gf» 
de donde 


= 818k2 
tendremos entonces 
Í= 8182 -.- 8nfn 
siendo gi 8» «» gn trreducible y 
grd f> grd f,>... > grd f, 
al cabo de un número finito de operaciones obtendremos un polinomio f, de 
grado cero o bien irreducible. : 


En consecuencia, tendremos con g,, ..., £, irreducibles y unitarios A ele- 
mento de K* 


. f= Merlo -- En 
se demostraría que esta descomposición es única (salvo el orden) como en 
el $ 102; esto no quiere decir que los polinomios £,, ..., g, sean distintos, 


de donde reagrupando los polinomios g, iguales entre sí: 


TEOREMA 11.— Todo polinornio f de grado no nulo de K[X] admite al menos un 
factor irreducible y puede escribirse de una manera única (salvo el orden) 


P= Mg"... (8) 


en donde A es un elemento de K*, 8,, ..., 8,, polinomios unitarios irreducibles sobre K, 
distintos dos a dos y ky, ..., k,, enteros estrictamente positivos, 

Esta descomposición se llama factorización canónica de f en K[X]. Este 
anillo K[X] es, pues, un anillo factorial (ver capítulo 5, ej. 106). 


EJERCICIOS 


1. Si f es un polinomio irreducible, el ideal (f) es maximal; demostrar utilizando la 
(órmula de BezouT que el anillo cociente K[X7]/(f) tiene una estructura de cuerpo con- 
mutativo. Demostrar en particular que R[X]/(X? + 1) es un cuerpo isomorfo a C. 

?” 2. Hallar el m.c.d. de dos polinomios descompuestos en factores irreducibles (ver 
$ 102). 
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192, Raíces de un polinomio de K[X] (K cuerpo conmutativo) 


a) DEFINICIÓN 6.—Siendo f un polinomio de K[X], se dice que el elemento «a 
de K es raíz de $ si f(m) =0. 

Siendo L un supercuerpo de K y | siempre un polinomio de K[X] sí a de L es tal 
que fa) — 0 diremos que q es una raíz de f en L. 


Se ve en los siguientes ejemplos que una raíz q de f en L puede que no 
sea raíz de f en K 


f(x) = *—2€Q[X1,  fiv2=0, v2cR, y2t£0 
(009 =X+1e0[XJ f0 =0, ¡eC, ¿40 


Cuando digamos que qa es raíz de feK[X], sobrentenderemos que e es 
un elemento de K. : 


TEOREMA 12.-—«u elemento de K es raíz del polinomio | de K[X] si y sólo si f es 
divisible por X—W. 


La igualdad de la división de f por X-—=a 
AR) =(X-—)80) +A) (=D o grd h=0), 


luego h pertenece a K, de donde sustituyendo X por a, f(a) = h. 

Este teorema nos dice que todo polinomio de K[X] que tiene una raíz 
en K no es irreducible; la reciproca no es cierta: así (X2+1P reducible 
sobre R está desprovisto de raíz en R. 

Siendo a raíz de f, puede que f sea divisible no solamente por X — a, sino 
por (X-——ay* (h > 1); hay, pues, k>0 máximo tal que f sea divisible por 
(X —a)*, de donde la definición: 


Derinición 7.—Se llama orden de multiplicidad de una raíz o. de un polinomio | el 3 

entero mayor k tal que f sea divisible por (X— 0), Ñ 
Si k =1 se dice que a es raíz simple de [. 
Sik>il ose dice que a, es raíz múltiple de orden k de f. 


Luego si q es raíz de orden k de f. 
PO) = (X—0)200, — gl), 0 


pues £(a) = 0 implicaría la divisibilidad de g por X—au, luego la de f pOr 
(X—o)" con k >k, 

Algunas veces se extiende esta definición a e no raíz de f diciendo que Do 
tal que f(a) + 0, es raíz de orden cero de f. 


EJERCICIOS 


f. Siendo L un supercuerpo conmutativo de K. ex una raíz de orden kh en K del 
polinomio f de K[X], demostrar que el orden de «6 raíz en L de f considerado 
como polinomio de L[X] es también H. 
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2. Dos polinomios f y g de K[X] primos entre sí no tienen naturalmente raíces 
comunes en K, demostrar que tampoco tienen en todo supercuerpo conmutativo de K 
(utilizar la igualdad de BEzoUT). 

3. ¿Se pueden extender las definiciones y resultados precedentes al caso en que 
K es sólo un anillo conmutativo unitario? (Cuidado con los divisores de cero. Se demos- 


trará que el polinomio unitario X—«a no es divisor de cero en K[X], K anillo con- 
mutativo unitario.) 


D) Sean 01 -..) Om Mm raíces distintas de orden respectivo k;, ..., K,, del 
polinomio f de K[X], se ve fácilmente que (X—ag*, ..., (X--a,.)" son 
extraños dos a dos y, en consecuencia, que f es divisible por su producto 
(ver resultados análogos aquellos de los corolarios del teorema 7, 8 99), luego: 


TEOREMA 13.—Si los elementos Q,, ..., %,, de K son raices dos a dos distintas, de 
orden respectivo k,, ..., k,, (estrictamente positivos) del polinomio f de K|X], existe 
un polinomio g de K[X] tal que 

(1 ER) = (A —a 9%... (RX — BA. 


Por otra parte, f 0 si y sólo si g 0 y 
erd f— [ki +... + Ko) =grd g>0, 


luego si se considera todas las raíces de un polinomio no nulo, este conjunto 
es finito y la suma de su orden de multiplicidad es inferior al grado de f. 
Resulta que un polinomio f de grado n a lo sumo“% y que tiene al menos 
n + 1 raíces es nulo: 


CoroLaRIo 1.-—Si f es un polinomio de K[X] de grado n a lo sumo: 


1. Sifx0 la suma de los órdenes de multiplicidad de las raices de | es inferior 
o igual an. 


2. Si la suma de los órdenes de multiplicidad de lus raices es estriciamente superior 
en, f=0. 


Sean entonces dos polinomios f y g de grado n a lo sumo de K[X], tales 


que las funciones asociadas f y g toman el mismo valor para 21 +1 valores 
distintos de la variable, se tiene entonces f—g=0; en consecuencia, f = g, 
de donde: 


e . 
CoroLaRIO 2.—Si f y g son las funciones polinomios asociadas, respectivamente, a 


dos polinomios f y g de grado n a lo sumo, de K[X], si f y pS toman el nismo valor 
pura n +1 valores distintos de la variable, f[= g. 


Consideremos el homomorfismo «y de K[X] en S$(K, K) (8 185) 
> =f. 


56) Recordemos que decimos, por abuso de lenguaje, «f es de grado » a lo sumo» en lugar de 
“ 0 0 grd [<m». 


30. — ALGEBRA 
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Sean f y g dos polinomios tales que F =%, es decir, tales que 
vicio 10 = 20) 


si K es infinito estas funciones serán iguales para n +1 valores distintos. de 
la variable, siendo » =sup (grd f, grd g) y f= g; luego el homomorfismo : 
estudiado es inyectivo, también biyectivo, puesto que sabemos que es suprar 3 
yectiyo. E 

Si K es finito los ejemplos (ver 8 185, ej. 1) muestran que este homomor- * 
fismo no es inyectivo, Relacionando estos resultados con los resultados ya Y 
obtenidos en el $ 185 podemos enunciar: : 


TEOREMA 14.—-Si K es un cuerpo conmutativo la aplicación ar de K[X] en j 
8(K, K) es un isomorfismo si y sólo si K es infinito, ; 


Por consiguiente, en este caso (K infinito) no hay inconveniente en repre- + 
sentar por la misma letra f el polinomio y la función polinómica asociada: 
es lo que haremos en particular cuando K es Q, R o C. 


EJERCICIOS 


4. Demostrar el teorema 13 sin utilizar las propiedades del anillo principal K[X] 
razonando por inducción y utilizando únicamente el hecho de que K es un anillo íntegro, 

Extender los corolarios y el teorema 14 al anillo A[X] y al anillo S(A, A) (siendo 
A un anillo integro unitario). 


5. Si %, ..., e, son » valores distintos de un cuerpo conmutativo K, demostrar 


que existe un polinomio y sólo uno f de K[X] tal que 
erd fen—1 y ((=1,2,..., 5) fía) = Bj 


donde Bj, ..., B, son nr valores cualesquiera de K. Demostrar que este polinomio es i 


X— X — Ml; X—a ns). (o 
Xx) = y E ( a) el O pl 41) ( a.) 


(0; a) (0; — A % (0%, ip) (0, — %,) 
(fórmula de interpolarización de LAGRANGE). Ver otra demostración $ capítulo 12, ej. 379, E 


c) Caracterización de las raices múltiples de un polinomio de KCX], 
donde K es un cuerpo conmutativo de característica nula 


Sea f 4 0 de grado 1, y q una raíz de orden k>0, se tiene k<n y 


FA) = (X — 00 BOX), glo) 0 
de donde 
PO) = (A — 0) [kg00 + (X— 0)2009] = (X — ROO) 


con ha) = kgla) « 0, luego e es una raíz de orden k-—1 de f'. Recíprod 
mente si una raíz q de f es una raíz de orden k—-1 de f' es raíz de ord 
k de f. Supongamos raices de orden kh >>0 de f, se tendrá h—1 = k a 
de donde k=k. 
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En consecuencia, si q es una raíz de orden k de f, q será raíz de orden 


k— 1 de f' y de manera más general raíz de orden k—i de fO para ¿i<k 
y no será raíz de f%, 


Recíprocamente sea q una raíz de f de grado n, tal que 
fa) =PMla)... =F"Ma)=0, Wa) « 0 


desde luego k < n; la fórmula de TaYLorR ($ 188) 








Gu 
[00 = Ka) + (X— a) la) +... + (X—a)" Í a) 
nos da : 

103) 

(0) =(A—0)'200, ga) =2 a só 
pues : 

=10 Má 0 00) 
80) = 1 + de pra +... + (X—a)u+* _ 


luego « es raíz de orden k de f, de donde: 


TEOREMA 15,—Siendo f un elemento de K[X], K cuerpo conmutativo de caracterís- 
tica nula, las tres propiedades siguientes son equivalentes: 


l. 0. es raíz de orden k de f. 
2. es raíz de $ y es raíz de orden k— 1 de f'. 


3. (0=fe)=..= Da) =0, fa) 0, 
OBSERVACION 

La segunda condición, en general, es más práctica, ya que en ella no interviene el 
orden de multiplicidad de e para los polinomios f, f”, ..., f4-», 
l:JERCICIOS 


6. Hallar la relación entre p y q de C para que X3 4 pX + q tenga una raíz doble 
m, ¿cuál es esta raíz doble? 


7. Hallar los polinomios f de grado 4 de K[X] (K cuerpo conmutativo de carac- 
Icrística nula) divisibles por f”. 

8. Resolver el ejercicio 7 del $ 190 con la ayuda de los polinomios derivados. 

9. En qué se transforma el teorema 15 si K es de característica p. Dar ejemplos. 


193, Polinomios irreducibles de C[X] y R[X]. Aplicaciones 


a) Cuerpo algebraicamente cerrado 


Sea un cuerpo conmutativo K tal que todo polinomio de K[X] de grado 
no nulo tenga al menos una raíz q, en K, se tendrá (8 192, teorema 12) 


AX) =(X —ayfiX) — (grd f, = grd f-—1) 
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se ve, pues, por inducción que si grd f[=n>0 
A) =(X — a) (XA grd f.=0) 


con f, = G,, coeficiente dominante de f. 

Siendo irreducible todo polinomio de primer grado, resulta que en un tal | 
cuerpo K, los únicos polinomios irreducibles son los polinomios del primer 
grado, de donde: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN 8.— Para un cuerpo conmutativo K las tres propiedades si. 
guientes son equivalentes: 

1. Todo polinomio de KIX] de grado no nulo admite al menos una raíz en K, 

2, Todo polinomio f de K[X] de grado n>0 admite n raíces y, ..., 0, en K,. 

3. Los únicos polinomios irreducibles de K[X] son los polinomios de primer grado, 

Todo cuerpo poseyendo una de lis propiedades precedentes se lama cuerpo algebraica: 
mente cerrado. ? 


Así. Q y R no son algebraicamente cerrados, pues X?—2 no tiene raíz en 
Q y 2+l no tiene raíz en R. E. 

Dado un polinomio irreducible f de grado 1.de K[X], siendo K no algebraica» 
mente cerrado, se demuestra que existe un supercuerpo conmutativo minimal 
A de K, único, salvo un isomorfismo, tal que f tenga raíces en A, A se llama 
el cuerpo de las raíces de f (ver ej. 348 al 350). Se demuestra un resultado 
mucho más interesante, el teorema de STEINITZ: todo cuerpo conmutativo K 
puede ser encajado'*? en un supercuerpo conmutativo, algebraicamente cerrado 
(2 Único, salvo un isomorfismo, a ( se le llama cierre algebraico de K. LK: 
demostración de este teorema es de un nivel superior al de este curso, 


b) Caso del cuerpo € 


La invención de los números complejos (llamados entonces números ¿més 
ginarios) en el siglo XvI, seguida rápidamente por la resolución de las ecuf+ 
ciones de tercer y cuarto grado con coeficientes en C, que tienen, respectivas 
mente, 3 y 4 raíces en C (ver capítulo 13, ej. 441 y 442), junto con el hechQ: 
de que la ecuación x" == a, tiene n raíces en C, hizo presentir desde el siglo xYH. 
que toda ecuación de n-ésimo grado con coeficientes en C tenía n raíces 
C (naturalmente teniendo en cuenta su orden de multiplicidad). Varios mat 
máticos del siglo XvIii y en particular D'ALEMBERT creyeron demostrar es 
resultado de varias maneras, pero ninguna era válida; es GAUSS quien tie 
el mérito de encontrar esta demostración (de hecho al final del siglo XYI 
y al principio del siglo XIx, GAUSS dio cuatro demostraciones distintas), 
mitiremos este teorema: 


TEOREMA DE D'ALEMBERT-GAUSS, — El cuerpo C de los húmeros complejos es algebralí 
mente cerrado. 


(O ON. del T. — Hemos preferido utílizar la palabra «encajado» para traducir «plongé», 
valente a la palabra inglesa «imbedded», por responder mejor al sentido matemático que la de sumdt 
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Una de las características de este teorema es de no ser un teorema pura- 
mente algebraico; para demostrarlo hay que recurrir no solamente a las pro- 
piedades ie de C, sino también a las propiedades topológicas que se 
derivan de las de R 

Las distintas demostraciones se diferencian según la “dosis” de Análisis 
empleado para demostrarlo: Es necesario al menos utilizar el hecho de que 
todo número real estrictamente positivo tiene dos raices cuadradas en R (ver 
8 111) y el hecho de que todo polinomio de grado impar de R[X] tiene al 
menos una raíz real (ver curso de Análisis). Una de estas demostraciones se 
propone en el ej. 408, final del capítulo 13. 

El teorema de D'ALEMBERT-GAUSS y la definición de un cuerpo cerrado 
demuestra que para todo polinomio (X) = 4% +... +4,X" de C[X] con 4, 0 
se tiene 

10,9) e aX — 01) es (A — Ga) 


donde q, ..., e. son números complejos distintos e no, 
Luego si f admite m raíces distintas Q; ..., Un de órdenes respectivos 


Kbps.» Ky se tendrá 
0) O) = a A ES aya n.. (RA VETE Oy 
con ki +... +XK,=m, siendo a, el coeficiente dominante de f. Desarrollare- 
mos las consecuencias de este resultado en el capítulo 13 (ecuaciones algebrai- 
cas de coeficiente en €), 
Observemos, sin embargo, dana que si se pone 
(0D=4+4X+..+6X" 


el polinomio f amado polinomio conjugado del polinomio f de C[X], se tiene 
Qs C) 





Fro=f+8 f=fíe QN=A. 


La aplicación f >f de C[X] en C[IX] al ser evidentemente biyectiva las 
dos primeras igualdades demuestran que esta aplicación es un automorfismo 
del anillo C[X]. Pero la última de estas tres igualdades demuestra que esta 
aplicación no es un automorfismo del espacio vectorial C[XJ] ní del álgebra 
crx1. 

Además, esta aplicación es tal que 1) =f; luego f y £g siendo dos polino- 
mios de C[X] la segunda relación anterior demuestra que 


f divisible por ge>f divisible por g. 
Finalmente se tiene 
[feCIX] y asC]=>f(a) =/(a). 
c) Case del cuerpo R 
[ pertenece a R[X] si y sólo si A luego si a €C, f de R[X] es divi- 


able en C[X] por (X -—a)*, k entero estrictamente positivo si y sólo si f == f 
es divisible por (X —a)*, de donde utilizando la definición 7 del 3 192: 
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TEOREMA 16. —Si f es un elemento de R[X], el número complejo o, es raiz de orden 
k de f si y sólo si Gi es raíz de orden k de j 


Sea f un polinomio de R[X] de grado n, según el teorema de D'ALEMBERT» 
GAUSS, hay n raíces en C; algunas son reales y, ..., Ap de Órdenes respectivos 
R;, «y Ro Las raíces complejas no reales se clasifican por parejas de raíces 
complejas conjugadas f, y Bi, ..., B, y B, de órdenes respectivos k; ..., Kg 

Observemos que si B=u +iv (u, veR, v 0) se tiene 


(AB (AB) =X2—(B + AX + 88 = X—24X + 12 + 0?=(X—u + e? 


este polinomio es irreducible, pues sus divisores propios siendo de primer 
grado no pueden ser más que X-—f y X-—8B, que no pertenecen a R[X]; 
luego si f es de grado n, y de coeficiente dominante a;,, tendremos con las 
notaciones anteriores y esto de modo único, salvo el orden, 


Pp q 
Q) (A) == a,[ | (X— ay" Y (Xx E uy? + 74 
i=1 : j=1 
donde 01, ..., Mp Mi, -..3 Mg Op ««, 0, SOn reales (0, ..., 9, no nulos) y los 
enteros Hi, ..., Hp, Ky ..., Kg verificando : 


h+.+ht+Ak +. +k)=0n= grd f. 


Se llama algunas veces “descomposición de Gauss” esta factorización de : 
un polinomio real, a 
Resulta de la fórmula (2) que los únicos polinomios irreducibles de R[X] ¿ 
son los polinomios de primer grado y los polinomios de segundo grado con “f 
raíces complejas no reales, es decir, los polinomios 4X? + bX + c tales que f 
b?—4ac<0 (ver 8 114, b), de donde: a 


CoroLarro. — Los únicos polinomios irreducibles de R[X] son los polinomios de 
primer grado y los polinomios aX2+bX+c fales que b?-—-4ac<0. Todo polinomio 
" f de RÍX] de grado n y de coeficiente dominante a, se escribe de un modo úrtico, salvo 
el orden né Ñ : 
KX) = a,Ph... ProSh ... She 
E 
Siendo P, (1 =i< p) y Q; (1 <j< 9) los polinomios irreducibles unitarios, respectivas 
mente, de primero y segundo grado, los enteros h,, ..., A, Ki...» Kg verifican la relación 


hy + + hy + 2 +... +k)=n8. 





EJERCICIOS , . 

1. Demostrar que (ver $ 120, ej. 4 y 5) 
-1 

1 kr 

X= 1 = (XK —1)(X + » TT X2-—2X cos — +1 
k=1 ¿A 
h=p. aN 
T 
22411 =(X— X?*—2X cos +1). 
Xin+ 1=(Xx 3 2% 


ñR=1 
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2. Hallar la descomposición de Gauss de X*—2pX2+qg (p, qeR). En el casó en 
que las raíces de Y? —2pY + q son complejas no reales, es decir, pP—¿<0, se obser- 
vará que q>0 y p + vVg>0 y se escribirá 

X= 2pX2 49 = (02492 2Up +y PX? 


aplicación a X*+1, X44X24 1. 
3. Hallar la descomposición de Gauss de X3+ 1. 


194. División de polinomios ordenados según las potencias crecientes 


Siendo K siempre un cuerpo conmutativo, consideremos los dos polino- 

mios de K[X] ordenados según las potencias crecientes 
[(X) = 44X" 4... +40HX" (pda 2 0, m<n) 
ER) =b,X" +... +FDb¿XS  (dpb¿ 70, p <q). 

Podemos tratar de aplicar un procedimiento análogo al de la división euclí- 
dea de los polinomios, pero empezando por los monomios de menor grado; 
si es posible, es decir, si m => p, formemos 
Cn 
b 





My = O, f, = — mg. 


Pp 

Vemos que el grado del monomio de menor grado de f; es estrictamente 
superior al del monomio de menor grado de f. 

Es decir, en este principio de operación nos interesamos no del grado del 
término de mayor grado de un polinomio (es decir, a su grado), sino del grado 
de su monomio de menor grado, lo que justifica la siguiente definición: 


a) Orden de un polinomio 


DEFINICIÓN. — Dado el polinomio ¡=D axe de K[X], se llama orden de f, que se 


h 
representa uf), al menor entero m tal que 


Gm > 0. 


Resulta de esta definición que el polinomio cero no tiene orden y que 
para f 0 


w() <= grd f 
la igualdad tiene Jugar si y sólo si f es un monomio. 
Las propiedades de la adición y de la multiplicación de los polinomios de 
K(X], demuestran que f £g, f + g siendo no nulos 
af + 8) > inf [c(), w8)] 
04 = tf) + ta). 
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EJERCICIOS 

1. ¿En qué caso.se tiene 07 + 8) = inf [s(, (21? 

2. Se reemplaza K por un anillo conmutativo unitario cualquiera, ¿en qué se con- 
vierte la relación que da «(27 


bj) División según las potencias crecientes 


La operación tratada anteriormente podrá iniciarse si w(f) > wíg). Este será 
el caso cuando wí(g) = 0, lo que ahora supondremos. Sea entonces mp el co* 
ciente del monomio de menor grado de f, es decir, %mX”, por by * 0, monomio 
de menor grado de g, pongamos 


(1) f. =Í— mo 
tendremos 


h=(a,¿X7" +... +00) — ES P+D +... +,X3) 
10] 


en consecuencia: o bien f, =, o bien 


wn) > wtf) A 
podemos empezar nuevamente la operación sobre f, y g y así sucesivamente a 
mientras que fi fo, -.., fh-1 sean no nulos, pues las fórmulas E 
(2) fo =f, — m8 
(h +1) Frss = Ín— M8» 


en donde m, es el cociente del monomio de menor grado de f,_, por b, 


a) <a) << alfa) < or) h: 
grd (my) = 0), grd (m4) = wtf), -., 80d (m4) = wn, A 


en consecuencia: o bien encontramos un resto parcial f.,¡ =0 o bien la dpe» 1 
ración se podrá continuar indefinidamente. 

En el primer caso existe k tal que f. 0, fi, = 0, por adición de las 
igualdades (A) de l a k +1, tendremos 


0=f—(M+.. + mo) 


esto se producirá si y sólo si f es divisible por g, entonces q = Mo +... + M 
es el cociente de f por g: la única diferencia con la división euclídea de / 
por g es que q está ordenado según las potencias crecientes de X, 

En el segundo caso para todo h, f, 0, la operación puede seguirse inde» 
finidamente: es lo que sucederá en realidad si f no es divisible por g, Tenemos 


w(f) = grd (my) < grd (m)<... <grd (my) < grd (M4,41), 


luego, cualquiera que sea el entero natural | > w(f), existe un entero único 
tal que 





grd (m)=<l y  grá (miwpy>! 
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sumando las igualdades (A) de l a k +1 obtenemos 


Fher =f— AM + + mg 
con 


wolf) = grd (M1) > 1 
existe, pues, dos polinomios q y s definidos por 


4=M>+..+mM, Fis = XtHs 
tales que ; 
[=89+X*"s  (grdq<). 


Veamos que fijado el entero 1, la pareja (q, s) verificando la relación pre- 
cedente es única. En efecto, la relación 


Í= gq + Xióls = gq, + Xt s, (grdg<l! gdqe<lb 
da 
£lq — qu) = X*Us, —5) 


siendo g no nulo y el anillo K[X] íntegro, q » q, es equivalente a $ 45 
Luego si q 4, 
wls(q-—q)] = (q —q) < grd (qq) <l 
LX (s, —5)] > O UU =| + 1 


luego la igualdad precedente es imposible con q q. 
Finalmente si 1<u(f), es decir, [+1 < tf), existe s único tal que 
[=X+ls y la igualdad precedente tiene lugar con q =0. De donde: 


Teorema 17. —Dados dos polinomios no nulos | y g de K[X] (K cuerpo conmu- 
tativo) verificando wíg)=0 y un entero natural cualquiera | existe una pareja única 
(q, sy de polinomios de K[X] verificando 


(0) [=2q + Xi+ls, (q=0 0 egrd (q <6. 


La determinación de la pareja (q, s) partiendo de la pareja (f, g) se llama 
división según las potencias crecientes, q y X'l5s son, respectivamente, el 
cociente y el resto relativos al entero | en esta división. 


Observemos que si f es divisible por g, la relación (C) anterior es siempre válida 
para todo | pero el polinomio q en esta relación no es en general el cociente de f 
por g, no lo será más que si [=> grd f—erd g y se tendrá entonces Í= gq, con s=0. 


La operación se dispone de la manera siguiente: dividamos 1-—-X — X3*—. X* 
por 1--X—X? con 1=3 





f= 1—X — xXx —X*|1-—X—X =g 
— Mg = —l+X+x 1+x =q 
f= Xx —X6 
— mg = —X2 4 XxX 4x0 





fa = Xós X+— Xó 
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Se tiene entonces 
ll Ko XX == (1 -— XX) a + Xx +X*(1—X3, 


OBSERVACIONES 


1. Hemos seguido en la exposición de la división según las potencias crecientes un 
camino diferente al de la exposición de la división euclídea, pues la necesidad de aumen 
tar el grado de q para obtener la unicidad de q. y r sólo se percibe cuando se hace 
efectivamente la división siguiendo las potencias crecientes. Pero se hubiera podido seguir 
un procedimiento mucho más dogmático, análogo al-de la división euclídea (ver "ej. 3 


más abajo). 
2. Si wv(g =m>0 para que la operación pueda empezar es necesatio suponer 


w(f) => m. Supongamos que se cumple esta condición y pongamos 
f= p XA", g= g¡X*, (uE) NN 0); 


existe, pues, £ y s tal que 
f, = gq + Xi+is (q=0 o grdg<l) 


q y $ verifican, pues, 
Í= gq + Xrrirls  (g=0 0 grd gq <)). 


3. Si sólo interesa la determinación efectiva de q (grd q <= |) basta efectuar la opera- 
ción sobre los polinomios f, y g, tales que 


im Í, + Xx, g =A 8: + Xitig, 
(2) = tu(g,) = 0 implica la existencia de q y s, tales que 


A=890+Xtbs, —(q=0 0 edg<)) 
de donde E 
P= qq + XA4US, + E, E0) 


el cociente de f por g relativo a [ es el mismo que el de f, por g, relativo a [. Esta- 
observación se utiliza en Análisis para buscar un desarrollo limitado de orden / de una 
fracción racional. dl 

4. Si f es divisible por g encontraremos, después dé un número finito de ojado ño 
nes, un resto parcial f, =0, En este caso grd q =grd f--grd g, luego si se obtiena 
en un momento dado un monomio q, de grado estrictamente superior a (grd f—grd g), 
se está seguro de que fÍ no es divisible por £. 


EJERCICIOS 


3. Dado f y g de K[X]1, con to(g) =0 y f no divisible por g, demostrar que exist 
un polinomio g y uno sólo tal que, cualquiera que sea [> t0(f), se tenga 


egrd q =1<w(f-— 89) 


(considerar el conjunto de los polinomios f— gp en que p describe el conjunto de lo 
polinomios de grado <.i Demostrar que w(f —gp) está acotado superiormente, seguld 
mente que si q hace en if— gg) <1Í y deducir de ello que q es único). 

4, Dividir 1 por 1—X, o 1 por 1—aX en K[X] (ase K), escribir las igueldada 
relativas al entero », 
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5. Dividir 2—X + 3X—X3 por 1—X-+X3 según las potencias crecientes con 
ed q=7. 

6. Dividir 1—X cos a por 1—2X cos 4+X2 (de R) según las potencias -crecien- 
tos, con grd q <a, el mismo problema con X sen a y 1—2X cos a+ X2, 

Deducir las fórmulas obtenidas al final del $ 121 (sustituir X por 1 en las igualdades 
obtenidas). 


IM. Estudio de K[Xi, ..., X=] (K cuerpo conmutativo) 


Representaremos, respectivamente, por O y 1 el cero y la unidad de K. Algunos de 
los resultados demostrados son válidos en casos más generales, lo señalaremos eventual- 
mente en la teoría o en los ejercicios. 


195. Anillo K[X,, ..., X,,]. Nociones sobre la divisibilidad 


Sabemos ya que K[X,, ..., X,.] es un anillo unitario, integro, Según lo que 
hemos visto en el 3 186, K[X;, -.., Xp] =Kl[Xp 1 X-1][Xm] tiene por 
elementos inversibles K[X;,, ..., X,.1], luego razonando por recurrencia 
se ve que: los elementos inversibles de K[X,, ..., Xa] son los elementos 
inversibles de K, es decir, los elementos no nulos de K (siendo K un cuerpo). 

Un polinomio f de K[X,, ..., X.] es irreducible si no es inversible y si sólo 
admite como divisores A y Af (16K*), Luego si f es reducible existen poli- 
nomios f, y fa tales que 


F=ff y  (0<grdf <grd f). 


Como en el caso de una indeterminada si L es un supercuerpo conmu- 
tativo de K, f polinomio irreducible de K[X,, ..., X,,] puede ser reducible en 
LX, ..-, Xm]; por ejemplo, X? + Y? es un polinomio irreducible de R[X, Y], 
pero en C[X, Y] 

Xx? 4 Y? = (X —1Y) (X + 1). 


Dos elementos f y g de K[X,, ..., X,,] son extraños (o también primos 
entre si) si sólo tienen como divisores comunes los polinomios constantes 
(elementos de K*), Se definirá igualmente und familia (f) (1 <i <p) de poli- 
nomios extraños en su conjunto y una familia de polinomios extraños dos a dos. 

Las definiciones y propiedades precedentes son análogas a las de K[X], 
ya que son comunes a todos los anillos unitarios íntegros. Pero esta analogía 
termina pronto, pues para m > 2 el anillo K[X,, ..., X,] no es principal. Con- 
sideremos, en efecto, K[X, Y]: X e Y son manifiestamente distintas, luego si 
K[X, Y] fuera un anillo principal como Z y como K[X], existiría u y v 
de K[X, Y] tales que (ver capítulo 5, 8 99 y ej. 105) 


HX, VOX + (Xx, VOY =1 


entonces sustituyendo la X y la Y por 0 se obtendría un absurdo. 
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En consecuencia, las propiedades 1, 2 y 3 enunciadas en el $ 103, equi- 
valentes en un anillo principal (capítulo 5, ej. 105) no lo son en general en 
el anillo de los polinomios con varias indeterminadas, lo mismo ocurre con 
las propiedades 4, 5 y 6 enunciadas en el mismo párrafo (ver ej. 1 más abajo), 

El estudio de los ideales de K[X,, ..., X,] (m > 2) es una parte importante 
del álgebra que excede infinitamente el margen de esta obra. Nos conten» 
taremos en dar algunas propiedades elementales que nos serán útiles en lo 
que sigue y, por consiguiente, limitándonos a K[X, Y] o K[X, Y, Z] para 
simplificar la escritura: algunas de ellas se prolongan por sí mismas a 
¡de A 

Si f es divisible por g en K[X, Y], es evidente que f es divisible por E 
en K[X][Y], o en K[Y][X]. 

En consecuencia, para ver si f es divisible por g, se podrá efectuar la di. . 
visión euclídea de f por g en K[X][Y]: si los coeficientes del cociente son ' 
elementos de K[X]7 (es decir, son polinomios en X y no fracciones racionales : 
en X, ver capítulo 12) y si el resto es nulo, f será divisible por g (ver ej. 2, 3 ; 
y 4 más abajo). 

Naturalmente esto se extiende a K[Xy, ..., X..] =K[X, +, Xo90-1] [X..]. : 

En particular la división euciídea de f(X, Y) por X-—Y en K[Y][X] es ¿ 
siempre posible: el mecanismo es formalmente idéntico a la división de f(X) 4 
por X —a (ver 8 189); se tendrá, pues, q 


A, Y = A-— VD eE, Y) + Y) 


siendo q y r los polinomios con coeficientes en K, S 
La divisibilidad de f por X — Y equivale a r=0, es decir, K(X, X)=0,% 
de donde: 


TEOREMA 18.—- [(X, Y) de K[X, Y] es divisible por X—Y si y sólo sí (X, X) =0, 


Supongamos que f de KIX, Y, Z] sea divisible por (Y -—Z), (Z—X), 
(X — Y), se tendrá ; : 


f(x, Y, Z) 7 (Y —2Z) g(x, Y, Z), geK[X, Y, Z] 


ahora bien, f es divisible por Z—-X, luego f(Z, Y, Z)=0 lo que implica, 
pues Y —-Z es no nulo y el anillo K[X, Y, Z] íntegro, g(Z, Y, Z) =0, luego 


EX Y, Z) = Z—X)HX, Y, Z), heK[X, Y, Z] 
igualmente [(X, X, Z) = 0 implica g(X, X, Z) =0 y MX, X, Z) =0, de don 

AX, Y, Z)= (AV) aX, Y, Z), qsK[X, Y, Z] 

AR, Y, DD = (Y — Z Z— IO (XV q(X, Y, Z). 


CorROLARIO. — Si el polinomio f de K[X, Y, Z] es divisible por Y --Z, Z—X, Xx 
es divisible por (Y — DD (Z— XI) (X — Y). 


Este resultado se verifica en el caso de sm indeterminadas y en el caso 
que los coeficientes se toman en un anillo íntegro unitario Á (ver ej. 5 
abajo). 
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Anotemos finalmente un resultado relativo únicamente a los polinomios 
homogéneos con dos indeterminadas. Sea 
E(X, Y) =0/Y" + a XY" 4. + XA Xx 


las aplicaciones py y « definidas en el 8 186, e), nos permiten escribir, si 
a, + 0, y suponiendo K algebraicamente cerrado, para simplificar, 


[ = YE) = F(X, 1) = a,(X — ta) +. (X— a) > 


siendo q, -.., las raíces de K de F(X, 1). 
Ahora bien, a, + 0 implica que qp y Y son biyectivas y q"! =w, de donde 


EX, Y) = 9) = aX — a Y) ... (X — ap Y). 
Si a, =0, se tendrá F = Y"-G, con 
G= dpY' da dy AY oh +... + ax! 147] 


siendo no nulo, se factorizará a G como anteriormente a F, 
Si K no es algebraicamente cerrado se tendrá 


EX, Y) = (X —a4Y) ... (X — 0% Y) Q(X, Y) 


siendo Q1 --., O las raíces de F(X, 1) en K y siendo Q un polinomio de 
K[X, Y] tal que Q(X, 1) está desprovisto de raíces en K, 


EJERCICIOS 
1. Siendo f un polinomio de K[X,, ..., X,,], el conjunto de las x=(X;, .... Xy) 
de K* tal que fíX,, ..., X,)=0 se llama una hipersuperficie algebraica de Kit (se dice 


curva para m2 y superficie para m <= 3), 

Si el polinomio f es reducible, es decir, si f=ff, (0< grd f, <grd $) se dice que 
la hipersuperficie f=0 se descompone en dos hipersuperficies f, = 0, f,=0, 

Demostrar que, dados f y g, si existen u y v tales que uf + vg = 1, no solamente 
que f y £ son irreducibles, sino las hipersuperficies f =0 y g=0 tienen una intersección 
vacía en K'" (si K es algebraicamente cerrado se demuestra que la intersección de 
1,=0, ..., f,=0 es vacía si y sólo si existe Uy, ..., 4, tales que Uf +..+2,/, = 1D). 

2. Demostrar que en Z[X, Y, Z], [=X*4Y?74 Z—3XYZ es divisible por 
X + Y +2, hallar el cociente. Demostrar que en C[X, Y, Z], f es el producto de tres 
polinomios homogéneos de primer grado. (ver capítulo 9, ej. 236), 

3. Estudiar la divisibilidad de X*- Yo, X”? 4 Y" por X—Y o X4+ Y en Z[X, Y]. 

4. Demostrar que f=nX**L (mn 1)X*Y + Ye+l es divisible por (X—Y? en 
Z[X, Y], determinar el cociente. . 

5. Demostrar que si feA[X,, ..., X,,] es divisible por X,—X, (1=¿<j¡=<HM), 
f es divisible por el producto de estos polinomios (A anillo unitario íntegro). 

6. Se dice que f de AFX, Y] (A anillo unitario íntegro de característica nula) es 
simétrico (resp. antisimétrico) sí FU, Xx) =[f(X, Y) (resp. (Y, X) =—HKX, Y). 

Demostrar que todo polinomio f antísimétrico es divisible por X — Y, ¿qué se puede 
decir del cociente? Deducir de ello que todo polinomio simétrico divisible por X — Y 
us divisible por (X— YY, ¿qué se puede decir del cociente?- 

7. Factorizar los polinomios (X + YV)!—.X?— Y2 para n=3, 5 0 7 en Z[X] y 
eo C[X]. 
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196. Espacio vectorial y álgebra K[X;, ..., Xm] 


Se ve fácilmente que cualesquiera que sean f y g de K[X, -., Xu] y 4: 
del cuerpo conmutativo K, f + g, Af pertenece a K[X;, ..., Xm] y que estas 
dos operaciones verifican los axiomas V, al V¿ que definen un espacio vec» 
torial sobre K (ver $ 125). Por otra parte, K[X;, ..., X,] tiene una estructura 
de anillo y finalmente (Afg =/0.g) = Mig); como para K[X] tenemos, pues: 


Teorema 5,—Si K es un cuerpo conmutativo, K[X,, .... X,] provisto de la «dición 
UL ogo>i+8 y de la multiplicación externa Q, D=>M, tiene una estructura de espació 
vectorial sobre K; provisto, además, de la multiplicación interna (Pg) =>1fg, K[X,, ..., Xan] 
tiene una estructura de álgebra sobre K. 


El teorema (2') del $ 136 demuestra que la familia (X"YN ((, j)eN? es 
una base de K[X, Y], se le llama la base canónica; igualmente lo es la 
(Xi)... Xin) (dj, 0, 8) EN") para K[Xy, -... Xp]. ? 

Observemos que (m3 > 1), K[X;, ..., Xo-1] es un anillo y no un cuerpo 
luego K[X;, ..., X] que tiene una estructura de espacio vectorial sobre 
tiene una estructura de módulo sobre el anillo K[X,, ..., Xm-1] (ver capítulo 7,: 
ej. 179). e 
? Llamando todavía, por abuso de lenguaje, conjunto de polinomios de grado; 
total o igual a lo sumo a n, al conjunto de los polinomios no nulos de grado tota 
o igual a lo sumo a n y del polinomio cero vemos inmediatamente: 


CoroLARJO 1.— El conjunto de los elementos de K[X,, ..., X,,] de grado igual a l 
sumo an, es un subespacio vectorial de K[X¡, .... Xp]. 


Igualmente designando por conjunto los polinomios homogéneos de grad 
total 1, la reunión de los "polinomios homogéneos no nulos de grado » y dif 
polinomio nulo, se tiene: 


CoroLarto 2.—El conjunto de los polinomios homogéneos de grado total m, és 
subespacio vectorial de K[X,, ..., X,,]. 


EJERCICIOS 


1. ¿Cuál es la dimensión de X,, conjunto de los polinomios homogéneos de gr 
total n de K[X, Y]? (Utilizar el teorema 2” del $ 186 y el ej. 3). 

2. Si 8, designa el conjunto de los polinomios de grado total igual a lo sumo 
de K[X, Y] demostrar que 

3,=01,0..04, 

deducir la dimensión de 3, 

3. Aplicar los resultados de los ejercicios 1 y 2 anteriores a KlXp -. Xa]. 

4. Demostrar que K[X] es un subespacio vectorial y una subálgebra del es 
vectorial o del álgebra K[X, Y]. 

Designando, respectivamente, por 8,(X) y $, (Y) el conjunto de los polinem 
de KEX] y de K[Y] de grado a lo sumo igual a 71, ¿cuáles son las dimensiones: 
8,00 +8,01) y de 3,00 N 8,(Y)? 
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197, Derivación en K[X,, ..., X.]. Aplicaciones 


a) Polinomios derivadas parciales 


Siendo f un elemento de K[X, Y] y X, una nueya indeterminada, distinta 
de X y de Y, consideremos el polinomio f(X + X,, Y) de K[X, Y, X,] podre- 
mos escribirlo (ver $ 186) 


[X+Xo O =( OA ÍA DX+ +10 1) 0%)" 


_Se ve que f(X, Y) =f(X, Y) y que el polinomio f£X, Y) está bien deter- 
minado por el hecho de que f(X + X,, Y) —f(X, Y) —f(X, Y)X, es divisible 
por (X? en K[X, Y, X,], lo que escribimos 


0 (X+X, VO =fX, Y) + Xf4(X, Y) (mod (X,)?) 
tenemos, pues, la definición, análoga a la dada en el $ 188 para K[X]. 


DEFINICIÓN 5”, — El polinomio f,(X, Y), coeficiente de X, en el polinomio (X + Xy. O, 
considerado como elemento de K[X, Y, X,], se Hama polinomio derivado parcial relativa. 
mente a X y se representa fx; la aplicación de K]X, Y] en K[X, Y] definida por 
Fi se llama derivación parcial con relación a X y se representa D,. 


EC 
ax * 

Se definiría igualmente la derivación parcial relativa a Y en K[X, Y] y de 
una manera más general la derivación parcial relativamente a X;¿ representada 
D, en K[X; ..., X..]; siendo DAf) = fx, el coeficiente de Y, en 


AX, ...p Xiu X; + Y. Xion ..s Xy) 


considerado como elemento de K[X;,, ..., Xy, ..., Xom Y]. Como para la deri- 
vación D en K[X] tendremos: 


Se tiene, pues, Dx(f) =fx. Se escribe también f. = 


TEOREMA 7. Cualesquiera que sean f y g de K[Xi ..., Xy] y A de K 

(2) DE Hg =D + Die), DAN =AD (4) 

(3) D (1D) = Dg + $08). 

Las derivaciones parciales D, (t<i<m) son endomorfismos de K[X,, .... Xp] 


espacio vectorial sobre K. 


Las fórmulas (2) y (3) demuestran que D, es una derivación en el álgebra 
K[X «., Xp] sobre K, tal como la hemos definido en el ejercicio 168 del 
enpitulo 7. 

Si iy da .., 1p son p enteros distintos o no de [1, m], se podrá definir 


D, 0D, ...oD,, 


Mamada derivación parcial p-ésima. Las notaciones están muy simplificadas 
E por el resultado siguiente: 
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TEOREMA 19.— Las derivaciones D, y D, permutan, es decir, cualesquiera que sean 
iy jode [1, m] 
D. ¿oD,= D, oD. 


Nos basta evidentemente verificar este resultado en K[X, Y]. Gracias al 
teorema 2* (8 186) y a las igualdades (2) anteriores nos basta verificar 


(Dy o Dx) (X"Y*) = (Dx o Dy) (X"Y*), 


Si ko k es nulo los dos miembros de esta igualdad son iguales, siendo 4 
nulos los dos. Sih=1yk=1 


(Dy o Dx) (X*Y%) = DAhX0 YA) = hkX0-Y 4-1 
(Dz o Dy) YA E DA(AXPYiD == hkXt-IY*-", 


Luego si se efectúa en K[X, Y], derivaciones parciales p veces. respecto A 
a X y q veces respecto a Y, el orden de las derivaciones es indiferente, el ] 
resultado se representará fe: = [(Dx 0 (Dy"]0), donde (Dx)” está definido ¿ 
por (Dx)! = Dx y para p>l, (DF = (Dx) o Dx. Para la generalidad de E 
ciertos resultados se conviene que (Dx)” es la aplicación idéntica. 3 

Así en K[X, Y], f tendrá tres polinomios derivadas parciales segundas 
representados 


fe AR dd 
x» xY* Y: 


cuatro polinomios derivadas parciales de orden tres 


2. mt mt ue 
xuo xo ¿xv da 


etcétera, 
En K[X,, ..., X.] el polinomio f derivada: parcial p, veces relativamente Mi 
X, i describiendo [1, 1] se representará por una de las expresiones siguient 


[(D ye, o o (D yo] Í = for + RP) en A 4 
Xi ... Xi XP1-xEm gx” En IX a 


Si se pone PP, +Pp +... + Pm se dice que es un polinomio derivadl 
parcial p-ésima, o bien de orden p. 

Se ve en particular que si el grado total de f es n, el grado total de un 
polinomio derivada p-ésima de f, p< nm, es a lo sumo de grado total n- ff 
y que es de grado total n—p si el cuerpo K es de característica 0. 

Además, si p >n todo polinomio derivada p -ésima de f es nulo, 


EJEMPLO 


Si a, b, e son tres elementos del cuerpo conmutativo K de característica nula, cali 
lemos pea, by, 0)=4 com f=(X — UY — DYUZ—O). Si p+a+r<hokok 
el polinomio derivado (p + q -+ r-ésima es nulo; si p+g+r<h+k-<wl, salvo ul 
caso (p, 4, M=(h, k, l), se tendrá p< ho qg<h o r<l luego el polinomio VAS 
contendrá como factor una potencia estrictamente positiva de X—a o de Y —bh : 
X—c y h será nulo. 
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Si (p, q, N=(h kb, IQitD es igual a hiktól, luego (p, 9, 1) (1 k ), 


NINA b, c)=.0, Ps = hn 


b) Derivación de los polinomios homogéneos: Fórmula de Euler 


Razonemos para simplificar sobre la escritura en K[X, Y, Z], siendo K un 
cuerpo conmutativo de característica nula. Si h(X, Y, Z) es un polinomio 
homogéneo de grado total n, se ve que h',, A%, R”, son polinomios homogéneos 
de grado total 2—-1 y más generalmente, para p < n, se ve que todo polino- 
mio derivada parcial de orden p es homogéneo de grado total n—p. 

Consideremos la aplicación Y de K[X, Y, Z] en sí mismo definida por 


> Uh) = XI + YH, + Zh; 


vemos que Ó es un endomorfismo del espacio vectorial K[X, Y, Zl, para 
calcular 0(f) nos basta, pues, calcular O(X*YiZ5) con i+j¡+k=nm sii>l, 
¡=1 k>l1l: tendremos 


OOUY ZA) = XXI YIZA) + YX ZA + Z(XIY IZA) 
= (4 + OXYIZ*= XxX YUZA, 


Se comprueba que esta fórmula es válida sí uno o dos de los exponentes 
I, y k son nulos. Luego para todo polinomio homogéneo de grado nr se tendrá 
UA) = mx; sin >0 vemos que la aplicación inducida por Y sobre 3f, espacio 
vectorial de los polinomios homogéneos de grado nx es una homotecia de rela- 
ción 2. 

Recíprocamente sea f un polinomio de KfX, Y, Z] verificando M(f) = nf. 

Este polinomio puede escribirse, siendo A, su parte homogénea de grado i 


(ver 8 1386, b), 
f= de h; 


de donde utilizando la propiedad de f y las propiedades de las Rh, 


0 =nf= > nh; = >, 00) = y il 


de donde, siendo única la descomposición ¡=Nh, para todo ¿2:24 hi=0 


y [=h 


TEOREMA 20. — Siendo K un cuerpo commutativo de característica nula: 

Il. Todo polinomio de K[X,, ..., X,,] homogéneo de grado total n tiene como poll 
nuntos derivadas parciales de orden p (p< n) polinomios homogéneos de grado total 
pop. E 
2. Un polinomio f de K[X,, ... 


A 


] es homogéneo de grado total n si y sólo si 


Ao 


ru 


E UYórmula de Euler. 


mM, + ALGEBRA 
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Observemos que las aplicaciones gp y Y definidas en el $ 186, e) permiten ; 
obtener una “fórmula de EULER” para todo polinomio (ver ej. 2 a continuación). 


c) Fórmula de Taylor 


Si a, b, c son elementos de K, se puede escribir X=" (X-—a) + a 
Y =(Y—b)+b, Z=(Z—C)+c; luego todo polinomio f de K[X, Y, Z] 


puede escribirse 
f= dul — AU — DA(Z — OY 
222 


donde los elementos de K, A, son nulos, salvo un número finito de ellos, ¿ 
Calculemos [£,51 (a, b, c) para los dos miembros (ver anteriormente a) ejemplo, $ 
tendremos 

, fQaxs+D(a, b, c) = RIU 


XARYEZI 
de donde suponiendo K de característica nula: 


Teorema 8. -—Siendo K un cuerpo de característica nula, si f es un elemento de : 
K[X, Y, Z] y 4 b, e tres clementos cualesquiera de K fenemos 


l gs h 
de 22D man ino e, O A VA DE 0 
ho ok E 


(jórmula de Taylor para los polinomios de K[X, Y, Zj). 


El lector la generalizará fácilmente a los polinomios de K[X;, ...,» Xy] ] 
e igualmente a los de A[X,, ..., X,,], siendo A un anillo unitario, conmutativo « 


de característica nula. 


EJERCICIOS : 
1. Siendo f un elemento de K[X,, ..., X,] Y 8, --» 8, 1 elementos de K[Y,, de Y,] 3 


se escribe 
EX. Y.) =flaY .., pa coo EY q cs Y ,)] 


demostrar que 
n 
de of d8; 


—= Y Al. e) 
aY, Xy a 


j=1 
2. Se tiene (ver $ 186, e) para f de K[X,, .... X,] 
ap = FX, XD, E = ER 0 Xp 1) 


demostrar que (í=1, 2, ..., m) 


ES 


ni? 


deducir una «fórmula de EuLEr» para los polinomios no homogéneos. 
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Siendo f un polinomio de K[X], deducir que los sistemas de relaciones siguientes 
son equivalentes (xe K) (K es de característica nula) 


f(09=0 P0=0 
a júl de (1) =0 


F(0=0 P=0 
F()=0 e a) = 0 
P)=0 0 


teniendo Pip = Or y = (0- Seneralizar. 


198. Ceros de un polinomio de K[X,, X>, ..., Xsrr] 


DErINicióN 6',—Se llama cero de un polinomio f(Xi, ..., Xy) de K[Xo .., Xp] 
todo elemento (Xi, .., Xy) de K%, tal que e A 


Poniendo x= (Xp...) Xp) se escribe algunas veces, si no da lugar a con- 
fusión, f() == fa o Xa)+ 

Cuando K tiene una infinidad de elementos, hemos visto que, para f de 
K[XT, f(x) = 0, para todo x de K, implica f=0. Vamos a demostrar que, 
si f pertenece a K[X;, ..., Xy], (Xy, ..., Xp) = 0, para todo (xp, ..., Xm) de 
KC”, implica f=:0. La propiedad es cierta para mo= 1, supongámosla cierta 
para m—1l y pongamos 


f == fo A EX Ho. + PiX)" ot LX," 


donde fo ..+ fu .-» fi son elementos de K[X;, ..., Xm.1] y n el grado de f 
relativamente a Xu. Si fx, ..., Xm) =0 para todo (xi, ..., xm) de K" el poli- 
nomio a 
Ha, va Mia do Xi) € K[X.] 


es nulo para todo valor x,, de K que sustituya a X,n, luego 

(h = 0, ..., n) fila, 1 e$ Xm-1) == 0 . 
y esto cualquiera que sea (Xp .., Xm-) E XK”, según la hipótesis de inducción 
fi=...=f,=0, luego f=0. 


Sea dos polinomios f y g de K[X, ..., X,.] tales que sus funciones poli- 
nómicas asociadas sean iguales, es decir, 


f= 8 [Go ES Xi) € K"]/Gx,, E Xm) == 20, El Xin) 
aplicando el resultado precedente a f—g obtenemos un resultado análogo al 
del teorema 14 (8 192): 
Teorema 14. —Siendo K un cuerpo que tiene infinidad de elementos, la aplicación 


>] de K[Xp ..., X,] en el conjunto de las funciones polinomias 8(K”, K) es un 
isomorfismo de anillos, de espacios vectoriales sobre K, de álgebras sobre K. 
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No habrá en este caso (K infinito) ningún inconveniente en representar por 
la misma letra el polinomio f y la función polinómica asociada: esto será en 
particular el caso en Q, R o C. 


OBSERVACIONES 


1 Como en el caso de una indeterminada el resultado precedente es válido reempla- 
zando K por un anillo íntegro, unitario, infinito. 


2. Si fíXi ...) Xp) =0 para todo elemento de K'" verificando (i=1, ..., Pp) od 
E (Xp + Xp) 2 0, donde 8, ..., 8, son p polinomios no nulos de K[Xi, ..-, X,,], se tiene 
aún f=0, si K es infinito, Consideremos, en efecto, h= fg,, ..., Ep cualquiera que: sea 
poc.) Xy) ER, según la hipótesis o f(x], ..., x,) =0 0 existe £ tal que g/(X¡ ..., Xy) =0 


Juego. para todo (X,, ..., X,) de K'" es ht, e. Xp) =0 y h=0; pero al ser íntegro el 
anillo K1X,. ..., Xy] y 8%0, -.., 28,70 se tiene efectivamente f=0, 


199. Polinomios simétricos 


a) Diremos que un polinomio f de K[X;,, ..., X,,] es simétrico si 
(1) (X, eos XX.) =Xay ala! Xp00) ] 


siendo p una permutación cualquiera de [1, m], es decir, un elemento de Sy 

Si la igualdad (1) se verifica solamente para la transposición cambiando 
1y]j(G 55), se dirá con el polinomio es simétrico en X; y X;. Puesto que 
toda permutación es un producto de transposiciones (ver 8 86), un polinomio 
f es simétrico si y sólo si lo es con relación a toda pareja de indeterminadas 
distintas. 

Si un polinomio simétrico contiene el monomio XX... X'n con un cierto y 
coeficiente a, contiene ciertamente todos los m! monomios Xi Kim y COM 
el mismo coeficiente q. Pero estos m! monomios no son forzosamente distin- 
tos; por ejemplo, si m=3 al monomio X3Y2Z corresponde 3! =6 monomios 
distintos, peto a X?YZ corresponderá solamente 3 monomios distintos por 
permutación: él mismo, Y?ZX y Z*XY; finalmente XYZ siendo el mismo 
simétrico los 6 monomios deducidos por permutación de las indeterminadas 
son iguales. De donde el interés de de definición y de la notación siguiente: 

Dado el monomio u=aXyX5... Xin, llamaremos simetrizado de este mo= 
nomio u y lo designaremos s(u) la suma de todos los monomios distintos, 
obtenidos a partir de zu, permutando de todos los modos posibles las index 
terminadas Xy, ..., Xy. Es evidente que este simetrizado s(u) es Simétrico y 
homogéneo y de grado total 1, +... + í,,, Ordenemos lexicográficamente s(u). 
(ver 8 186, b) sea 


XX. Ko 
el monomio más alto de s(0, es evidente que 


hHhz=zhz. 2h, 
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en efecto, si h2>h,, en s(u) se hallará el monomio aX XX... Xin que es 
estrictamente más alto que aX PX... X%x, la misma demostración para todas 
las otras igualdades. Escribiremos s(u) bajo la fórmula simbólica 


s(u) =aEXPXR...X'= con h2hz..>h,. 
El grado parcial de s(u) relativo a cada indeterminada es evidentemente 


el mismo; debido a nuestra convención de escritura, vemos que es h;,, le 
Mamaremos el grado parcial de s(u). 


Observemos que ciertos exponentes %,, ..., An pueden ser nulos, según la 
convención de escritura adoptada, en este caso habrá I<m tal que hy, ..., h, 
sean no nulos y ;j,1, ..., Ap nulos, se escribirá entonces 


[<m su) =da2EXP...X $ con h >=h,>..>h,. 


b) Polinomios simétricos elementales 
Siendo X una m-+1-ésima indeterminada consideremos el polinomio 
f= (XX) (XX)... (X— X22) 


f es un polinomio simétrico de K[X,, ..., X»][X7] podemos escribirlo en la 
forma 


FER AE DEE, 


donde X;, ..., E, Son elementos de K[X;, ..., X,.]; se ve fácilmente que estos 
polinomios son simétricos, se les llama los polinomios simétricos elementales 
de K[X, ..., X.], E, es precisamente la suma de todos los productos de 
h de las indeterminadas Xy, ..., X,, distintas, Y, es entonces el sime:rizado 
de XX... X,; por consiguiente, se escribirá 


z = EX; 


E. = EX¡X> ná Xa 


Em = EXyX2 Xan 


está claro que X, tiene tantos términos como partes de hh elementos existen 
en [1, m], es decir, Cf, (ver 3 84), así X, fiene mm términos y X,, uno sólo. 


m 
c) Nos proponemos demostrar el teorema siguiente: 
Teorema 21.—Siendo f un polinomio simétrico perteneciente a K[X;, Xp... Xp] 
existe un polinomio único g de K[X,, ..., X,,] tal que 
Ap o Xi) = 8 2. End, 


siendo Es, ..., E,, los polinomios simétricos elementales, de K[X,, ..., X,,]. 


mm 
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Existencia de un polinomio g(%;, ..., E.) 


Todo polmomio f es suma, de una manera única, de polinomios homogé- 
neos (ver 8 186, b); por otra parte, toda permutación de las indeterminadas +A 
dejando invariante el grado total de un monomio, es fácil ver que cada parte 
homogénea de un polinomio simétrico es un polinomio simétrico: basta, pues, : 
probar la existencia de g para un polinomio simétrico homogéneo. 

Sea, pues, f homogéneo, simétrico de grado total n. Ordenemos sus' mo- 
nomios en el orden lexicográfico y sea 


Uy =aX pH... Xin 


el monomio de más alto grado de f (ver $ 186, b) como lo hemos visto anterior- ] 


mente 
hi = Ra an Pins 


Consideremos entonces el polinomio +, definido como sigue 
O A PA IAS A 


donde Xi, ..., E, son los polinomios simétricos elementales de Xy, ..., Xmo h 
El polinomio v, es simétrico y homogéneo de grado total. 


h;— hh, + Uh» — Rs) +... + (m—1) (Ba — Ra) + MA a 
=h+h+..+h,=grd 4 3 


busquemos el monomio el más alto de v(X,, ..., X.); según una observación A 
hecha en el 3 186, b), este monomio es el producto de los: monomios de mayor ¿ 
grado de cada uno de los factotes; ahora bien, para (EJ% = (EX, Xa ..., X9%, 7 
ese monomio de mayor grado es (Xp Xa, ..., XJ*, luego el monomio de mayor A 
grado de v¡(Xi, ..., Xm) es A 


aX) (Xt OO CO A TO AN XX) = aXp Xi ma 
2 1 


Luego si consideramos f, =f -—v,, el grado máximo del monomio de mayor 
grado de f, sea uz que proceda de f o de v, es estrictamente inferior 
al de us, Empezando de nuevo la operación precedente, obtendremos 
h= fi 0 =f—,—U, siendo el grado del monomio de mayor grado de 
f, estrictamente inferior al de uz Obtenemos así una sucesión 


a EPI 


de polinomios simétricos homogéneos de grado nm tales que el grado de su 
monomio de mayor grado decrece estrictamente, 

Ahora bien, el número de Jos monomios de grado total n y de gradd 
máximo estrictamente inferior al de u, es finito; existe, pues, un entero 
tal que f, = 0, luego 


¡ee ... Xu) E ol, ...3 E) + ... + vi Eo ..., Em) = (Ey ..., Em). 
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Propiedades del polinomio g 


Busquemos el grado total p de g, vamos a ver que es igual al grado parcial 
de f con relación a una de las indeterminadas X, (en efecto, siendo f simétrico, 
el grado parcial relativamente a una indeterminada es el mismo para todas). 
Observemos a este fin que 

E =X + 
E =XXN+23 


E =X E, 5+ 2; 


Era E XA Ei E E 
Za = X, > 
designando por 27, ...; E/,_, los polinomios simétricos elementales de X>, ..., 20 
Si g, es la parte homogénea de grado p de g tendremos 
AS OA EI TEO, CP A 


el término de mayor grado en X, de este polinomio es 
O O A E 


luego si £y + 0, gí, homogéneo de grado total k en Y; ..., Em. es de grado 
parcial k relativamente a X, (y a X, cualquiera que sea ¿ de [1, m]) tenemos, 
pues, el resultado siguiente conocido bajo el nombre de teorema del grado: 
Si el polinomio simétrico f es de grado parcial p relativamente a una de las 
indeterminadas X; el polinomio y es de grado total p. 

Por otra parte, si f es homogéneo y de grado total n se tendrá 


(Xs ..., Xa0) == ¿Es oy Xu) — EME" mu. (E) 
luego cada monomio de g, considerado como monomio en Xy, ..., X,, es de 
grado total 
+24... +mt =28 
el primer miembro de la igualdad precedente se llama peso del monomio 
MENA... (EY; 
sabemos, pues, que el siguiente resultado conocido con el nombre. de teorema 


del peso: Si el polinomio homogéneo simétrico [| es de grado total n, cada 
monomio de HE, ..., Em) es de peso n, se dice que g es isobaro de peso n. 


Unicidad de g(%;, .... Em) 
El teorema del grado enunciado últimamente implica que 
(a, 2.03 X,.) =0s=> gs, 2, En) 2 0; 


[Xy ..., X= ESOO m.., Zn) = gÁ Es ...s En) 
aplicando el resultado precedente a £;— g. se ve que gi, — 8» 


luego si 
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EJEMPLOS 


l. Sea m=3 y f= EX?Y; formamos 


f| =)—X,2, = EXPY —(X + Y + Z)(XY + XZ + YZ) = — XYZ 
luego 
¡ EX?Y = E, 2, — Xy. 
2. Calcular g para f de K[X,, ..., X,,] 
f= E) —X PP =glE), .. E) 
observemos que g es de grado total 2 (grado parcial de f) e isóbaro de peso 2 (pues 
f es homogéneo de grado total 2), para cada monomio de g£ se tiene 
+ +1, S2 y 1424... 4+4mi, =2 
las únicas posibilidades son ¿=2, í¿=0 para kxt e i¿=1, 1,¿=0 para kx2, 


de donde 
EX, — X= MEX? + pEX,X, 


de donde igualando los coeficientes respectivos de X? y X,X, en los dos miembros 
AkA=m—1, p =-—2. 


OBSERVACION 


Naturalmente el cálculo no es siempre tan simple como en estos dos ejemplos: la 
dificultad radica, en cada etapa, en el cálculo explícito de f,=f,_,—v; (para encontrar 
el monomio de f, de mayor grado); para los valores pequeños de m es a menudo más 
simple utilizar como intermediarios los polinomios simétricos 


Sy = XA) 


suma de las potencias semejantes de las indeterminadas (ver ejercicios posteriores). 


EJERCICIOS 
1. Fórmulas de Newton. Se pone , 
Sy = (AY + + (Xp) 
Do (AX AU XX) XI (AXE, 


+. + (ME, = (X—XDg, 3 
A  Demastrar que 


LOS X 0 X,,) = mx 1 (m— DIM + 
(— D Um — y XM RAE o RA DOME, RA A+ En 
b) Calcular g, (utilizar $ 189, división por X-—a). 
ce) Demostrar que para 0O<h<m 
(2) So = Sp 12 — Sp 2 + + (— 128,2), + E DIAZ). : 
d) Sustituyendo X, en la relación (1) eventualmente multiplicada por (X¿4-" y sq 


mando miembro a miembro las igualdades obtenidas (R— m fijo) demostrar que pari 
h >= m se tiene 


(5) 5, e So.127 => Sp. 223 Eo + DAS 11 + (= DAS y _ iy 





8 111] ESTUDIO DE K[X,, .... Xm]. K CUERPO CONMUTATIVO 489 


(se observará que S¿="m, luego la fórmula (2) aplicada a h=m da la fórmula (3) 
para h=m). 
2. Para m=3 calcular S, (1 =<p=6) en función de X,, L,, E, (utilizar las fórmu- 
las de NEWTON). 
3. Demostrar que 
2XPXD =S5 85 si p,*P, 


Pp Pi m>+p 


1 
EXpXf = 7 (S P—S,, 


y, por recurrencia, que 2XPL .. X”w es un polinomio en $, $, ... 
4, Para mo= 3, escribir XXPY2Z* bajo la fórmula de un polinomio en 5, $, ... 
5. Para m<=3, expresar los polinomios siguientes en la forma de polinomio en 
Sy $, +». después en la de polinomio en X,. Ep, X, 


TX — Y3), EXPY?, 2XYZ, (A VA X — ZP (Y — ZP. 
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Ejercicios 


N. B.— Salvo mención contraria los polinomios tratados tienen sus coeficientes en un 
cuerpo conmutativo de característica nula, 


317. 


318. 


319, 


320. 


321. 


322. 


323. 
324. 


325. 
326. 
327, 


328. 


329, 


330. 
331 


4) para K=Z, b) para K = Z/3Z, 
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Calcular por recurrencia el producto 
(1 IDA RIADA LX UA, 
En K[X] se pone 
f=X42X 43, 2£2=2X24 3X +1, h=3X24+X2+2, 
Calcular B + 2 4 13—3fgh: 


En C[X] se considera 
j=0aX24+bX 2340, p=aX?24 BX + Y 


¿se puede calcular a, b, c, e, fl, y de manera que Kg) = p(f)? 


Efectuar en R[X] las divisiones euclídeas de 

a) X" sen q—X sen np + sen (n— 1). 

b) Xr+l cos (1— 1) — XX” cos np —X cos y + 1. 

e) X29—2X" cos q + 1 , 
por X2—2X cos p +1. En cada caso se obtiene que el resto es nulo; se pueda 
demostrar de un modo más rápido este resultado colocándose en €[X]. 


Siendo: a y b distintos calcular el resto en la división euclídea de [(X) por (X—a) 
(X—b) en función de f(a) y 1(b). Generalizar. - 


Siendo m un entero dado (11 > 1) todo polinomio f(X), puede escribirse Je una ma- 
manera única en la forma 


OO = EX) 4 II (Xd MO) 
donde fp, .... f,,_, son polinomios. 
Utilizando el ejercicio 322, hallar el resto de la división de f(X) por X"—a, 
Hallar el m.c.d. de X"—ar y X"-— qn, 
¿En qué caso X* + at es divisible por Xt” + qm? 
¿En qué caso X + Xt +41 es divisible por X24X 41? 


Demostrar que, cualesquiera que sean los enteros naturales p, q, r, X3r 4 X3t+1 4 X3r+1 
es divisible por X2+ X + 1. Generalizar. 


¿En qué caso (X + 1)? — X2— 1 es divisible por X2 4 X + 1? 
¿En qué caso [ = X%9 —X% 4 Xx2N—X8" + 1 es divisible por 
g= XX 4 2 X 4 1? 
¿Cuál es el testo en la división euclídea de [cos «+ X sen e) por X?2+ 17 


Hallar el m.c.d, de los dos polinomios 
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332, 


333, 


334. 


335, 


336. 


337. 


338. 


339. 


XXI II (14 Y DH X1 + 2) — y 2. 
2 en Q[X] b en R[X]. 


Hallar el m.c.d. de los dos polinomios Gi existe) 
334 X +41 3X2 + 2Xx—1. 
a) en Q[X], —b en(Z/3D[X], €) en Z[X]. 
Hallar todos los polinomios f tales que K(X) + 1 sea divisible por (X —-1)* y que 
100 —1 sea divisible por (X + 1 
a) Utilizando la relación de BeEzourT (se demostrará que hay un solo polinomio f de 
grado < 7) 
b) Considerando el polinomio derivado f”. 


Si nh es un entero estrictamente positivo. 
a) Demostrar que existe una pareja única de polinomios f y £ de grado estrictamente 
inferior a n y verificando 
(1— X0O + X"g(X) = 1, 

b) Demostrar que j 
00 = 81 —X) 0) = (1—X). 
ce) Demostrar que existe una constante a tal que 

(1— 2009 — nf(X) = aXa-1, 
Deducir los coeficientes de f y el-yalor de a. 


Siendo f un polinomio de K[X7], se considera el polinomio g definido por (ae XK) 
EE) = (A—OLPXA) + Pa] —2[ PX) — Pta]. 


a) ¿Cuál es el orden mínimo de a, raíz de g, cuando K es de característica nula? 
b) Ea misma pregunta cuando K es de característica p. 


Factorizar X3—1 en K[X]: 
a) K=0, b)K=R, ce) K=C. 


Factorizar X*— X2 + 1 en K[X] tomando por K cada uno de los cuerpos o anillos 
siguientes: 
aC bRc) anillo de los enteros de Gauss Z(1), dd) Z/3Z, e) Z/5z 


Hallar el cociente de grado n en la división respecto a las potencias crecientes 


de f por g 
OO = 1 —abxX, 2009 = 1 —(a 4 HyX + abX?, 


Se considera los polinomios A, B, € con coeficientes reales o complejos, primos 
dos a dos tales que A2 + B?=C? 

a) Demostrar que C+B y C—B son cuadrados de polinomios de C[XT] y dar 
en consecuencia la forma general de los polinomios A, B, 

b) Determinar A y B cuando C=2+e2, 

Demostrar que si a es real no nulo y si A y B tienen coeficientes reales, son de 
la forma, 
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340. 


341 


342, 


343. 


344. 
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A = (2 —«a) sen e + 2az cos Y 
B=(2—a?) cos (a + kn) —2az sen (a + kt) 


siendo « una constante real cualquiera y k un entero cualquiera. 
(École des Ponts et Chaussées) 


Demostrar que todo polinomio de C[X] de grado <mn puede escribirse de una 
manera única 
O) = 24 +4X + MAX +... + 04 X(X o D. (X—Aa+ id 


¿Cómo escoger Gp ..., a, de mancra que para todo entero x, f(x) sea un entero? 


Sea E el espacio vectorial K[X], a todo elemento P de E se hace corresponder 
lacK) 
E) = (XX DIPOO + P 10] —2[P00) — Pay]. 


a) Demostrar que f es un endomorlismo de E. 
b Hallar KE)», / 40). (Se podrá utilizar la base (ej), (ke N) de E definida por 
€ = X—905. 


E es el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales de grado igual 
o mayor que n(1:>0) a y b son dos enteros tales que 0<a<b, Se considera 
la aplicación definida por 


Pio RP) = XP" —(a + b—1)XP" + abP. 


a) Demostrar que f es un endomorfismo de E. 
b) Calcular [(X*) (h entero natural). 
ce) Determinar la imagen y el.núcleo de f; se distinguirán los tres casos 


nXia<Xb, acin<Áb, acib<n. 
d) Se supone n= 3 hallar todos los polinomios P tales que 
OPA —2XP" + 2P=X94 AX +1, 


Discutir siguiendo los valores del número real A. (M.G.P.) 


Sea 1 un entero estrictamente positivo y E el espacio vectorial de los polinomios 
con coeficientes reales de grado igual o menor que 21; se designa por Cp el poli 
nomio X” (0<p<mnt y se considera la aplicación f, que «al polinomio P hace 
corresponder Q = f(P) definido por 


QA) = PX + 1) + P(X— 1) 2P(X). 


a) Demostrar que f es un endomotfismo de E. 
b) Calcular f(e,); ¿cuál es su grado? Deducir el núcleo f-1(0), la imagen (1: 
de E y el rango de f 
ec) Sea Q un polinomio de f(E) demostrar que existe un polinomio único P' 
tal que 

()=0, PM = P(0) = 0. (M.GDP; 


E es cl espacio vectorial de los polinomios en X con cocficientes reales y de grado 
estrictamente inferior a í3 siendo Xp ..., X, fi números reales distintos dos a don 
se pone 

H(X) = (Xx) (XK — Xy) ... (X —X,,) 
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545. 


19 Calcular H'(x) (MU <i=Hn) y dos 1 polinomios 


1 HO) 
LUX) x—x, 








=L...,1 EXX) = 


2.2 Calcular EAx¡); deducir de ello que los polinomios Ej, ..., E 
tes, después que forman una base de E, 

3. 2) Demostrar que la aplicación F, de E cn R definida por P=>T/(P) = Pr) 
es una forma hineal (lim). 

b) Demostrar que (E, ..., E,) es la base del dual E de E, dual de (Ml, .., E). 
42 Si £>f(5 es una función real continva sobre Ta, b], se considera la apli- 
cación g de E cn R definida por 


Poo g(P) = | HOP0de, 


, Son independien- 


Demostrar que g cs una forma lineal; dar sus coordenadas sobre la base (Ui, .... F,) 
de E* cu la forma de integrales definidas. (MG.P) 


En todo el problema se tratará de polinomios en a cuyos cocticientes son números 
racionales. 

1.2 Dado un polinomio g(x), demostrar que existe un polinomio f(x) y uno sólo 
que verifica fas condiciones. 


H0)=0 10 —Hx—0D) = gto). 


22 Se designa por f(x) el polinomio obtenido resolviendo la pregunta planteada 


nomio x? es la constante 1). 
Demostrar que f(x) es divisible por +1 para p=>1, Establecer para todo 
entero positivo A, la relación 
nd) =1P4R EP 

3. Se designa por f(x) la derivada del polinomio f,(x). 
Verificar que 

PO =P 07 PO) para  p=l 
4,2 Sea fil) el polinomio que tiene por derivada f,(x) y que se anula para x = 0, 
Verificar la relación 

Brko= (+ DA — [ip + DA, —1]x. 


Calcular explícitamente f,(x) para p=1, 2, 3, 4. 
5.2 Se considera los tres polinomios 
PoO=l+x + +... xn 


4 
O) =14+2x +32 +... +04 xr, 
Ro) =1 + 2x4 30 El 





Calcular el coeficiente de x, en el desarrollo del polinomio producto POO(DORGOD. 
Se escribirá este polinomio en la forma más simple posible. (MG.P) 
(Primeramente se podrá observar que los polinomios 

200) = 541 — (3x0 — IU = 0, mM) 


forman una base del espacio vectorial de los polinomios de grado = +). 
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346, 


347, 


348%, Sea K un cuerpo conmutatiyo y f un polinomio irreducible de K[X]. Se representa 


(0) N, del T. — Verificando la adjunción de a a K. 
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Sea K un cuerpo conmutativo y LK un supercuerpo conmutativo de K. Si A es 
una parte de L se designa por K[A] (resp. K(A)) el subanillo (resp. el subcuerpo) 
de L engendrado por KUA. Si A=(0j se escribirá, respectivamente, K[«w] y 
Kí(w) en este último caso se dice que cl cuerpo K(=) sc ha obtenido adjuntando 
(añadiendo) a a K, 

a) Recordar la definición de K[A] y KíA). ¿Qué se puede decir de K[a] y 
Ka) si 4 K? y 
b) Se pone K, = K(A) y K, = K(4,) demostrar que 


K(A, U A) = K(A) = K,(A)), 


se escribirá K(A, U A) = K(A,, Aj) y K((0%), ..., %,)) = Kl0%,, ..., 0). 
c) Demostrar que para toda permutación p de (1, ..., n) 


K(%pg1)s +09 Coq) = Kit, 00, y)» 


Se toman las mismas notaciones que en el ejercicio precedente y se considera la 
aplicación y del anillo K[X] de los polinomios en X con coeficientes en K en el 
anillo K[a] («éK) definida por 

| p=>p(p) = pla). 


a) Demostrar que q es un homomorfismo de anillos. Se designará su núcleo por 1, 
b) Demostrar que l es un ideal primo de K[X] (es decir, que K[X] es íntegro; 
V. 8 99, ej. 4). 

<) Si I=(0), 4 es un isomorfismo: caracterizar K(o) respecto a K[a]; se dice 
que q es trascendente sobre K. 

d) Si 1-0) demostrar las propiedades siguientes: 

—I es maximal, K[X]/l es un cuerpo (V. cap. 5, ej. 109). 

—K] 0] = Kto).. 

—Existe un polinomio irreducible sobre K, unitario único f de K[X] tal que 
Il = (6, además grd. [=n>1. 

—K(a) tiene una estructura de espacio vectorial sobre K su dimensión es A, 

Se dice que «e es algebraico de grado n sobre K, 


por (f) el ideal engendrado por f y se pone K, = K[X1/(f). 
a) Demostrar que K, es un cuerpo conmiatátida. ¿Qué se puede decir si grd. f= 17 


b) Demostrar que si grd, f> 2 existe un subcuerpo propio de K, isomorío a K, 
se identificará este subcuerpo propio de K, con K, 


ce) Demostrar que si grd. f > 2 existe dy de K, tal que K, = K(o) (V. ej. 346 para 
esta notación), que f(x) =0 y que f es reducible sobre K,. 


d) Demostrar que hay un supercuerpo conmutativo A de K tal que en A[X], f, 18 
descomponga en factores de primer grado. 


e) Se toma K=Q y f = X3—2, factorizar f en factores irreducibles en Q[ Y 2] 
y en Q[¡Y'2]. Indicar un cuerpo animal A. ¿Puede ser € uno de ellos? 


(Si peK[X], peK, observar que P A 0 es equivalente a «p y f son extraños» Y 
utilizar la igualdad de Bezour. Si aeK Cc XK[X], a = aeK,, según b, resulta que AN 


es precisamente X. (Para d) razonar por inducción). 
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351. 


K y K son dos cuerpos conmutativos tales que existe un isomorfismo ( de K sobre K, 
Se representa por f un polinomio irreducible sobre K. 

a) Demostrar que existe un isomorfismo Dd de K[X] sobre K[X] tal que su res- 
tricción en K coincida con q sobre K. Se pondrá p= D(p) para todo elemento p 
de K[X]. 

b) Demostrar que K[X]/() y K[X]/(/) son isomorfos. 

e) Comparar las descomposiciónes de p en factores irreducibles sobre K y de pen 
factores irreducibles sobre K. 


Se propone demostrar que si se exige a uno de los cuerpos A (ej. 348 d) el ser 
minimal, Á es entonces Único salvo un isomorlismo, 


Se supone n= grd, [> 2. A y Á son dos supercuerpos de K minimales tales que 


HX) = (Ap) ... (X-— 0%) en A[x]. 
10) = (X—at) ... (X-—%) en  A[X]. 


a) Demostrar que A=Kíl%,, .., 0,), A=XK(%, .., 0,). 
b) Demostrar que K, = Ki) y K, Es K(x;) son isomorfos, sea q este isomorfismo 
y Y el isomorfismo asociado (de K¿[XT sobre K [Xx], V. ej. 349), Demostrar que f 
se descompone en factores irreducibles sobre K,[X] y K,[X], respectivamente, en las 
formas 

j= (X — 4) (X — Bn ... (X—BÍ, ... ho 

f= AA) URB) 0 AB de 


BO = <p) perteneciendo a [(%, ..., %,) B, a Lota, Lot 2.) con B,= (8) y 
y Í; = DEA 2] 39). 

<) Demostrar, finalmente, que Á y A son isomorfos. 

(Utilizar ej. 346, €), ej. 348 y 349.) 


Sea G un grupo conmutativo de orden n tal que para todo divisor d de hm haya 
a lo sumo d elementos x de G verificando x= e (e elemento neutro de G), 
Sea, en fin, K un cuerpo conmutatiyvo tal que exista un entero natural r tal que el 
polinomio X"*— 1 tenga n raices en K. 
Se escribirá 

n=. pia 


la descomposición en factores primos de n (se pondrá q, = pé para ¿=1,..., m). 
a) Demostrar que para todo i de [1,m] tenemos a, de G verificando 


(ayu =e y (auto: e 


deducir que a, es de orden 9). 

b) Demostrar que existe en G un elemento de orden + y en consecuencia que G 
es cíclico (considerar 4, dy ..., 8, y utilizar el ej. 80, cap. 4). 

e) Demostrar que las n raíces del polinomio X"—1 describen un grupo cíclico 
G,, subgrupo de K* (observar que X*—1 tiene a lo sumo di raíces en K). Deducir 
que p es primo (Z/pZ)* es un grupo (multiplicativo) cíclico de orden p—1 y que 
es por lo tanto isomorfo al grupo (aditivo) Z/(p— 1Z (utilizar un teorema de 
Fermar, cf. $ 97, ej. 2 y $ 104, ej. 3). 
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352. Siendo A un anillo unitario íntegro, sea f y g dos polinomios de A[X], g +0 se 
representa por A el coeficiente dominante de g. Demostrar que existe un entero 
natural k y dos polinomios q y r de A[X] tales que 


Af = gq +1 (r=0 o grd.r<grd. g) 
a esta operación se la llamará división euclídea generalizada en A[X]. 


353", Siendo A un anillo unitario íntegro se llama polinomio irreducible de A[X] todo 
elemento extremal del anillo A[X] y polinomio primitivo de A[X] todo polinomio 
cuyos coeficientes sólo tienen por divisores comunés tos elementos inversibles de A. 
a) Demostrar que hay en A[X] polinomios irreducibles de grado cero: ¿cuá- 
les son? 
by Demostrar que todo polinomio f de A[X] se escribe de una sola manera 
f==2[* (salvo factores inversibles de A) con A elemento de A y ¿f* polinomio pri- 
mitivo; se llamará f* polinomio primitivo asociado a f, 

Demostrar que todo polinomio primitivo de grado >0 es irreducible. 
c) Se tienen los tres polinomios 


f = Ea, X*, g=Xb,X*,  fg= Xc¡X! 


Demostrar que si p elemento extremal de A divide todos los coeficientes 4, menos 
uno, sea d,, y todos los coeficientes bh, menos uno, sea b,, p no divide € 
Deducir que el producto de dos polinomios primitivos es primitivo. 

d) Demostrar que si g* polinomio primitivo de A[X] divide AJQ.e A, fe AÍX]), 
g* divide f. 


354. Se dice que un anillo .A es factorial si es íntegro, unitario y si posee las dos pro- 
piedades F, y E, (V. cap. 5, ej. 106): 
F,: Todo elemento no inversible de A es producto de un número finito de elementos 
extremales de A. 
F,: La descomposición anterior es única salvo el orden y a condición de poder reem- 
plazar cada elemento extremal por un elemento asociado, es decir, con la condición, 
de poder multiplicarlos por los elementos inversibles de A. 
Demostrar que para que A, unitario, íntegro, sea factorial es necesario y AR que 3 
verifique F, y E: 
F/: Todo elemento extremo p que divide ab, divide a o b. 4 


355*, Se propone demostrar que si Á es un anillo factorial también lo son los anillos 
A[X] y A[X;, .... X,,]. Se supone entonces A factorial, 
a) Demostrar por inducción que A[X] verifica F, (V. ej. anterior). 
b) Siendo p un elemento irreducible de A que divide a fg (f, ge A[X]), demostrar: 
que p divide f o g (escribir f =af*, g = Bg*, V. ej. 353). ; 
e) Sea p de A[X] irreducible de grado >0 dividiendo fg (f, ge A[XD sin dividir 
f. Sea m uno de los polinomios de grado mínimo del ideal engendrado por p y f, 
Utilizando la división euclídea generalizada de f por m (V. ej. 352) demostrar que 
existe un entero k y un polinomio q de A[X] tal que Af =mqg (A coeficiente 
dominante de m1). i 
Deducir de ello que m* polinomio primitivo asociado a m divide f (observar que 
existe u y v de A[X] tales que mm = up + vf y utilizar el ejercicio 353, d). 
Efectuando la división generalizada de p por m, demostrar que m* divide p. Dedu 
cir que m* es un elemento inversible de A y que p divide g. Finalmente comprub 


men a 
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356*, 


357. 


358. 


bese que A[X] es un aniilo factorial hemos obtenido así un nuevo «teorema de 
transferencia» (V. $ 184, nota 2), Por otra parte AX) XX] para mo 1 es no 
principal: tenemos así un ejemplo de anillo factorial no principal (V. cap. 3, ej. 106). 


En U, grupo de raíces n-ésimas de 1 en C se considera las m raíces primitivas 
Ojo Bas cs La (VW. $ 120, €) y se llama polinomio ciclotómico de índice 1 (1 > 1 
el polinomio de C[X] definido por 


n21  0,(X)=(X—0) ... (X—0%,), - DO) =X—1. 


Se propone demostrar que D, e Z[X], 
a) Demostrar que fm = q(1) (V. cap. 4, ej. 74 y cap. 5, ej. 104). 
b) Demostrar que si p es primo 


DAX) = 14 X +4 XP, 


e) Utilizando la descomposición de X"— ii en factores irreducibles en C[X] de- 


mostrar que 
X=]= H 0, 
din 


donde el producto se extiende a todos los divisores d de 1, O lyn 
(utilizar cap. 5, ej. 104, b). 
d) Utilizando la relación anterior demostrar por inducción que D,, pvc a ZIX]. 


e) Calcular X1P-—1, Xó—1 después X%+ 1 en función de los polinomios Y, de- 
ducir dy. 


Siendo A un anillo factorial y p un elemento extremal de A sé considera el polinomio 
[O =49+04X +... +0, "€ A[X]. 
En A se escribirá: x == y(p) si y solamente si existe k de A tal que x-——y= kp. 
a) Demostrar que si 
a, = Op) (i=0,..,n—1) 
A. E 0(9) y % == 0(p?, el polinomio f es irreducible en K[X], siendo K el cuerpo 
de las fracciones de A (se demostrará que es imposible que f sea el producto de dos 


polinomios de grado estrictamente positivo con coeficientes en A). (Criterio de 
EINSENSTEIN.) 


b) Demostrar que si n es un entero natural primo, Dd (X) =1+X +... + X"1 
(V. ej. 356) es irreducible en Z[X]. (Examinar 

(Y + 1)" —1 

gl Y) = D, (Y + Y) = ———_—— 


y demostrar que se le puede aplicar el criterio precedente.) 


Siendo K un cuerpo de característica distinta de e se tienen dos polinomios f y £ 
de K[X, Y, Z] tales que 


fe X, Y, Z) = Kx, EN D, gl X, Yo, Z) = —aíX, Y, Z) 


demostrar que existen dos polinomios f, y g, de K[X, Y, Z] tales que 
(A Y, D=1408 Y, 2), g(X, Y, Z) = Xg(X?, Y, Z). 


32. — ALGEBRA 
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363, 


364. 
365. 


366. 


367. 


368. 
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Siendo a y e dos constantes reales estrictamente positivas distintas y x e y dos 
variables reales se pone 


=VEIFEY,. roy ro+ y 
Calcular Aro 20) (+ 120) (rr? + 20) (r — r" — 24). ! 
Deducir las ecuaciones cartesianas de la elipse y de la hipérbola (utilizar ej. 358) 
Calcular en K[X, Y, Z] 
Ae Y ZP A (A Y — ZP AH (Y — Z— + E do YY, 
Sea m-+ 1 polinomios f,, ..., f,, g de K[X], g0 y un polinomio f de K[X,, ..., X,]. 


Se efectúa las m divisiones euclídeas de f, por g, sean rl <i<m) los restos, q 
demostrar que 

















Mir fu) Hp > 8) (mod g). 
Sea f un elemento de KFX,, ..., X,,] tal que 
GU=1l,..., mm) ——=0 
demostrar que: gX; 
a) Si K es de característica nula feK, 
b) Si K es de característica p — feK[(Xp)?, ..., (X,)2]. 


Siendo K un cuerpo conmutativo demostrar que en el anillo K[X, Y] el ideal engen 
drado por X no es maximal, aunque X sea irreducible, (Se observará que sus Y) 
no es principal y se considerará el ideal engendrado por X e Y.) ae 
En Z[X, Y] estudiar la divisibilidad de (X + Y)? — X%-— YR por X2 4 XY + Y2 
En Z[X, Y] estudiar la divisibilidad de (X + Y +Z)"— X?— Ya — Z0 por (Y + Z 
(24 Xx (X +1). 
En Z[X, Y, Z] se considera (1 > 2) 

A, = + XUY—Z) + YUZL— MX) + ZUX — YO. 
a) Demostrar que existe un polinomio B, de Z[X, Y, Z] tal que 

A, = — (Y — Z) (Z—X) (Xx — YB, 
b) Calcular B, para n= 2, 3, 4, Demostrar que 
B, = EXPYaZr 

estando la E extendida a los elementos (p, q, r) de N3 tales que p+q+r=na=, 










a) Determinar los polinomios homogéneos de grado m de R[X, Y] verificando 
$ 


hy, =hí,. (Se escribirá h = Y apro y se demostrará que existe una relació 
m=0D 
de recurrencia entre a,, Y 4,_20 S 
b) Demostrar que los polinomios f de R[X, Y] tales que Te = fi, son los pol 
nomios 
AX MO ==] (A + 1) + HXx—Yw), 
donde f, y f, son dos polinomios cualesquiera de R[X]. 


a) Determinar todos los polinomios de C[X, Y] tales que deca Ph = =0. (Por Y 

método análogo al del ejercicio 367 se demostrará que 
EX, VO) = 14 O) + AX IV, 

donde f, y f, son dos polinomios cualesquiera de C[X]. 

b) Entre los polinomios hallados en el a) determinar todos los que tienen cof 

cientes reales. 





12 
FRACCIONES RACIONALES 


l. Fracciones racionales y funciones racionales. 
ll, Descomposición en elementos simples. 


Il. Fracciones racionales y funciones racionales 


200. Fracciones racionales 


Si K es un cuerpo conmutativo, KIX] y KIX,, .... X..] son anillos unitarios 
íntegros; los resultados obtenidos en el $ 107 nos permiten enunciar: 


a) Derinición. — Siendo K un cuerpo conmutativo se lama fracción racional de una 


indeterminada X (resp. de m indeterminadas X,, ..., X,,) todo elemento del cuerpo de 
fracciones del anillo íntegro K[X] (resp. K[X,, ..., X,]). Estos dos cuerpos se repre- 
sentan, respectivamente, por K(X), K(Xj -.., Xp). 


Recordemos seguidamente que es por abuso de lenguaje el que a un ele- 
mento f de K(X) o K(X,, ..., X,,) se le llama fracción: de hecho, f es una 
clase de equivalencia de la que ciertas fracciones u/v (u y v polinomios, v »* 0) 
son representantes; si ufo, es otro representante de f (u,, v, polinomios, 
v, % 0), tendremos 


u Y] 
— = — UD, = UU. 
DO o 
Es, pues, por abuso de notación que escribimos f =ufv. 
Los coeficientes de los polinomios u, v se llaman también coeficientes de f. 
Si u y v tienen sólo como divisores comunes los elementos de K*, es 
decir, si son extraños, diremos que la fracción u/fv es irreducible: por el con- 
trario, decir que f, elemento de K(X) o de K(Xj, ..., X), es irreducible no 
tiene ningún sentido. sn de a 
En K(X) podemos presentar un representante privilegiado único de f; sea, 
en efecto, dos representantes ufv y ufo, irreducibles de f, con v y v, unitarios; 


la relación 
ut, = 4D 



















500 : FRACCIONES RACIONALES [Cap. 12 


implica, siendo u y v extraños, así como 4; y 0,, que v y 0, se dividen mutua- 
mente; existe A de K* tal que 9, =)%v% y A= 1, pues y y v, son unitarios, 
luego u = Uy, V=0j. 


Todo elemento f de K(X) admite como representante una fracción irredu» 
cible con denominador unitario y esto de una manera única. 


b) Estructuras algebraicas definidas sobre K(X) y K(X,, ..., X.) 


Por definición K(X) y K(Xy ..., Xm) para la adición y la multiplicación, 
poseen una estructura de cuerpo. 

Por otra parte, todo polinomio u puede considerarse como el representante 
de un elemento de K(X) o de K(X;, -.., Xm), basta poner u = ufl. 

Hemos visto igualmente que K se puede considerar como una parte de 
K[X] y K[X, ..., X,.], luego 


KeK[xX]<KG)  KcK[X;,-..., Xn] <K(X, ..., Xm) 


siendo A un elemento de K y f una fracción racional podemos definir Af, se 4 
ve fácilmente que para la adición y la multiplicación por un elemento de K, ¿1 
KO9D y K(X; ..., X,) poseen una estructura de espacio vectorial sobre K y que 
estos dos conjuntos dotados de la suma, de la multiplicación y de la multipli. 
cación por un elemento de K poseen una estructura de álgebra sobre K.. : 

Supongamos que A sea un anillo unitario íntegro: lo mismo-ocurre con 
A[X]; designemos, respectivamente, por K y A(X) sus cuerpos de fraccio= + 
nes. A(X) contiene K, descrito por los elementos de representante Af 
(15 A, € A*); luego el cuerpo A(X) contiene el cuerpo K(X), luego el anillo 4 
K[X]; por lo tanto, también el anillo A[X], pues K contiene A, y finalmente ¿ 


A(X) 5 K(X) > A[X]. 


Ahora bien, A(X) cuerpo de fracciones de A[X] es el menor cuerpo con» ' 
teniendo al anillo A[X] (ver $8 107), como K(X) es un cuerpo la relación * 


precedente demuestra que á 
A(X) = K(X). 


Se vería igualmente que (A anillo íntegro, K su cuerpo de fracciones 
A(X, 2.9 X 1) 5 KX;, ..., X 51): 


201. Funciones racionales 


a) Funciones racionales de una varizble 


Sea x un elemento de K tal que, dado f de K(X), existe un representant0. 4 
de f sea (0, verificando vix) + 0: se dirá que x es sustituible en f; si ua[o 
es otro representante de f verificando igualmente vAx) + 0 se tendrá 
ulx) _ udx) 


vix) — y Ax) 


AL, ofaoa) re 0 ) E 


US 
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este valor común 4 d)dv a) será llamado velor de f para x, sustituible en [, 
se le representa [(x). 

Se observará que esta definición, “x sustituible en f”, no implica el que 
para todo representante ufo de f, se tenga v(x) > 0; por ejemplo, 1 es susti- 
tuible en f=ufv con u=X3—1 y v=X*—1, pues 


_X4+X+1 


3 
X+1 115 


bien que para ufo, v(1) =0, 

Si 4,/0,.es un representante irreducible de f, u, y tv, no tienen raíces comu- 
nes (si no 4, y v, serían divisibles por X-—a), Si u2/0, es otro representante 
irreducible se tiene 


1 = Mit, dy = Ad, ( € K*), 


En consecuencia, toda raíz de orden h de u, es raíz de orden h de u,, se 
dirá que es una raíz de orden h de f y toda raíz de orden k de v, es raíz de 
orden k de v» se dirá que es un polo de orden k de f 

Dados dos elementos f y g de K(X) designemos por $, y S, el conjunto 
de los valores de K sustituibles, respectivamente, en f y en g se tendrá 


a) eS, —(N6)=XMb  —GeK) 

2) ESOS HD =D +8, (90 =100g60. 

Esto se aplica evidentemente a todo supercuerpo conmutativo L de K, 
en particular se puede tomar L =K(X); ahora bien, la indeterminada X es 


sustituible en toda fracción f = ufo, pues v + 0 se escribe también 00) > 0; 
luego todo elemento de K(X) puede escribirse 


t(X) 
200 7 (A). 
De un modo más general si 
u ar aKXK+..+a,X" 
AS EE 





y si g= pq €K(X) (q < 0) se verificará que la condición 
ba? + bg id. bp nO 


cs independiente de los representantes ufo de f y pig de g: es la condición 
para que g sea sustituible en f; se tendrá entonces 


900” + parole ns 
ba" + bp +... + b,pr 


En el cálculo es interesante utilizar en lugar de f y g formas reducidas 
irreducibles. 


(S) = 
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Las fórmulas (2) demuestran, además, que el' conjunto de las fracciones 
racionales para las cuales x es sustituible es un subanillo A, de K(X); además, 
si x, sustituible en f= ufo (oG) 0), verifica f(10) 0, entonces u(x) 0 
y u(x)jv(x) tiene por inversa v(x)/u(x); se ve, pues, que x es sustituible en 
- 1ff=vfu y que 

(3) (x€ Sp o + 0) > 0/0 69 = UICo. 

Se ve fácilmente que si la fracción racional f describe el subanillo A, de 
KQO, el valor f(x) describe un cuerpo (ver ej. 2 más abajo), 


A toda fracción racional f de K(X) se puede asociar una aplicación f de S, 
en K definida por 


Wxesy To=10 


f se llama función racional asociada a f, está definida sobre Sy. 
Las relaciones (1), (2) y (3) demuestran que 


a (eS) áp=M 

(2) es, Onsyito=f+a (=f. 

Finalmente si f 4 0 y si S; es la parte de Sy tal que f(x) 0 

6) es)  dp=1R | 

Si K es infinito, sea u/v un representante de f tal que v(x) x 0 
[6ees), 160 => | > [u()=0 y 000]; 


ahora bien, y tiene un número finito de raíces, luego cualquiera que sea el 
grado n de u, habrá en $, una infinidad de valores de x, luego al menos n «+ l, 
tales que tx) = 0, es decir, u=0 y [=0 
Supongamos que, dadas f y g de KO0o 
WxeS, OS) 020) 
aplicando el resultado precedente a f —g se ve que: Si K es un cuerpo infinit 
la aplicación definida por of es biyectiva., 


b) Funciones racionales de varias variables 


Las propiedades precedentes se extienden en parte a K(X,, .... X.), bas 
reemplazar x por x= (Xi...) X9M€K". Si x es sustituible en f (es decir, 
existe y y v tales que f== uo cOn Dlxt ..., Xm) > 0) se definirá | 


XL 0.1 Em) 
v(x,, ey Xu) 


fx, ...3 Xm) al 
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Esta definición se extiende a (xi, ..., Xp) € L”, donde L es un supercuerpo 
conmutativo de K, por ejemplo, a L=K(X,, .... Xp). Si f =ufo, v > 0 se 
escribe también v(X,, ..., Xm) > 0, luego las indeterminadas X,, ..., X,, son 
sustituibles en f y se puede escribir 


f= A O => A, e... X mm). 


Si (%1 .., xn) de K” no es sustituible en f, puede que (xp ..., Xm) sea 
sustituible en 1/f se dirá entonces que (Xi, X2 -..» Xx) es un polo de la 
tracción f 


Si (1, +.., Xx.) no es sustituible, ni en f, ni en 1/f, se dice que (xj, ..., Xp) 

es un punto de indeterminación de f. 
] X? + Y? 

Por ejemplo, para f = XHIY* KX, O, (1, l) es un polo y (0, 0) es un 
punto de indeterminación. 

Designando siempre por $, el conjunto de los x= (xj, ..., Xm) € K” susti- 
tuibles en f las fórmulas (D, (2) y (G) permanecen válidas poniendo 
(0 =f(p Xa .) X). Se definirá la función racional f asociada a f, aplica 


S, en K; se demostrará que la aplicación f > verifica (15), (5) y G5 y que 
si K es infinito esta aplicación es biyectiva (ver ej. 3 más abajo). 


EJERCICIOS 


l. Si f=ufvw, g= p/q lu v, p qeK[X], v 0, q = 0), demostrar que g es susti- 
tuible en f si y sólo si qrv(p/g) 0 (1 = grd v) (es preciso demostrar que esta condición 
es independiente de los representantes u/v de f y p?q de g escogidos) Extender este 
resultado a feK(X,, ..., X,,). 

2. Demostrar que si f describe el subanillo A, de K(X) de las fracciones racionales 
para las cuales x es sustituible, f(x) describe un cuerpo conmutativo representado K(x); 
si xeK, K(x) =K, si x pertenece a L supercuerpo de K, x no pertenece a K y permu- 
tando con todo elemento de K, K(x) es el subcuerpo de L engendrado por K U fx) 


3. Demostrar que sí K es infinito, y feK(X, ... X,,), da aplicación if es biyec- 
tiva. Hacer el mismo razonamiento para feK(X) y utilizar la observación 2 del $ 198. 
4. FeK(X;, ..., X,,) es homogéneo si f admite un representante ufv tal que u y v 


son homogéneos; demostrar que f es homogéneo si y sólo si 


HYX,, 0, YX,) = Y 40% 0. Xp) 


(d = grd u—grd y, independiente del representante escogido se llama grado de f; ver 
$8 204, a). 

5, Se dice que un elemento f de K(X) es par (resp. impar) si fi—X) <= [(X) (resp. 
IX =—HX)), siendo K de característica distinta de 2, demostrar que se obtiene de 
una sola manera f=p+i, siendo p pat e í impar, Deducit que si f es par (resp. 
impar), existe g de K(X) tal que [(X) = g(X?) (resp. f(X) = Xg(X2)). 

Finalmente demostrar, siendo K de característica = 2, que si a + 0 es una raíz (resp. un 
polo) de f par o impar —a es una raíz (resp. un polo) teniendo el mismo orden de 
multiplicidad que q. 
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6. Sea f=ufw un elemento de C(X), si E y v representan, respectivamente, los 
polinomios conjugados de u y v (8 193, b), demostrar que la fracción /v es indepen. 
diente del representante u/v de f escogido, se pone f= i/v. Demostrar que (Ae C) 


ro= + t=f M=M  f=1 
deducir que la aplicación f=>f es un 1 automorfismo involutivo del cuerpo C(X). 
Demostrar que si aeC se tiene f(a) = f(a). Deducir que si a, complejo no real, es 


una raíz (resp. un polo) de orden e de f, G es una raíz (resp. -un polo) de orden 
o de f ¿Qué conclusiones podemos obtener si fe R(X)? 





202. Derivación de fracciones racionales 


Siendo K un cuerpo conmutativo de característica nula, nos proponemos 
extender a K(X) la derivación definida en el $ 188, en K(X). 

Sea f=ufe un elemento de K(X), (grd u=1, grd v =m), consideremos, 
con Y una nueva indeterminada, la fracción 


UX + Y) _ 2000) + UY +... + uy Y" 
AX+F Y) 0 AF AY +... o) Y" 
el numerador y el denominador de la última fracción son polinomios en' Y 
con coeficientes en K[X] < K(X), es decir, los elementos de K(O)[Y]; 


siendo o4(X) = v(X) no nulo, podemos efectuar la división, relativa al entero « 
n, según las potencias crecientes de Y, tendremos a 


dx + Y) = XxX + DD [00 + AO09Y +... +£.009Y"] + Y""5S(A, Y) 


siendo fo, ..., f, elementos de K(X); por otra parte, s es un polinomio en Y 
con coeficientes en K(X), luego (X, Y/vU(X + Y) = g, (X, Y) pertenece a 
K(X, Y), finalmente en la división de «(X + Y) por v(X + Y) las únicas divi» 
siones efectuadas son las divisiones por v(X) = v(X) + 0, luego s(X, 0) y 3 
g (Xx, 0) son elementos de KQO), finalmente E 


(Do AA+ = fo A fOODY + + [RYO + aX, VOY"! 
con 





(A+ Y) = 





E: 


g(X, Y) EK(X, YY y fAX), -., fiX), gn(X, 0) € K(X) 
sustituyendo 0 por Y obtenemos f(X)= f(X), de donde para n= 1 


AX + O $00 = 00 Y + aX, Y) Y 
(2) gkX, Y) EK(X, Y) y 100, g(X, 0) € KQ0. 


Hemos demostrado así la existencia de f, verificando (2) cuando se utiliza 
un representante ufo de f, si demostramos que (2) define f, de una manerk 
única, este elemento f; de K(X) será independiente del representante u/v ef 
cogido; supongamos 

YX, VEK(X, YY y odX), d(X, 0) € K(S) 
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tendremos 
LOS) — pd X) =Y[U(X, Y) — 2%, Y)] 
de donde sustituyendo Y por 0: £(X) = 400. 

La única fracción así definida se llama fracción derivada de f, se la repre- 
senta f'. La relación (2) demuestra que la aplicación f>f' de KOD en sí 
mismo es una prolongación de la derivación D definida en el 3 188 en K[X]. 
En K(X) escribiremos igualmente f' = Df; se podrá igualmente definir D* 
poniendo D' =D y para k>1, D'=D'-loD. Se pondrá [% = Df. 


OBSERVACION 


SiK=R y si f es la función racional asociada a f tendremos (para x, y y x+y 
pertenecientes a Sp 


1 +9) —H00 => 700 + PELA, y) 
el hecho de que g,(X, 0) 8 K(X) implica que 


y Ña + y) —Ííx) 
a ———__—_—_—_ 
y 


=P), 


ds : 
luego la función derivada de la función f es la función racional asociada a la fracción 
derivada Pf". 


Mediante la relación (2), demostraremos en K(X), como en K[X] las igual- 
dades- siguientes (con notaciones evidentes) 
(4) FD=F+8 0ON=WM, Ga =feg+!1feg. 


Luego D es un endomorfismo del espacio vectorial K(QO), igualmente D*, 
Por otra parte, estas fórmulas demuestran que D es una derivación del álgebra 
KQSO, tal como la hemos definido en el ejercicio 168 (capítulo 7). 

Por otra parte, si f = ufo, tendremos 


u=fo>ow =fv0+f0=fw0 + — 
de donde 
z vu — uv” 
6) a 
v v 


Finalmente si f = ufo, grd u=1l, grd v = m, se tendrá, para todo «a de K, 
tal que v(a) = 0, utilizando la fórmula de "TAYLOR para los polinomios u y v 
(8 188, teorema 38) 

109) = AUX) a+ aX) +... + aX —a)' 

Y) BB A+. + Ba(X — a)” 

de donde efectuando la división de estos polinomios en X—a= Y según las 
potencias crecientes relativas a n (Bf) = o(a) « 0) 


[00 = de + du(X -— 8) + E Al A 0)" + EX) (A — a) 
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como en la demostración de la fórmula (1) anterior se ve fácilmente que a no 
es un polo de g,; se puede, pues, en la relación precedente, sustituir X por a, 
se obtiene así yo = f(a). La fórmula (5) demuestra que si a no es polo de f, 
no es polo de f' ... f%, Derivemos la relación precedente k veces (k <m) la 
fórmula de derivación de un producto nos dice que 


[900 = kl y, + (X—a)hiX) 


no siendo a polo de k;, de donde —sustituyendo X por a— y =fW(a)¡k! 
Obtenemos así la fórmula (6) válida para todo entero n > 0, llamada fórmula 
de Taylor, de orden n, de las fracciones racionales 


fa) 
k! 
fla) 


mi 


(X—ay 





O) RX) =fa + PAX 40 +... + 


dead A—D + LA — ae. 





EJERCICIOS 


1. Demostrar la fórmula de derivación de u/v utilizando la división de u(X + Y): 
según las potencias crecientes. Demostrar directamente que la fórmula obtenida es inde- * ¿4 
pendiente del representante escogido (ejercicio de puro cálculo, la parte de teoría expuesta “y 
hace inútil esta demostración). 

2. Calcular DO para f=(X—a)-" (neN). 

3. Extender la noción de derivación al álgebra K(X,, .... Xy). 


203. Fracciones racionales simétricas 


Diremos que un elemento f de K(X;, ..., Xm) es simétrico, si para toda l 
permutación p de [1, +] 0% 
(o 3 


Sea ufv un representante de f, la relación u = fu demuestra que si dos de 
los tres elementos f, u, v son simétricos, también lo es el tercero. Luego si 1 
es simétrico, u (resp. 0) no lo es, v (resp. u) tampoco lo es; existe, pues, 
1%] tales que, siendo £ la transposición que cambia i y j, se tiene 


v(Xo os Xan) Á v(Xa1y y X m3) 


cambiando si fuera preciso la numeración de las indeterminadas, podemos: 
suponer que se trata de i=1 y ¡=2; tendremos, pues, 


f az Xy, X>» Macs Xu) En u(X», Xy, Xy ...3 Xi) 
UX, X» X» ey Xu) v(Xa, Xo Xx, .o.y X mn) 
(Xy, X» X3, ...y A E 24dXo, X; X» ... 3 Xu) 


> va, X, X», -.3 X:) — 1(Xo, Xy, Xy ...y Xm) 
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el numerador y el denominador de la última fracción son nulos cuando se 
sustituye X, por X,; se tiene, en consecuencia (ver $ 195, teorema 18), 


yA En (Xy — X Ju, a u 
y (Ay — XoJ0, D; 





f= 


luego si f es simétrico, pero u y v no lo son, la fracción ufo es reducible. 
Per otro lado, » y v, son no nulos, si f - 0, lo que supondremos, igualmente 
de u y u,; por tanto, 


erd u =grd u—l, grd y, =grd v—l. 


Si u, (resp. 0) es simétrico, también lo es de v, (resp. 4), Si u, y e, no 
son simétricos, volveremos a empezar sobre u, y vu, la operación efectuada 
sobre u y v, al cabo de un número k de tales operaciones obtendremos 
f == ufo, con: 


—O bien: grd 4, >0, grd v,>0, us y U; simétricos. 
-—O bien: :grd u¿ =0. 
—O bien: grd v,¿=0. 


En los dos últimos casos, 4, (resp. v,) es simétrico, luego 0, (resp. 4) lo 
es también. Podemos, pues, enunciar: 


TEOREMA. —- Para toda fracción racional simétrica, existe un: representante cociente 
de dos polinomios simétricos. 


En la demostración hemos encontrado el resultado siguiente: si ufo es un 
representante irreducible de una fracción f simétrica, los polinomios u y v 
son simétricos. 

Designando por Ej ...,; En los polinomios simétricos elementales de 
K[Xo , X.0] (8 199, b), el teorema 21 del 3 199 y el teorema anterior nos 
permiten enunciar: 


TEOREMA. —Si f es una fracción simétrica, elemento de K(y ..., X,,), existe un ele. 
mento g de K(X,, .... X,,) tal que 


Mia SE Ea) 


donde E,, ..., E, son los polinomios simétricos elementales de K[X,, .... X,,]. 


mm 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que la fracción g del teorema precedente es única, 
2. Aplicar las fórmulas de NEwTON ($ 199, ej. 1) a h<0O, 
3. Para m=3, calcular S,¡(—4 <h <—1) en función de E,, Xy Xy. 
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ll. Descomposición en elementos simples 


Valiéndonos del hecho de que P =K[X] y F =K(X) son espacios vectoriales sobre 
el cuerpo conmutativo K, demostraremos yatias propiedades que nos serán útiles en lo 
que se llama «la descomposición en elementos simples de las fracciones racionales», 
y que, además, son interesantes por sí mismas. 


204. Propiedades preliminares 


a) Grado de una fracción racional. Parte entera 


Sea f un elemento no nulo de K(X), si u/v y u,/0, son dos: representantes 
de f, la relación uv, = uv implica 


grd u— grd v=grd 4 —grd 0, =d 


este entero racional d, independiente del representante escogido, se llama el -* 
grado de f. Siendo v no nulo, efectuemos la división euclídea de u por v 


u=po+r  (r=0 o grdr<grd v), 
de donde 


=p+= ipeP y (r=0 o grd r< grd v)]. 


Designemos por G la parte de F = K(X) descrita por g de grado estricta» 
mente negativo y por g=0, vamos a ver que G es un subespacio vectorial 
de F. En efecto, si gy == ta fo, y g. = t4/0, son elementos no nulos de G y sl 
Er + Eg: 4 0 tendremos 


(grd a <grd o, y grd u,<grd 0)> [grd (uo, + 4201) < grd (003), 


luego 
EeG y g€G)>gw+geG 


la propiedad es evidente para g¿= 0 o g2=0 0 8g¡ + £:=0; como, ademán 
es claro que para todo A de K 


geG=>AgseG 


resulta que G es un subespacio vectorial de F = K(X); por abuso de lenguaje, ¿ 
se le llama subespacio de las fracciones racionales de grado estrictamente 
negativo. 
La relación obtenida más arriba por división euclídea demuestra q 
F=P-+G; como se ve que el único elemento f, común a P y G es fm 
resulta que (8 131, b): F=PGOG, de donde: 


LeMa 1.— Para todo elemento f de K(X), se tiene de un modo único 
(1) f=p+8 


siendo p un polinomio de K[X], llamado parte entera de f y g un elemento de Ki 
nulo o de grado estrictamente negativo. 
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Si grd [<0: p=0, g=f; si fERT[X]: p=h 8=0 


bj Sea g un elemento no nulo de G (luego grd g< 0), uno de cuyos repre- 
sentantes es 1f0/0,, con los polinomios v, y Y» extraños, los enteros 


n= grd u, ft =grd Y, MN, == grd 1, 
verifican n< 1, + ny, Consideremos la reunión de las dos familias de poli- 
nomíos 
Xo, (0<k<n-—l), X"p, (0<hñh < mn —l) 
Estos 1, +1 polinomios son independientes; en efecto, 


Quo + A XK E Ay Ay + (uo + X+ho + Ao, = () 


n 
se escribe con las notaciones evidentes 


10901 + 10,0) = 0 


Y; primo con v,, divide w,, lo que implica -w, = 0, pues grd w,<grd v, 
igualmente w,= 0. Estos 1, + n, polinomios son independientes, su grado es 
a lo sumo igual a n, +2, — 1: forman, pues, una base del espacio vectorial 
de los polinomios de grado a lo sumo igual a n + nmm—l. . 

Ahora bien, u pertenece a este espacio, luego existe una familia única de 
escalares (dy -.) Uno Bp -» PB, ) tal que 


ml m-] 
u= o a Xxto, + y B,X”D, 
k=0 4=0 


es decir, poniendo 


Hal m-] 


Uy = > aX, 4 = y By X% 
k=0 


u=0 
tenemos de un modo único 


4; il) 
+= 


D¡Dz v; Uv 





U = 401 + UU), => 


con grd u,< grd 9, G=1, 2) 04,=0,0 4¿=0; pero si la fracción es irre- 
ducible es claro que 417 0, de donde: 


LEMA 2,— Si v, y v, son dos polinomios primos entre sí y u un polinomio no nulo 
tal que grd u<grd (vv), existe una única pareja (uy uz) de polinomios tales que 


u u u 
= 2 +-— (grd u,< gra 1” i=1 2, o 4, =0, e 4, =0). 
V, Ya Y; Y 


(2 
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CoROLARJO. — Siendo (yv) (1 =1<m) una familia de polinomios extraños dos a dos 


y u un polinomio no nulo tal que grd u<grd (v, ... vp), existe una familia única de 
polinomios (u) (1 =1<m) tales que 
u u o 
(25 —A—— == e  AÁ 
v Va Yi Y; Von 


donde ciertos polinomios u, pueden ser nulos, mientras que u¡ »£ 0 implica grd u,< grd Y, 


Este resultado ha sido demostrado para ¿=2; sea ¡>2, supongamos lo 
demostrado para ¿—1 (hipótesis de inducción). Consideremos uj(v, ... 0), 
pongamos ty =0, ... 0,13 Vo y 0; son primos entre sí; existe, en consecuencia, 
ly Y 4; únicos (lema 2) tales que 


u ES o U; 





UY; 12m D; 


como iy > 0 implica grd 14 <Ú grd vo y 41 0, grd u¿<grd vu, la hipótesis 
de recurrencia es aplicable a o/0p el resultado es, pues, verdadero para 1, 
siéndolo para 2 lo es para mm cualquiera, Es claro naturalmente que si 
ullo, ... 0.) es irreducible, para todo i de [1, m], u; 0 y ufo, es irreducible, 

c) Sean u y v dos polinomios no nulos, con v de grado p >= 1 y u tal que 


egrd u <grd (o) = np 


u pertenece, por lo tanto, al espacio vectorial E de los polinomios de grado 
a lo sumo igual a np— 1, luego la dimensión es np. Se dice que la familia 
de polinomios 

(Xi -- (h=0, .., p—l, k=0, ..., 1-1) 


es una base de E; en efecto, E 
grd Oot) =A + kp 
la familia comprende np polinomios de grados respectivos 
01... p=lPp o... 221, ..., [p—1+ p(m-—1)] = np — 1 


forman, pues, una base de E (8 187, corolario del teorema 6). Ahora bien, E E 
como u pertenece a E, existe una única familia (a) de elementos de K E 
tales que E. 





u= > aX ok = 7 OLA 
h=0 k=0 k=0 hiel 
pongamos 
p-1 
Un = > Ap A 
h=0 


tendremos de una manera única 
: u u ul 
E A ol a RA 
p” pr v 
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donde ciertos polinomios u, pueden ser nulos, pero 4; 0 implica 
grd (us) <grd v; de donde: 


Lema 3.—$Sí uy y v son dos polinomios no nulos tales que 
grd y > 1 y grd u<ha grd y 
existe una familia única de polinomios (uy) (1<k<mnm) que satisfacen la relación 


UU, UN 
G) —=—+. ¿+ (4, *0=>grd 4, <grd 1), 
v 


pr ya 


OBSERVACION 


En el enunciado de las propiedades precedentes, no se supone que las fracciones 
tratadas sean irreducibles; en la práctica habrá interés por escoger representantes Írre- 
ducibles. 

En el mismo orden de ideas, el lema 3 es válido tanto sí y es o no irreducible; . 
cuando apliquemos este lema a da descomposición en elementos simples supondremos 
que y es irreducible. 


EJERCICIOS 

1, Demostrar el lema 2 con la ayuda de la fórmula de BezouT ($ 190, b). 

2. Demostrar el lema 3 y hallar los polinomios +, ..., E, efecíuando las divisiones 
euclídeas Ñ : 


u = VQ, “+ Ha, Ta = VE Y Ups +. == V9] + Ur. 


(Ver también otro método de cálculo en el ejercicio 384 al final de este capítulo.) 


205. Descomposición de una fracción racional en elementos simples 


a) Caso general 


Sea f un elemento de K(X) (K cuerpo conmutativo), tenemos de una manera 
única (8 204, lema 1) 


f=p+g  (peK[XI  geK0Q0, =0 o grd g<0) 


g admite un representante único irreducible con denominador unitario v, luego 
u 
Í=p+= (u=0 0 grd u<grd vu). 
D 


Existe una descomposición canónica de » en factores irreducibles unitarios 
(3 191, teorema 11), luego 


(1) =D oe 


Coya. (O 
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con 9, ... 0, irreducibles, unitarios y tales que 


us 0=> grd u<D os egrd (uy). 


h=1 


En lo que sigue supondremos 4 0; (0), ..., (0,)%" son extraños dos * 
a dos: según el corolario del lema 2 (6 204) existe una sap única (ur) 
(l<hk=m) de polinomios verificando E 





o i=o+ Day O=L.m gd (u) <grd (0) 


Finalmente según el lema 3 (8 204), existe para todo kh de [1, m] una + 
familia única (ra) (1 <h<m) (1 <k< as) de polinomios verificando 


Lec] 


e) 2 2 


Far + D=> grd (r4x) < grd (05), 
de donde finalmente: 


TEOREMA. — Para todo elemento | de K(X) en el que el denominador v del represen h 

tante irreducible unitario tiene por descomposición cañónica dl 
v= (2 9. (Jem 

existe un polinomio úrico p y una familia única (ry) 1 <h<m 1<k=<0,) de 

polinomios tales que de 


(3) PE 


=1 k=1 





(1,J+ 


donde rp, > 0 implica grd (ty) < grd (1). 
El segundo miembro de (3) se llama descomposición de f en elementos simples. 


Observemos que si f no es un polinomio, todos los polinomios Y 
(1 <k < m) son no mulos, sino tendríamos, según O), para f un representanta 
cuyo denominador contendría el factor v, a una potencia estrictamente inferiof 
a di lo que es imposible. 


b) Descomposición en C(X) o KQX), K cuerpo conmutativo algebraicamente 
cerrado E 
Si K es algebraicamente cerrado (8 193), que es el caso de C, tendremofí 

y = (A — 49%... (X—4G,J% 
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dis +» €, son los polos, dos a dos distintos de f, de órdenes respectivos 
Ohio +. Oboe 

Al ser de primer grado los polinomios v, = X -— 4, los polinomios fs son 
elementos de K. Si escribimos 








E A 
X—a e A 
la parte de la descomposición relativa al polo a, de orden e, observamos que 
el polinomio P es de grado a, pues A, > 0, de lo contrario a sería un polo 
de orden estrictamente inferior a a, y que P no tiene término constante, luego 
(PB) > l. 


El coeficiente A; se llama el residuo relativo al polo a. Tendremos, pues, 
de una manera única (salvo el orden) 





(4) 100 = 900 +2 zz) ++ Bn a 


X— Ar e 
con peK[X] y para h=1, ..., m 
P,EK[X], — grd (P)=a — w(P)=> 1 


Las fracciones de la forma A¡/((X —-a)* se llaman (veremos el por qué en 
cl 8 207) elementos simples de primera especie, 


OBSERVACION 


La fórmula (4) permite expresar f de C(X) como combinación lineal de elementos 
de C(X) de la forma X*, 1(X—WM* (a8C, h, keN), Esta linearización de f (en el 
sentido dado a esta palabra en el $ 147, c) es muy útil cuando, siendo y un endomorfismo 
del espacio yectorial C(X), se quiere calcular «q(7): basta saber calcular p(X*%) y 
9UAX — a, 

Si C' es una parte de C, el conjunto E de las funciones racionales definidas sobre 
C' y con valor en C es un espacio vectorial sobre C. Gracias a la biyección asociando 
Ta f (siendo C infinito, ver $ 201, a) q, endomorfismo de C(X), puede ser considerado 
como un endomorfismo de E; ahora bien, para los operadores lineales siguientes (donde 
Ja, B] de R está incluido en €”): 

Derivación. Derivación nr-ésima. 

Desarrollo limitado en el entorno de un punto de [u, B]. 
Desarrollo en serie en el entorno de un punto de [a, BJ. 
Cálculo de la primitiva anulándose en un punto de [u, fl]. 
. Integración en [u, 8]. 

Se verá en el curso de Análisis que conocemos las imágenes por q de las funciones 
ricionales asociadas a los «elementos simples» X* y 1/(X—*4), 

De ahí el gran interés de la descomposición en elementos simples de las fracciones 
racionales en C(X). 


naa» 


33. — ALGEBRA 
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206. Métodos prácticos de descomposición en C(X) 


Dada la unicidad de la descomposición dada por la fórmula (4) del párrafo E 
precedente, f y g=f—p tienen los mismos polos y la misma descomposición 
relativa a cada uno de estos polos; igualmente f, [—p=g8 y : 


1 
£1 =1—»—P, —a ) 


tienen la misma descomposición relativa a cada uno de los polos distintos del $ 
a: el orden de cálculo de los polinomios p, P,, ..., P,, no tiene importancia; : 
habiéndose calculado ya p, P,, ..., P, resulta algunas veces más simple, pero 4 
no siempre, operar sobre q 


: 1 1 
a=Io—P ga) Pl y) 


para calcular P,,¡ ..., P,,. Por el contrario resulta casi siempre interesante h 
calcular p por división euclídea y seguidamente operar sobre g=f—.p. E 








a) Cálculo de P e ) por división según las potencias crecientes 


—a 
Sea a un polo de orden «a de ufv supuesto irreducible 
u u(X) 
Ra A 


Pongamos, ordenando U y V, según las potencias crecientes 
X=a+Y, —UuX)=ua+ Y) =U(Y), — o(X) = va + Y) = VIV). 


Como V:(0) = v(a) 0, podemos efectuar la división según las potencias, 
crecientes de U por V, relativamente a todo entero n (8 194), tomem 
= u —1 
UY) = (A, HAL Y +... + A YDVO + YU) 
A, ..., A, son dos números complejos. De donde, sustituyendo X —a por 
y poniendo U(Y) = U(X — a) = u(X), 
UR) = [AX — ad 4 e AL] 00 + (A — aJyu(X) 
dx) u«(X) A Az u(X) 


A AAA 


0 aaa xa FRA 








la fracción u44f0, está desprovista del polo 4, pues vi (a) «0, luego la part 
de la descomposición relativa al polo es 


» 1 1_ A, de As 
a 7 (AA 
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by Cálculo directo de A,. Generalización 


Siendo a un polo de orden a de ufv irreducible, sabemos que existen 
números complejos Aj, ..., A, y una fracción 24/v, desprovista del polo a 
tales que 


0% k A 100 
% == ao taste 


Multipliquemos los dos miembros de esta igualdad por (X —a), obtene- 
mos (a > 1) 


uX) 
(2) 
v(X) 
siendo k, una fracción desprovista de polo a; sustituyendo X por a en (2) se 
obtiene, siendo x una variable compleja 





= A, + (X — a)hu(x) 


_ (a) _ u(x) | 
a a — a) 
o a im | v(x) 
En particular si a es polo simple el residuo A nos lo da la fórmula 
_ ua _ ua) 





| ola) va) 
pues v(X) = (X—ajo(X) implica 01%) = (XX) + (X — aJuí(a). 
Si a > 2 se puede generalizar este método al cálculo de Á,.,; en efecto, 
la relación (2) puede escribirse 
u(X) 
v(X) 





(3) = A, + Ay X — 4) + (A — aPhAX) 


siendo Rh, una fracción desprovista del polo a, Derivemos la relación (3), 
obtenemos 


3) | Hen 


00] == A. + ( -— kx) 


donde k es una fracción desprovista del polo «a, de donde sustituyendo X 


por a en (35 
E u(X) 1' 
decia v(X) la 


Si a >3 se podría continuar este método para calcular A,_, ..., etc.; 
pero entonces es fácil ver que si se aplica la fórmula de TAYLOR a la fracción 
q = ufv, hasta el orden 4 —1, para X =4, se obtiene 


u(X) (X — ajo! 


v(X) al pla) + (XK — ad (a) A el a =D pa) + E 060 
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siendo yy una fracción desprovista del polo a ($ 202, fórmula 6), en consecuencia ' 


p 1 )- pta) Pl o O, 
X—a 


(X —ay + (ap "0 (a—D! X—a' 

Esta fórmula, que tiene el interés de presentar una cierta analogía entre: 
el estudio de la parte relativa al polo a, y la fórmula de TAYLOR es poco utili 
zada en la práctica, ya que el cálculo de las derivadas sucesivas de una función 
racional es en general muy molesto; no obstante, en el caso de una fracción 
que tenga dos polos solamente puede conducir a un cálculo práctico de la 
descomposición (ver ej. 371 al final del capítulo), 








c) Método de los coeficientes indeterminados 


Se puede escribir a priori 


Moa 


65) ==)» E is 


h=1 k=L 


multiplicando los dos miembros por v, se obtiene una igualdad entre poli 
nomios. Igualando los coeficientes de X' en los dos miembros, se constatará, - 
en cada caso, que se obtiene un sistema de CRAMER respecto a los coeficientes $ 
indeterminados: se demuestra de esta manera cada vez la existencia y la uni. ** 
cidad de la descomposición anterior. 

Si se utiliza este método, conviene aplicarlo a g=f-—p.y no a f. a 

Se puede también poner a priori la descomposición de g=f-—p, si los ¡ 
polos son de orden poco elevado (a < 3, por ejemplo); se calculará A, e in- ¿ 
cluso A,., por el método indicado antes en b). Se obtendrá en seguida el 3 
número de relaciones necesarias para calcular los otros coeficientes indetermi- 3 
nados dando valores particulares a X (valores que no son polos), en particular 
0, si no es polo. E 

Colocándose en C=C U (003 (ver $ 124) se podrá sustituir X por o en 4 
ia relación obtenida multiplicando los dos miembros de la fórmula (5) por X. 3 
Sea, por ejemplo, 


2x*+ 1 A; : Az A; B Cc ? 














(SEED =P Bor ki xo xa 
en E E PENE AX O, AX, BX _ CX 
ii Eee q rollo Sa o E qu 


se tendrá 
2=A¡+B+C€ 


de una manera general (notaciones de la fórmula (5)) 
lím xglo) = Ay +... + An. 


300 


A A e A A 
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Se tendrá también en cuenta las consideraciones siguientes: si.f es par 
(8 201, ej. 5) la relación 


(EX = AX) + EX) = [(X) = p(X) + 800) 


implica que p y g son pares; luego si 40 es polo de orden a, —«a será 
igualmente polo de orden a, la suma de las partes relativas a los polos a 


Y —a«u sea 
UE +0 (+7) 


es invariante cuando se sustituye — X por X, de donde 


: As B, e E As B, 
2| (X — ay Ta e rd pl 


de donde como consecuencia de la unicidad de la descomposición 
k=1,.., m B,¿ = — IA, 





Si f es impar (8 201, ej. 5), se verá sin esfuerzo, con las mismas notacio- 
nes, que 
(k = 1, E] m) B; = (— DIA. 


Finalmente si f es real: f =f, igualmente con p y con g y si a no real es 


polo de orden a, 4 es de polo de orden o (ver 8 201, ej. 6); siendo P y Q 
las partes relativas a 4 y a en la descomposición, tendremos 


==) +0 [3 


estando f, desprovisto de los polos a y 4; además, la igualdad 
1 Le 
—) +00=10 


E 
==). (3 


implica, en consecuencia, de la unicidad de la descomposición 


Q=P y f=f 








1 
=) 4100 
— a 








109) =P ( 








5) + 100 
q 


luego si se pone 


(asias lr 


se tendrá 





k=L .,m  B¿=Ajz 
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d) Conclusión 


Interesa calcular la parte entera p (si hay una) por división euclídea. Para 
los polos de orden relativamente alto (a > 3, por ejemplo), el método descrito 
anteriormente en a) es el mejor. 

Para los polos de orden bajo (a < 3, por ejemplo) se hará a priori la 
descomposición, se calculará inmediatamente A, como se ha dicho en b), 
seguidamente la sustitución de valores particulares, junto a la utilización 
eventual de consideraciones de semejanza o de realidad, dará las relaciones 
que permitirán calcular los demás coeficientes. 

El método de los coeficientes indeterminados aplicado sin meditar no es | 
en general aconsejable: hay que reducir a común denominador el segundo ¿ 
miembro de (5), después resolver un sistema lineal con bastantes incógnitas, 
aunque los casos sean simples. 


EJEMPLOS 
1, Finalicemos el ejemplo dado anteriormente teniendo en cuenta que f=f. 


2X4 4 1 Az A, A; B B 
_— €  R — e e + + 
(X— DIOR 1D (AP (AA X—1  X—i' X+i 


2.141 2 24+1 
B 


dl 


241 2? — (i—1P2i 


HO) = 











3 
=— (145 
8 


= + da (después de multiplicar los dos miembros por X) 
en 11 
2=A/+B+B>A¡=— 
4 


finalmente X = 0 da 
í 3 o 11 MN 3 
TT == ——= > = —, 
ENG 
X6— 2X3 4 4X*—-6X3—X2 + 8X + 121 
2, 0  ——_ —_—_—___ (M. G.P.) 
(X— HR 4 4) 


por división euclídea se obtiene 





125 
[0 =X 41220), ¿O = —_——____—_——_ 
(X— DIOS + 4) 
pongamos 
Y=X—1, Xi4=542Y 4 Y? 
125 = (54 2Y + 1225 — 10Y — Y2) + YI12 + Y) 
de 25 10 1 Pe e X +11 
8 Z_ — _—_€—_ _—_ — _—_— ñ y, 3 REE 
(X—=1$ (X—1P X—1 ! 00) x+4 
x +11 A A 2i+11 2—11i 
ROO = — = —— +, Am ENE 
Xx +4 X—2i X +2 ai 4 
O =X 41 4 ——= — 2 — 











25 10 1. 2—1l 1 2+1di 1 
ll 


E —— 
(XP. (XP. X—1 4 X —2i 4 X 21 
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n—-i 


1 
(00 = PT ; Uux) = 1; v(X) = H (X — 44); 





se tiene, pues, 




















n-1 
"—1 =ll5s Xt, 
con 
ula) 1 Gs 
vía) may! n 
ahora bien, 
(er = 1, 
de donde 
n—-1 
1 1 E 27 27 
== 4 = cos k——+isen k— ]. 
x"—1 E X —4; n n 


207. Descomposición en R(X) 


a) Unicidad de la descomposición 


Sea f un elemento de R(X), ufv su representante irreducible con denomi- 
nador unitario; tenemos en R[X] (ver E 193, c) 


00) = II (X— aj) TI [OK — 5% + (0sP 7 


h=1 k=1 


siendo (a) (1 <h <m) la familia de los polos reales de f, de Órdenes respec- 
tivas Ol -<<» Gm y siendo (b¿+ ic, 1 <k<m) la familia de las parejas de ' 
polos complejos conjugados (no reales) de f, de órdenes respectivos f,, ..., B,. 
Al ser estos polos dos a dos distintos el conjunto de los polinomios de R[X] 
(X— 8) (l<h<m, (X—bP + (c,2]%* (1<k<mn) son extraños dos 
a dos, el teorema del $ 205, a) nos permite escribir de una manera única 


A o ByX + Cao + Cu 
O (0=A0 22 y 
siendo p un elemento de R[X] y reales todos los elementos 
Aj Bi Cil <hk<m, l1<j< Op lek<nml<l!l<Bs). 
La parte relativa a un polo real a de orden qa es siempre 
A. 
a att 
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polinomio real en 








de grado u y sin término constante; pl E 
a X—a 
es la suma e elementos simples de primera especie. 
La parte relativa a una pareja de polos conjugados bhic (no reales) de 
orden f es la fracción real 


B¿X + Cs B,X +C, 
ROO = ——=—— +... + ——— 
2%) [(X— by + e (X—DbP + e 
donde Bj, ..., Bg, C,, ..., Cg son números reales, que pueden ser algunos nulos, 


aunque el polinomio B¿X + Cg es no nulo, sino bic serían polos de orden 
estrictamente inferior a fi, lo que es imposible; R(X) es la suma de elementos 


BX + C; 


simples de segunda especie TA Ap 


b) Métodos prácticos de descomposición en R(X) 


El cálculo de p (parte entera) y de los coeficientes relativos a los polos. ' 
reales se hace con los mismos métodos que en C(X) (ver $ 206). 

Para calcular las partes relativas a los polos complejos conjugados no 
reales la mayoría de las consideraciones desarrolladas en el $ 206 son válidas, 
Por ejemplo, si 








E 
A... APPS, EE ando A. LS. 
() = [(X— PH 1000) Ls [ADE A 000 (bic) 0) 
se tendrá 
u(X) 





= BX 4 Cg + [0% — DP + TAX 
donde la fracción k está desprovista de los polos b+ic, de donde sustituyendo 
X por b+ic la relación compleja 


1D + ic) 


Ma o O 
a 


que determinan los dos números reales Bp y Cp. 

Igualmente todas las observaciones relativas a la paridad o imparidad son 
válidas, así como el uso de valores particulares; respecto a esto hay que 
señalar que si X2 + pX + q es un polinomio real irreducible se tiene q >0, 
entonces hay, a menudo, interés en utilizar 


x=+ivq. 


Se puede también observar que si se descompone f real en C(X) (en ele. 
mentos simples de primera especie), las partes relativas a dos polos conjuga* 
dos son conjugadas ($ 206, c); tendremos, pues, según la unicidad de la d 
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composición (5) y de la descomposición (6), todos los demás términos de las 


dos descomposiciones estando desprovistos de polos bx ic 
6 B Ze 
B,X + C A A, 
e A A 
z [A —by+0e7 Web 


[=1 I=1 


B 
> hAx) 
7 a TAbp ET 
con RX) = A(X —b— ¿ic + AXX—b—ic)! € R[X]. Puede resultar cómodo 
de descomponer en elementos simples de segunda especie, cada una de las 
AXX) 

[XBP + 7 
división indicada en el ejercicio 2 del 8 204, 


fracciones reales utilizando, por ejemplo, el método de la 


OBSERVACION 


De hecho, en la práctica, la descomposición en elementos simples de segunda especie 
es principalmente útil para calcular las primitivas de las funciones racionales reales. 
Ahora bien, las fórmulas de derivación en CD) ($ 202) y la definición de la primitiva 
de una función compleja de variable real (ver curso de Análisis) demuestran que, si 
¿> 1, la función real definida sobre R 


A A; 
A ———— E (>1, a=b=wicéR) 
—ay (xa) 


tiene como primitiva la función real definida sobre R 


1 Ay A 
> —— | — th y ——— |, 
1—] (x— ayu! (e — ay 


Solamente se necesitan los elementos simples de segunda especie en el caso de los 
polos simples y en aquel en el que los residuos de los polos múltiples btic son no 
rulos; se escribirá entonces 


A; A; Bix +C, 


A e > = 2 Á  (B,, CR). 
x—bzic xo—bric (x—bP4 pon 


Se observará que el cálculo indicado para una primitiva, en el caso I>1, es más 
simple que el cálculo de la primitiva de 
Bx +C; 


——_—— —  _—, 
[—bp + e! 


En consecuencia, resulta interesante, para calcular una primitiva de una función racio- 
ñal real, descomponerla en C(X) en elementos simples de primera especie, y seguir el 
procedimiento indicado más arriba. 

Por otra parte, como se verá en Análisis, para, los cálculos relativos a los operadores 
1, 2 y 3 (3 205, b, observación), los elementos simples de segunda especie, en general, 
uo son de utilidad; de ahí el escaso interés práctico de la descomposición en elementos 
simples de primera y segunda especie en RíX). 
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EJEMPLOS 


1. Los ejemplos 1 y 2 del $ 206, dan inmediatamente la parte relativa a la pareja 
única de polos complejos conjugados bajo ia forma de elemento simple de segunda 
especie. 

1 


z> 109 = - 
(X+ 19(X2 + X 412 





poniendo X + 1 = Y se halla 





2 1 
0) = == + KE +] (A 
dei CA OE id 
XX 24 3X +43 
HL 00) = — 


(+ X +19 


dividiendo. —(X3 + 3X243X 43) por X2+X +1 después el cociente por X2+ X-+1 
(ver $ 204, ej. 2) se obtiene 


1] X +2 
OO = ———_——— 
AS NTE AE 
Se hubiera podido poner a priori (X + X + 1=(X— (XP) 
A, A, A, BO BX+0, 


(O) = ——— + —— + + ——__—— 
(XRO (XA 1 X41 (XX 1 X4X2+1 





se tendrá (después de la multiplicación por (X + 1) sustituyendo X por —1 seguida 
(después de la multiplicación por (X24+ X + 1)) de la sustitución de X por j 


1 
Aj=1L.. ———=um1=B)j+C,>(B,=0, C,=—1) 
3 GA 1p 2 L 2 2 


se podrá seguidamente dar los valores particulares 0, ¿ e «o (después de la multiplicación 
por X), se obtendrá cuatro relaciones reales que permiten calcular A,, A,, B,, €, (66 
constatará que este cálculo es más largo que cl precedente). 





8 A A” B,X + C, BX+C, 
E A  ——————— = —S —— E A Y 
Di= IMEI MEA Md. O x+1 
La paridad nos permite escribir 
A C, Cc, 
100 = A A O 
X—1 X+1 4 1) Xx 41 
multiplicando por X-—1 y sustituyendo X por 1 se obtiene Á = 1; multiplicando pot 
(X2+ 1) y sustituyendo X por i se obtiene C, =-—4; finalmente sustituyendo X por O 
se obtiene 


O A 
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Ejercicios 


369. 


370. 


371. 


372, 


373, 


374, 


3175, 


176, 


177. 


Descomponer en elementos simples sobre € después sobre R (ne N) 


1 1 1 1 
PET Xan+i 1? Xan 4 1 Xt 4. 1 


Descomponer en elementos simples sobre € después sobre R (p, geN, p <2q) 


Xr-i Xx» X»p4 XP 
1—xu” 1 Xt rl 14 X0 7 0 14 X24+1 





Descemponer en elementos simples sobre € (neN; a, beC, ab) 


1 1 
qa po (X — ay (X— byn 





(Se podrá utilizar el método indicado al final del subpárrafo 206, b), 


Descomponer en elementos simples sobre € después sobre R 


1 5Xó—X3+ 1 3x2 +1 
(X—DU(X2-2Xx4) — X44+2X36X242X 41 (XA— DH XX 4 192 
X442 5 X5—2X3 +1 


XOQAPOCEDO: XAO. XI 2X342X22X 410 


Descomponer en elementos simples sobre C después sobre R (a, beR, al + b?) 
A 1 
X?—2X3HXcos a +.<cos b) 4 2XX1 +2 cos ud cos b)-—2X(cos a + cos b) + 1 





Descomponer en elementos simples sobre (€ seguidamente sobre R (eventualmente) 


1 
4X3—3X—a 
(MER; se pondrá a= cos 3 0 a=ch 320 a —-—-ch 30 según las posiciones de «a 


con relación a —1 y D. 
Tenemos la fracción racional f definida por 


x=tga A =tg na, cen E<o<E) 


Descomponer f en elementos simples. 


Sea u=ax* +bx+c v=0X24+0b'X+c? dos trinomios con coeficientes reales; ' 
se supone ab? -—4atc”) + 0. Descomponer f =ufwv en elementos simples de pri- 
mera especie. Calcular f*. Deducir que f” tiene 1 o 3 raíces según que v tenga 2 0 0 
raíces reales. 


a) Dados dos trinomios de segundo grado T,, T,, primos entre si, con coeficientes 
complejos, demostrar que las raíces de los trinomios T =«,T, + ayT,, en los que 
a, y e, son dos números complejos cualesquiera, verifican una relación involutiva 
(V. $ 124, f) que no depende más que de T, y T,. 


524 


378. 


379. 


380. 


381* 


382. 


383. 
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b) ¿En qué condición los residuos de la fracción 
(X — 00) (X — B) 
(X— a (X — by? 
son nulos? (%, B, a, beC; ax b). 








Siendo (x,) (1 <h <m) una familia de 4 números complejos todos distintos, se pone. 
LO) = (X— A) (AZ MY) 0. (A), 


ro A, Z B, 
O Pal 


h=1 
Calcular A, y B, con ayuda de u'(x,) y u“(x,) 


Demostrar que 











Siendo (x,) (1 <h<m) una familia de » números complejos todos distintos y (ay) : a 
(1<hk<Hm) una familia de números complejos cualesquiera, demostrar que existe un 
polinomio único f de C[X], de grado <n-—1 tal que 


(h=1,2,..,1m>  Hx)=a, 
considerando la fracción 
10 
(X—xpD) ... (XxX) e 
Hallar de nuevo la fórmula de interpolación de LAGRANGE (8 192, ej. 5). 7 


Siendo a y b dos números complejos distintos y «e, e”, f, B' cuatro números com : 
plejos cualesquiera, demostrar que hay un polinomio único f de C[X] de grado 33 : 
tal que 

Ha) =4, Fla) =a4', Fb) =P, F(b) = P”. 
(Considerar la fracción K(X)/(X — 89 (X — DY). 


Si (x) (1 <h<m) es una familia de :m números complejos todos distintos, (py) * 
(1 <h< mm) una familia de enteros naturales no nulos y (a, 1) O=kz= ph—=1). 
una familia de números complejos ONE estudiar la existencia y unicidad 
de un polinomio f de C[X] de grado <p, +... +P,p—1 tal que 
(hal, ....m) 16,3 = Gp + fx.) OS fur (x,) =4 


(Estudiar primero los ejercicios 379 y 350.) 


h,pi1" 


Demostrar que en C(X) 

E 1 Xr+1 
——-=14+X4.0.+XM3+8 A 
1-—X 1—X 


Deducir por derivación los cocientes del orden n en la división según las poten 
cias crecientes de 1 por f(X) = (1 —-XJ% 
Aplicar el resultado a f(X) = (1—aXJ o $00 = (a— XY* (ae C*), 
Descomponer sobre C, f(X) = 1/(1 + X2). Deducir que 

P,¿00) 
(14 X2n 
donde P,, es un polinomio de R[X] de grado n que se calculará, 





i mo) = 
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384, 


385, 


386. 


387. 


388. 


389, 


Los polinomios considerados se supone que tienen sus coeficientes en un cuerpo 


conmutatiyo K. 
Demostrar que si v(x) es un polinomio no nulo, todo polinomio f se escribe de una 


manera única 
100) = Ea, (X) [v00]", 


los polinomios a, son de grado <grd v cuando no son nulos. 
(Efectuar en K[Y] [X] la división euclídea de K(X) por v(X) — Y). 
Deducir del resultado precedente una nueva demostración del lema 3 ($ 204). 


Descomponer en elementos simples sobre R 
3X7—5X% 4 4x2— 11X + 1 
0224 X 4 pp 1000 
(utilizar el ejercicio 384). 


1. Se pone f(X) = =—=r Calcular la parte principal 





A B e 


( d y= 
tara, E US 


relativa al polo 1, 

22 Observando que g(X) = ¿(G(X) = (PX) (G = elis/3) hallar la descomposición en 
elementos simples de g en C(X). 

3.2 Demostrar que existe un valor de A tal que g(X) —Af(X) sea la derivada de una 
fracción racional G(X). Supontendo G(0) =0 escribir la descomposición de G(X) 
en C(X). 

4.2 Se pone p(X) = 1/(X»— 1), n entero > 2, Demostrar que existe un valor A para 


el cual la fracción 
[909 —Ap) 
es la derivada de una fracción racional. Calcular A. (MP.C) 


Se tiene la fracción racional (a, beC) 
a+ bX+c 
FO = ——— rr —, 
(X— DP U(X + 1) 
a) Descomponer f en elementos simples. 
b) ¿En qué condición las primitivas de f son fracciones racionales en X? Dar su 


expresión en este caso. 
(V. ej. 377). (M.G.P) 


Hallar los polinomios w(X) de grado mínimo tal que las primitivas de la fracción 
racional 
uX) 


Me _— => 
AX) ORTO 


sean fracciones racionales en X. 


Sea E el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes complejos E,,,, el sub- 
espacio de los polinomios de grado <n. En todo lo que sigue O es un polinomio 
dado de grado q en el que todas las raíces son simples, | 

1.2 Si P es un polinomio, ¿cuál es la forma de la descomposición de z = P/Q? en 
elementos simples? Demostrar que si las primitivas de z son racionales, son de la 
forma S/Q donde S es un polinomio. . 
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390. 


391. 


392 


393, 


394*, 


FRACCIONES RACIONALES FCap. 12 


2. Se hace corresponder a UseE,,, el polinomio 
T(U) = U'Q—Q'U 


demostrar que Y es una aplicación lineal de E,,,¡ €n E,,,¿ ¿Cuál es el núcleo de Y! 
(Se distinguirá el caso n= q y n< q) ¿Cuál es el rango de T, la «dimensión «dle la 
imagen T(E,,,y) de 'T? 
3.2 Siendo U exactamente de grado 11, demostrar que si T(U) es de grado <rH4- q 1 
entonces 4 = q y que existe un polinomio Y de grado mn tal que TV) = T(U). 
Dado el entero natural p, deducir que los polinomios PeE,,;, tales que la fracción 
P/Q? tenga sus primitivas racionales formen un espacio vectorial de dimenslonsa 
p=a+tl si p22qg—1, p—-g+2si q—2=p<2g—l1, y cero si pq. 4, 
Verificar estos resultados sobre el ejemplo estudiado en el ejercicio 387. 

(M.GI) 
Sea (x,) (l << m) una familia de 11 números complejos todos distintos. 
a) Si ay es un número complejo no nulo, calcular la descomposición sobre € dle ln 
POR)/A%) con (X) = a (Xx 5. (2%, Jn e C[X]. 
b) Demostrar que para que exista un polinomio g>+ 0 de C[X], tal que 

nt 

¿0 > UI 
EX) X — Xy 


fl 





es necesario y suficiente que 0%, ..., e,, sean enteros naturales. Hallar entonces todos 
los polinomios £. 


Simplificar, para n= 2, 3, 4 las fracciones racionales (V. ej. 366, cap. 11) 
XA Y za 
s E + . 
(X— 1) (X— Z) (Y —ZD (Y -—X) (Z — Xx) (Z -— Y) 





Simplificar, para n= 2, 3, 4, las fracciones 
(X + A 2) Y 42D 4) (Z+ AD (ZA Y) 
Xx" Y A zer 


9 A C(YZ)(Y—X) TZ 





Hallar los ceros, los polos y los puntos de indeterminación de las fracciones siguientes” 
de C(X, Y) o C(X, Y, Z) 


X + Y Xx 4 Y X+Y+zZz 
X-—Y xy X= Y ' 





a) Hallar los ceros comunes de cada uno de los pares de polinomios fornunba 2444 
los tres polinomios de CFX, Y, Z, T] 


Y-XZ, YT — X2, XY 2 TY. 
b) Hallar los ceros, los polos, los puntos de indeterminación de las tres lracidenes 
de C(X, Y, Z, T) 
Y? — XZ YT-—x?2 XY —ZTYT 
YT -—X? AN EZT VU XZ 





Se demostrará, en particular, que estas tres fracciones tienen come pudor edi lara 
terminación todos los puntos de C4 de la forma (Af, A?, 483, 2) en queen que d 4 
son dos números complejos cualesquiera. 











y 
, 
E 
y 
£ 
% 
ES 
A 
| 
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ECUACIONES ALGEBRAICAS 


Il Funciones racionales de las raíces. 
ll. Eliminación y aplicaciones. 


208. Introducción 


En todo este capítulo sólo consideraremos polinomios de C[X]. Siendo 
C infintto, a todo polinomio f de C[X] podemos hacerle corresponder, de 
manera biyectiva, la aplicación polinómica asociada (ver 8 185), representare- 
mos igualmente esta aplicación por f. Por otra parte, el polinomio f 0 de 
mado 2 


(1) [OO = q X" + aXti4+o., +0, X +0, (do + 0) 


lenc 2 raices distintas o no en € (ver 8 193, b); según que expresemos o no 
ll: modo explícito el orden de multiplicidad de cada raiz escribiremos (2) 
a (2) 

(2) KX) = aX — 011) ... (X - > 05) 

(21) 09 = aX a)... (Xt) 


Donde las tn raices 1, .... y de Órdenes respectivos A), ..., Ry son distin- 
tu: dos a dos; además, A +... +A, =2. 

Elallar las raíces del polinomio f, es resolver la ecuación [(x) = y, asociada 
uf (ver 5 14, b) para y = 0. Diremos que la ecuación 


0) [(o) = ay? ar lA o 4 a a, =0 (do. >< 0) 


una ecuación algebraica de grado n (se sobrentiende: con coeficientes 
da, 4, en E). 

Las raíces del polinomio f se Mlaman raices o soluciones de la ecuación 
o =0. Dos ecuaciones algebraicas f(x) =0, g(0) =0 son equivalentes $i 
tienen las mismas raíces con el mismo orden de multiplicidad: esto ocurre 
ay sólo si g=Af (UA €C*%). 

ll lector se dará cuenta fácilmente que los resultados que vamos a das 
certan también válidos si se reemplaza C por un cuerpo K, conmutativo, infi- 
mio, algebraicamente cerrado, de característica nula. Algunos de ellos son 
también válidos en casos más generales. 
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Il. Funciones racionales de las raíces 
209. Relación entre los coeficientes y las raíces 


Sea €; ..., 0, las n raíces de la ecuación algebraica de grado nm, f(x) =0, 
si Yu ««., E, Son los polinomios simétricos elementales de C[X,, ..., X,] (ver 
8 199, b) estribiremos 


(h=1, ..., 1) E/MOs ..., An) = ÉO0z -.. Un = 0 


y diremos que 0, ..., 0, son las n funciones simétricas elementales de las 
raices de [(0) =0. 


Tenemos 
0 = 201 =01 + 07)... +, 
07 = ajo) = QoS 10a +. y: 10tr 
4 E EN 
4) On —= ÉO02 Up Uilla On E E id oca 


Tn — LO 0 a+ Olga OOO + Olpi- 


Las fórmulas (1) y () (8 208) y los cálculos del $ 199, bj demuestran que 
(si f es de grado n y ap 0) 


a a Ea 
(6) n=—->, ..., an=0py+t, ...s On = (E y — 
Un do % 


Recíprocamente supongamos que, siendo g), ..., 9, 1 números complejos 
dados, tratásemos de resolver el sistema (4), ax, ..., a, como incógnitas, está 
claro que 1, +... %. son las n raíces de la ecuación 


(6) A al o E Drjat<+... + (— 1D'o, =0, 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Escribir las relaciones (5) separando una raíz a, e introduciendo las n—1 fun 


ciones simétricas elementales af, ..., 5, de , %, ..., a; se obtiene 
Pi 
a +o= 2,18, 
(5) 2,9, ¿+= E D*a,/a, (h=2,... n—1) 

os 

E == D"a,/a, 
deducir que el sistema (5) en el que %,, ..., e, son las incógnitas es equivalente al sin 
tema (57) 


fla) = fa) =...= fla) = 0. 
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Demostrar que si en el sistema (5) se reemplazan m< hn ecuaciones por 1 ecuacio- 
nes del sistema (5') se obtiene una consecuencia del sistema (5) Así (dados a, b, c) 


se tiene 
X+YAEZZ— 4 x+y+z=-—a 
pee b=> Leo: 
XyzZ = —C xaqad+bx+c=0. 
¿En qué caso estos dos últimos sistemas son equivalentes? 
2. ¿En qué condición las raíces de x3 + aux +bx4c=0 están en progresión arit- 
mética? Resolver entonces la ecuación. 
3. Para n= 4 escribir las fórmulas (5) poniendo 


== == EA h— 
s$= 0 =p Ola, Pp = UA, s mE Olgs Pp” —= OyOlga 


4. Hallar «a tal que las raíces de 44 3 + ax 4 3x4 2=0 verifiquen 0, + d, = yy. 
Resolver entonces la o las ecuaciones obtenidas. 

5. Utilizando c, hallar k de modo que haciendo el cambio de variable x=y+H%R 
la ecuación (3) tome la forma 


(35 Y E by yd, Y + db 0. 


Así para n= 3, se tiene y + py+q=0, algunas veces se dice que se tiene la 
«forma canónica» de la ecuación de tercer grado. 


210. Funciones racionales de las raíces de una ecuación algebraica 


Sea r una fracción racional simétrica, elemento de C(Xy, ..., X,). Para toda 
permutación í de [1, n] se tiene 

(1) iy ...3 X(1)) = 9nX,, ..., X.) 
resultará, supuestas sustituibles en r las raíces dj ..., dan de f(4), que para 
toda permutación x 

(2) ray 2.0.3 Oxtm)) = rías, £.) taz). 


Pero puede suceder que se tenga (2) sio que se tenga (1) Consideremos, 
por ejemplo, 
(0 =v + px + q = (0) (xD) (x—0) 
tenemos (a + b4c=0) 
do be=aa + b+c<)—(be + ca + ab) = -- (be + ca + ab) 
luego 
Robe =da--cb=ba=bb—dac=c 


2 





ab =>: (?— ba ==. 0% TX Pp 





aunque el polinomio X*- YZ no sea simétrico. 

Si una función racional r que aplica C* en € verifica (Q) para las n raíces 
de una ecuación f(x) = 0, para toda permutación zx de [1l, 1], diremos que 
r es numéricamente simétrica para las n raíces (1, .. 0. de f)=0; por 
abuso de lenguaje, diremos que r es una función racional simétrica de las n 
raices de f(a«)= 0. Por oposición, se dice algunas veces que s elemento simé- 
trico de C(X1, ---, X,) es formalmente simétrico. 


34. — ALGEBRA 
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Supongamos r numéricamente simétrico para las raíces de [f(1) = 0, si efec- 
tuando sobre r todas las permutaciones de S,, se obtiene k y solamente k 
E CCceS racionales ri, ..., 1, distintas dos a dos es evidente que-la fracción: 
raciona 


1 
Xp ..., X,) == q rs, ..., X,) E +1 Xy, ..., X1)] 


es formalmente simétrica y que 
s(as, ...) An) UN r(a1 ..., An) 


Por ejemplo, en el caso estudiado anteriormente 


1 
s(X, Y, Z) =- 06—YZ + Y?—ZX + Z2?—XY) 


sía, b, c) = r(a, b, c). 


En consecuencia: el cálculo de una función racional numéricamente simé 
" trica de las raíces de una ecuación algebraica, se reduce al cálculo del valo 
de una fracción racional formalmente simétrica para las raíces de la ecuación 
estudiada. ia 

El teorema 21 del $ 199 y las fórmulas (3) del 8 209 nos permiten enunciár:; 


TsorEMA, —— Toda fracción racional numéricamente simétrica de las raíces de una 
ecuación algebraica, se expresa racionalmente en función de los coeficientes de est 
ecuación. 


EJERCICIOS 


1. Sea r una fracción racional simétrica, dé representante irreducible P/Q, P y Qé 
siendo dos polinomios simétricos de grados parciales respectivos p” y q”. Dar la expresión. 
de rí(%;, ..., 0,) en función de los coeficientes Ap ..., 4, de la ecuación que tiene po 
raíces 0, -:-, 0, ¿Qué se hallará si r =P, P polinomio simétrico de grado total p y d 
grado parcial p”? 

2. Sea f(x) =x3 + px + q=(x—0) (x—b) (x—c), calcular (b— cP(c— aya — bh 
en función de p y q, a) directamente, 8) utilizando el teorema del grado y del pemtiA 
($ 199) (ver igualmiente un tercer método, ej. 424, b). , ] 

3. Sea (0) =x + px+q=(x— a) (x—b) (x—c), con p+ q +10, calcular 


>= 
b=1 


ll. Eliminación y aplicaciones 





211. Definición. Métodos teóricos de eliminación 
DEFINICIÓN, — Sean dos ecuaciones algebraicas 


160) = ay +aprl+...+8,=0 (a, + 0) 
800) = bpr + bar. + b,¿=0 (b, = 0) 
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eliminar x entre estas dos ecuaciones, es hallar una condición que la verifiquen los coefi- 
cientes de las dos ecuaciones y sea, además, necesaria y suficiente para que estas dos 
ecuaciones tengan al menos una raíz común. 


ae las raíces de f(x)=0 por Q%, ..., Un y las de g(x) por 
Bi --:» Bp. Escribiremos n < p. 


a) Método del máximo común divisor 


Si los polinomios f y g tienen una raíz común y, son divisibles por X — y 
y al ser y una raíz de su máximo común divisor d, este último es de grado 
superior o igual a 1. Recíprocamente si el m.c.d. d de los polinomios f y g 
es de grado superior o igual a 1, los polinomios f y g tienen en común las 


raíces de d. 
Buscando el m.c.d. de f y g por el algoritmo de EucripeEs ($ 190, c) se 


obtendrá r, tal que 
grd r,_¡>0 grd r¿=0 


para que f y g tengan una raíz común es necesario y suficiente que r,= 0; 
en general r;_, será de primer grado, habrá una raíz común única, si Y7.., es 
de grado l, f y g y, por tanto, las ecuaciones f(x) = 0 y 8lx) =0 tendrán ! 
raíces comunes. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS . 
1. Si grd f=n y grd g= 1, la raíz común no puede ser otra que la rafz —b,/bp 
de g, la condición es 
by 
(ay A :) = al— by + ap — by +... + a,(bp)" = 0, 
0 


2, Sea fo) =ax+bx+0 gx) =ax2+b'x4c (aa 4 0), demostrar que f y g 
tienen al menos una raíz común si y sólo si 


R = (ca! — act? — (ab* — ba) (be! eb!) = 0. 


Demostrar que si R=0 y ab'—ba'=0, f y £ tienen dos raíces comunes. 
¿En qué caso f y g tienen una raíz única común? Hallar en este caso esta raíz, 
3. Sia y c son no nulos a+ bx+cx?=0 tiene por raíces las inversas de las 


raíces de a+ bx4c=0, Situándonos en C=CcU [oo Y (ver $ 124) diremos que la 
ecuación ax? + bx + c=0 admite eo por raíz simple si a=0, by 0 y admite «o por 


raíz doble si a=b=0, c 0. 
Si a y a” pueden ser nulos, demostrar que la condición R =0 (ver ejercicio 2 más 


arriba) es necesaria y suficiente para que f(x) = 0 y g(x) =0 tengan al menos una raíz 
común finita o infinita. 
b) Determinante de Sylvester 


f y £ tienen una raíz común si y sólo si su m.c.d. d es de grado ¿>0, 
es decir, si se tiene 


1) f=fd, g=gd  (grdf<n  grd g.<p) 
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existe, pues, f, y 8, verificando 
Q) af—fig=0 (grd f, <n, . grd g, <p). 


Recíprocamente si existe f, y g, verificando (2), f y g no son extraños, 
pues si lo fueran f al dividir fg, =f,g dividiría f;, lo que es imposible, de donde: 


TEOREMA. -— Las ecuaciones algebraicas f(x) == 0, g(x) =0 fienen una raíz común si; 
y sólo si existen polinomios u y w no nulos que verifican 


(3) up+vg=0 (egrd u<grd g, grd v<grd f). 


Si f y g tienen una raíz común existe, en consecuencia, números complejos a 
Co +=» Cp 1 DO todos nulos y números complejos do, ..., d,_, no todos nulos -] 
tales que É 


(4) (XA Re] (AX o + dde = 0. 
Luego los 1 + p polinomios 
Xx  (O<h<p—D, X*'g (0<k<n—1) 


describen una parte ligada del espacio vectorial E de los polinomios .de 
grado a lo sumo igual a n+p—l. Recíprocamente si estos polinomios no 
son independientes, existe una relación de forma (4) con coeficientes no todos 
nulos: está claro que todos los e, (o todos los d;) no pueden ser nulos, 34 
tendría entonces vg = 0 con v 0, g 0, lo que es imposible; luego si estos 
n + p polinomios no son independientes existe u y v no nulos, verificando (3) 

La condición f y g tienen una raíz común, es equivalente a la condición 
los 1 +p polinomios X*f, X*g (0<kA<p—1,0<k<n—1) no son in: 
dependientes: es decir, la matriz de sus coeficientes sobre la base canónica 
de E: (X***-1, ..,, X, 1] no es inversible, o sea, su determinante $ es nulo 


p n 
o — 
EA as DO Do 0 1 
004... AARADO Doc... 0 ¿ 
e E EE E p 
S= 00.0 mmm... do 4%; .Aai=0 4 
SN ÓN Doibp Doc... 0 1 
Dit p-1Dp 0... 0 
ce SO E 2 
00 DD cias Do-nPpn+t b, Í 


. El determinante $ se puede considerar como un polinomio de n+p e, 
indeterminadas do, ..., Ga Do ..., Do se le llama determinante de SYLVEg 
de los dos polinomios f y g; tenemos, pues: : 
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TEOREMA. — Dos polinomios f y y tienen una raíz común si y sólo si su determinante 
de Sylvester es nulo. 
EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


4. Calcular el determinante de SYLVESTER para f=ax+bx+08=4ax+bx +0", 
Verificar que R =S (ver ej. 2 más arriba). 

5. Demostrar que $ es un polinomio homogéneo de grado p relativamente a 8), ..., 4, 
y un polinomio homogéneo de grado n relativamente a bp, ..., By: 

po 

6. Demostrar que 4, = b,= 0 implica S =0. Situándonos en C y a, o by pudiendo 
ser nulos, demostrar que la condición S=0 es necesaria y suficiente para que las dos 
ecuaciones fix) =0 y g(x) =0 tengan al menos una raíz común finita o infinita. 


c) Métodos de funciones simétricas 


Tenemos (aby + 0) 
Na) = 4" +... + 4, = a (x — a)... (x — 01) = a] | (x— a) 
í=1 


p 
8%) = Da? +... + Do = bd — Br) (e — Bp) = bo] | («— 80. 
j=1 
Pongamos 


A= 11 KB) = (ay? Un (8; — a) 


jml i=1 j=1 


B= 1 £la) = (bpy" Un (a; — By). 
i=1 


i=1 j=1 


Se ve inmediatamente que 


nop 
() R = (a8)B = — 1)"(b9*A = (a, IT] la, — Bj). 
i=l j=l 


A es una función polinomio simétrica de las raíces de g(x) == 0; designemos 
pOr Ti, +...» Tp las funciones simétricas elementales de estas raíces; conside- 
rando f1, ..., f, como indeterminadas, siendo A de grado parcial n respecto 
de cada indeterminada fj, tendremos (teorema del grado, 8 199, c) 


A — RÁT1 +..$ Tp) 


donde f,, es un polinomio de grado total rn cuyos coeficientes son polinomios 


en do ..., €, según la definición de A. Por otro lado, las relaciones entre los 
coeficientes y las raíces de g(x) =0 (ver $ 209) nos permiten escribir 
bi b P.( Do, .., By) 
A= Il 5 em [1 E) 
Ñ Da ( Pa (by" 
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siendo P, un polinomio homogéneo de grado total n relativamente a bp, ..., Dp. 
Se demostraría igualmente que 
B El Quo ...p 4.) 
(apy” 

donde Q, es un polinomio homogéneo de grado total p relativamente a %o, ..., G,. 

Finalmente la fórmula (1) da 

(0) Ríds .., dp) = Quíáo 4) = (DP bo + Pp) 
R es, pues, un polinomio en dp, ..., b,, homogéneo de grado total p en dy ..., 4, 
y homogéneo de grado total n en by, ..., by, se le llama el resultante de los dos 


polinomios f y g. 

Recordemos que los cálculos precedentes se han efectuado suponiendo 
daba + 0. En este caso R = 0 es equivalente a: existe (2, 7) tal que a; —B,= 0, 
de donde: 


TeoreMa, — Dos polinomios f y g tienen una raíz común si y sólo si su resultante 
es nulo, 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


7. Calcular R para $00) =0ax24bx320, 80) = 4x2 4 bx 3+<c. Comparar con los 
resultados los ejercicios 2 y 3 anteriores, 

8, Demostrar que R =$ (considerar S como un polinomio en A A Ba 
merced a las fórmulas a, = (—1)%90, b,=(—1Ybyr, y observar que S=0 si a, = Bj, 
utilizar seguidamente el corolario del teorema 18, $ 195; comparar finalmente los grados 
de S yR en ad, ..., by). 

9. Demostrar que Ría ..., b,) es isobaro y de peso np (ver $ 199, c). 


212, Métodos prácticos de eliminación 


Los tres métodos de eliminación que acabamos de indicar en el párrafo 
precedente son a menudo aplicables en la práctica (ver ej. 2, 5 y 7, 8 211). 
Se puede también observar que si existe dos polinomios f, y g, tales que, 
para x perteneciente a C, 

ft0=0 _ f10=0 
> 
glx) =0 gra) =0 
es equivalente eliminar x entre fí(x)=0 y g(x)=0 o entre fix=0 y 
gx) =0, 
Pongamos (n < p) 
(0) =ar +... +a4,=0  (d% 0) 


() 
200) =be +... +b,=0 (04 > 0) 
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el sistema (1) es equivalente al (2) 


8) = agla) — barr f(x) = 0. 


El sistema (2) es más simple, pues grd g,< grd g. 
Igualmente si a, 0, (1) es equivalente a (3) 


6 f(x) =0 ds k (0) =0 
gAx) = def) — argla) = rgdx) = 0 ga) =0 


pues 4, 4 0 implica f(0) « 0. Ahora bien, grd g<grd g,. 


En cada uno de estos procedimientos se ha bajado al menos en una unidad 
el grado de una de las ecuaciones: se puede, pues, llegar poco a poco al caso 
en que una de las ecuaciones sea de primer grado. 


Pero estos cálculos en la práctica requieren un gran cuidado: hay que 
pasar cada vez a un sistema equivalente. Ahora bien, en la práctica los coefi- 
cientes dp ..., b, dependen de parámetros y lo que se busca son valores de 
estos parámetros O las relaciones entre estos parámetros para que f(x=)=0 
y g£(x) = 0 tengan una raíz común. Supongamos para simplificar que 4%, ..., Da 
sean polinomios en A, escribiendo que f(x) = 0 y gi(x) = 0 (sistema (2) anterior) 
tienen una raíz común, se encontrará una condición p(A) = 0. Si una solución 
Ao de p(A) =0 es tal que QA) = 0 los sistemas (1) y (2) no son equivalentes 
y el valor Ay no conviene; se haría una observación análoga para los sistemas 


(1) y 6). 


EJERCICIOS 


l. Sea fla) =ax + bx+c, gl) =0x2 4 b'x4+0c. ¿En qué casos los sistemas 


f0=0 atico —agl) = 0 

glx) =0 c'Hx) —eglx) = 0 
son equivalentes? Deducir que, bajo ciertas condiciones, si estas dos ecuaciones tienen una 
raíz común xy se tiene 





ca! —ac' bel — eb” 
E A A 
abt—b"' *—ac 


, 
2. Hallar la relación entre a, b, e para que las ecuaciones 
max + 1=0, 3+bx+o=0 
tengan una raíz común. 


3. Eliminar x entre f(x) =0 y x?*=a (escribir f(x) = 1,(x?) + xf (7), siendo f, y ha 
dos polinomios). 
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213. Primeras aplicaciones de eliminación 


a) Eliminación entre 2 ecuaciones algebraicas 
Eliminar x* entre las 1 ecuaciones algebraicas 
fdo) =0, ..., f (00) =0 


es hallar las condiciones verificadas por los coeficientes de estas ecuaciones, 
necesarias y suficientes para que estas n ecuaciones tengan al menos una raíz 
común. 

Sea (f, g) df, g) la ley interna que hace corresponder a una pareja de 
polinomios su m,c.d.; como en Z (ver $ 100, ejercicio) esta ley es conmu- 
.tativa y asociativa; resulta que, si se pone 


di = ¿(fu f) y para 2<hsxn—1 de = dis fs Tus) 


d, y es el med. de fy ..., f, Para que estos polinomios tengan una raíz 
común, es necesario que d,,.., sea de grado estrictamente positivo, para esto 
es necesario también lo sean d,-2 ..., €, Recíprocamente si d,, ..., d,_1 Son 
de grado estrictamente positivo, está claro que los polinomios f,, ..., f, tienen. 
una raíz común: habrá que escribir, pues, en general n—-1 condiciones. En 
particular, si habiendo escrito que d, es de grado estrictamente positivo, se 
encuentra ged d, = 1, será suficiente escribir seguidamente los n— 2 restantes 
polinomios que tienen como raíz la raíz de d,. 

Naturalmente por combinaciones de ecuaciones, y haciendo las mismas 
reservas que en el párrafo anterior, se puede reemplazar el sistema 
0) =..=f4x) =0 por un sistema más simple. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Busquemos las condiciones para que fíx) = 0, de grado n, tenga una raíz múltiple 
de orden k (2<k<mHm): hay que eliminar x entre las ecuaciones , 


(1) 0=f60=. =D) =0 


y escribir seguidamente que una raíz a común a estas ecuaciones es tal que [%Xu) pá O 
(ver $ 192, teorema 15). 

Se observará que si t es una «variable de homogeneidad» (ver $ 186, e, y $ 197, ej. 2) 
el sistema (1) es equivalente al sistema (2) (0<k<K) 

(2) 16000 = 0. = PD (0) == FP) = 0. 

2. Escribir la condición para que x3 + px-+q=0 tenga una raíz doble (ver $ 192, 
ej. 6). 

3, Escribir las condiciones para que la ecuación 


o =x4+a84 2x4 b=0 


tenga una raíz triple, Utilizar los sistemas (1) y (2) (ver ej. 1 más arriba) y comparar 
los cálculos obtenidos. 
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b) Nociones sobre los sistemas de ecuaciones algebraicas con dos incógnitas 


Sean f y g dos polinomios de C[X, Y] y consideremos el sistema 
(1 (a, y=0 xy =0. 


Se llama solución del sistema todo cero común, (a, B)<C (ver $ 198), de 
los polinomios f y g; se tendrá, pues, 


(1) fa, B)=0 gía, B)=0. 


Observemos primero que si f y g no son extraños, es decir, si existe un 
polinomio d de grado estrictamente positivo tal que f=fid, g= gd, todo 
cero (a, B) de d es una solución del sistema (1). 

Supongamos f y g extraños: en consecuencia, no admitirán como divisores 
comunes más que elementos de C (ver $ 195). 

Si (a, 8) es una solución de (1), las ecuaciones 


(2) f(x, P=0 gr, p=0 


tienen al menos una solución común. Consideremos a priori la resultante de 
las ecuaciones (1) consideradas como ecuaciones en w: este resultado será 
un polinomio relativo a los coeficientes de estas dos ecuaciones en x (8 211, o), 
luego un polinomio en y: R(+y). Las ecuaciones (2), es decir, las ecuaciones (1) 
para y= B, tienen por hipótesis la raíz x == q en común, luego R(B) =0. 

Recíprocamente si f es una raíz de R(y)= 0 las ecuaciones (2) tienen, al 
menos, una raíz común a y (a, 8) es una solución de (1). Luego: Para resolver 
el sistema (1) se forma el resultante Rí(y) de los polinomios f y g considerados 
como polinomios en x: a toda raíz f de R(Y) = 0, corresponde al menos un 
número q tal que (a, B) es una solución del sistema (1). 


OBSERVACIONES 


l. Si f y g son distintos y de grados respectivos n y p se demuestra que el sistema 
(1) tiene, al menos, np soluciones; se demuestra igualmente, teniendo en cuenta «el orden 
de multiplicidad» de las soluciones y «las soluciones infinitas» que el sistema (1) tiene 
exactamente np soluciones (teorema de BEzouT). La demostración de estos resultados sobre- 
pasa el nivel de este libro. 

2. Puede ocurrir que el resultante R(y) sea el polinomio nulo: en cada caso donde 
esto ocurra se observará que f y g no son extraños. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 

4, Discutir según los valores de los números complejos e y b el sistema (en C?) 

a—y=1, ax+by4co=0, 
5. Calcular la resultante R(y) del sistema 
x4xy + 2x4 2y+ 4-10, xXx? axy xx +ay+a—1=0. 

Verificar que R(y) tiene a— 1 como factor. Estudiar el sistema en CL 

6. Estudiar en C? el sistema, x2 4 yY—2ax =0, 3 +y9—3xy =0 (se podrá poner 
d ra se escribirá que las tres ecuaciones 

0 yN=0 fixyN=0  fixy=0 


tienen una solución común en C?? (f,, f,, f, elementos de C[X, YD. 
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214. Discriminante de una ecuación algebraica 


Según lo que hemos visto en el 8 192 (teorema 15), la ecuación f(x) =0 
tendrá al menos una raíz múltiple de orden k > 2 si las ecuaciones 


f)=0, fG)=0 
tienen al menos una raíz común. 
Luego obtendremos la condición necesaria y suficiente para que f(x) =0 
tenga al menos una raíz múltiple anulando la resultante de f y f' 


10) = af — uy) ... (x— aa) (a 0) 


FO = a > (a — 1)... (e — ti (x — hi4) > (x — Ot) 
int 
de donde 
Fla) = ala — 01) --- (o; — 01) Cot; — Oris1) ++ (00; — On) 


Según la fórmula (1) del 8 211, c, tendremos 


R = (a) (a) ... (01) = (ay=="[ | aj) 


en el producto [[a.—«», hay n(n— 1) factores, cada uno de ellos se halla 


ij 
escrito dos veces (en la forma a: —a, y en la forma a — a), luego 


n(n-1) 
R = (gr UD ? II (a; — ayy. 
i<j : 
Teniendo en cuenta el hecho de que R =$ ($, determinante de SYLVESTER, 
$ 211, ej. 8) se ve que el polinomio R =S tiene a, como factores (aquí 
by = nap, considérese la primera columna de $), se pone R == 4D, el polinomio 
D (relativo a los coeficientes de f) se llama el discriminante de f y se tiene 


a(n-1) 
D= (1) 7 [la —ay 
i<j 
siendo D nulo, f(x) =0 y f'(x) =0 tienen al menos una raíz común, es decir, - 
su m.c.d. A es de grado estrictamente positivo. Una raíz a de A(x) =0 es 
una raíz múltiple de f(G) = 0; su orden es el menor entero k tal que [Wa) e 0 
(ver 8 192, teorema 15). 


EJERCICIOS 


1. Calcular el discriminante de f(x) = ax? + bx 4 c (se observará que con nuestras 
anotaciones D = 4ac— b3). 

2. Calcular el discriminante de f(0)=x'+px+q (se halla D = 4p3 4 27g%, ver 
8 19, ej. 5; $ 210, ej. 2, y $ 213, ej. 2). E 
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215. Transformación de ecuaciones algebraicas 


Siendo f un polinomio de C[X] de grado n, cuyas raíces SOM Qi ..., On 


y runa fracción racional de C(X), para la cual a, ..., e, son sustituibles, 
se lama transformada de la ecuación f(x) = 0 por la fracción racional r, la 
ecuación algebraica que tiene por raíces rías), ..., ría). 


Sea (1) 0) = dlx — a) (x— a.) (4% + 0). 
Pongamos 


y=r(0, B=rfa) (=1l,..,2m 
la transformada de f(x) =0 por r será 


(2) gu) = (y — Br)... (Y Bn) = 0. 
El potinomio g podría obtenerse calculando los números +31, ..., Ta 


=1l,2- 1=YEBRB>...B;= Erfayría) ... (a) 


que son las funciones simétricas racionales de las raíces de la ecuación f(x) = 0: 
el cálculo, en general, es pesado; por el contrario, el cálculo del polinomio g, 
que vamos a efectuar, nos dará los valores de las funciones simétricas 
Ti +... T, (ver ej. 3 más abajo). 

Pongamos r = ufo, siendo ufv irreducible, (3 será una raíz de (2) si y sólo 
si existe un valor q. tal que 


(a) =0, Bota) — ula) = 0. 


Luego se obtendrá la transformada de f(x) =0 por r eliminando x entre 
las dos ecuaciones 
f0) =0, yo(x) — u(x) = 0 


es decir, gíy) es el resultante de los dos polinomios en x: f(x) e Yu) —u(x). 
Observemos que dos fracciones distintas r y s pueden dar la misma trans- 
formada para la ecuación f(x) =0: es suficiente para esto que se tenga 


G=1l,..., 2.) stay) = (a) 


esta observación puede tener un gran interés práctico (ver ej, 2 más abajo). 

La transformación de las ecuaciones es principalmente útil para la resolución 
de las ecuaciones. Si f(x) =0 es de grado n, g(y) = 0 es también de grado n. 
Pero ciertas propiedades de f(x) = 0 pueden llevar consigo la elección de r de 
manera que gy) = 0 tenga raíces múltiples; en este caso la ecuación g(y) = 0 
de grado estrictamente inferior a rn llamada “resolvente” de f(x) = 0 para la 
transformación y =r(x) (ver ej. 4 y 5 más abajo y ej. 425 y 426 final del 
capítulo). 





EJEMPLOS Y EJERCICIOS q ae a 
1. La transformada de fix) =0 por y = (ax + b)/(cx + d) es AE S úl se, 
dy — b ñ ey 
' g(y) = (a —cyrf ( ) LS 
a—ecy e e 


cn particular: 
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a y=x+k (traslación de las raices) da eN = Ky —h), ecuación que se puede 
obtener mediante la fórmula de TAYLOR. 

b) y =kx (k 0, homotecia. de las raíces) da g(y) = Hy/k). En particular la ecuación 
[—x3) =0 se llama «ecuación en las opuestas» de las raíces de Ax) = 0, 

e) y=1/x para Mx) = a+ ...+46,=0 (879,70) da gíx)=8,%44+...+8,=0, 
Mamada «ecuación en las inversas» de las raíces de f(x) =0. 

2. a) Demostrar que para obtener la transformada de f(x) =0 para y = u(x)/v(x) 
se puede reemplazar u y v por dos polinomios u, y v, de grado estrictamente inferior 
al de f (u, y v, son los restos respectivos en las divisiones euclídeas de u y v por /). 


b) Demostrar que se puede reemplazar y = u(x)/v(00) por y = w(x), siendo w un 
polinomio de grado estrictamente inferior al de f (observar que v y f son extraños). 

3. Si Q,, y, «, son las raíces de fx) =x44+px+9=0 (p49+1+%0) se pone 
B, = (a, + 1)/(a,—1), calcular en función de p y 9, 


B, + B, + Bs, B¿By + B4B, + Br8B2 8182 Ba 


(transformar f(x) =0 por y = (x + 1)/(x — 1)). 
4. Ecuaciones bicuadradas generalizadas, Sea f(x) = 0 una ecuación tal que fía) =0 
implica fiT— a) = 0; se supone, además, f(0) 0, 


a) Demostrar que f es de grado n= 2m y que f(x) = h(*2). Deducir de ello que 
la resolución de f(x) =0 se reduce a la de h(y)=0, que es de grado m=m/2 y al 
cálculo de m raíces cuadradas. 


b) hy) =0, lamada «resolvente de f(x) = 0», no es la transformada de f(x) =0 
por y=x2, Formar esta transformada que es de grado n= 2m. ¿Se podría prever el 
resultado obtenido? (utilizar $ 212, ej. 3). 

5, Ecuaciones recíprocas. Sea f(x) =0 una ecuación tal que f(0) 0 y tal que 
f(a) =0 implica (1/0) =0. Se supone, además, que f(Dfi— 1) + 0. 

a) Demostrar que f es de grado n= 2m y que para k=0, ..., n se tiene 0, = 4, 

b) Demostrar que la transformada de f(x) = 0 por y = x + 1/x, sea g(y) = 0, sólo tiens 
raíces dobles. Deducir la existencia de una «resolvente» h(y) =0 de grado m (se obser- 
vará que si se pone para k > 0, y, =xF + 1/xk, se tiene para k> 2: Y = Yi yo Yi — Y 
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Ejercicios 


N. B. — Salvo mención contraria se supone que todas las ecuaciones consideradas son con 
coeficientes complejos. 


395, ¿Qué relaciones deben verificar los coeficientes reales de la ecuación ay" +... +8, =0 
para que sus raíces o, sean tales que 


hr 
(B=0,...,1) =8(0+) (0eR). 
n 
Terminar los cálculos para n= 3, 


396. Determinar y resolver las ecuaciones de tercer grado cuyas raíces están en progre- 
sión geométrica. 


397, Determinar 4 para que dos de las raíces de la ecuación 
3 + a+ 2x2 4 12x—8=0 


tenga un producto igual a 4. Resolver entonces la ecuación (utilizar $ 209, ej. 3). 


398. Determinar q para que las cuatro raíces (,, %,, y, e, de 
xi— 6 + 8x2 4 ax + 250, 
verifiquen %, + 0, = 0 + %,. Resolver entonces la ecuación (utilizar $ 209, ej. 3). 
399. Determinar a para que la ecuación 
(a+ Da alo (a+ Dx a=0 
tenga una raíz de módulo 1. 


400. Formar las ecuaciones de tercer grado cuyas raíces son los afijos de los vertices: 


a) de un triángulo isósceles, 
b) de un triángulo rectángulo, 
c) de un triángulo rectángulo isósceles. 


401. Formar las ecuaciones de cuarto grado cuyos afijos sean los vértices de un rectán- 
gulo, 


402. Demostrar que las raíces 0%, %, «y «,¿ de la ecuación 


ap + 40,3 + 60? + ax + 41=0 


son tales que (%, %, y 4) ==—1 (V, $ 124, d) si y sólo si 
lg 4 4 
[4 ad, a |=0, 
aa 


(Se observará que (a, + %) 20,0% + (0% + 0%) = 07%,) y se utilizará ej. 3, 8 209). 


403. Demostrar que la condición encontrada en el ejercicio precedente es la misma para 
la cual existe a, B, a, beC, tales que 
aX Y da 3 62 4 4a4X 4 a, = aX —a)t + b(X — BY. 
(Observar que la función homográfica conserva la razón doble de cuatro números, 
V. $ 124, d). 
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Siendo «, B, y las raíces de + px+q=0 (q 0) demostrar que cuando se 


a 
permuta de todas las maneras posibles las raíces Bo Pas + a sólo toman dos. 
Y OQ 
valores a y b. Calcular a + b y ab en función de p y q. 


Si a, fl, y son las raíces de 4% + px?+ gx +r+=0, calcular en función de p, 9, r, 
cuando están definidas, las expresiones 


a») NÓ NA ar y/o 
EFDAFD p — Br 


Siendo (%,) (1 <A<6) las raíes de X*—x—1 =0, Calcular 


o (ae? +1 
(o, — 1)(0, — 2) * 
Sia, B, y, 5 son las raíces de x%—3x2 + x—1=0, calcular Yo3p2y, 


a) Aplicando el método géneral. 
b) Observando, previamente, que cf? = apay23U0/52). 


Demostración del teorema de D'ALEMBERT-GAUSS ($ 193, b). 

Sea feC[X], grd f=n:>1. Se suponen admitidos los resultados siguientes: 

1. Todo número real > tiene dos raíces cuadradas reales; 

2. Todo polinomio de R|X] y de grado impar tiene al menos una raíz real 
(ver curso de Análisis); 

3. Para todo polinomio f de C[X] existe un .subcuerpo conmutativo A de C en 
el que f tiene todas sus raíces 0%,, y, ..., 0%, (V. ej, 348, cap. 11). 

a) Demostrar que el hecho que todo polinomio de RI[X] tenga una raíz en € 
implica que debe suceder lo mismo para todo polinomio de C[X] (si fe C[X], 
observar que ff e R[X])); 

b) Sea feR[X], grd f=n>1. Colocándose en Á se pone 


By = 0% E 0% + (00) (h <k, a ER). 
Demostrar que el polinomio f, que tiene por raíces (B,¿K1 <h<k< nm) pertenece 
R[X] y es de grado nn —1)/2. 


e). Demostrar que todo entero natural n > 1 puede escribirse h =2"g, p y q enteros 
naturales, q impar y que 


nín — 1) 
2 


= 29-1g* (q” impar). 


d) Sea feR[X] grd 1 =2"g (q impar), demostrar por recurrencia sobre p que 
f tiene al menos una raíz en C. 

(El resultado es verdadero para p= 0; hipótesis de recurrencia; es verdadero parA 
pl Juego f, tiene una raíz en € para todo a. Dando a «a estrictamente más 
de. nn — 1D)/2 “valores y utilizando el principio de los «cajones» ($ 35, ejercicio) mM 
demostrará que existe a y a” números reales y distintos y un par (h, k) de enteron 
naturales tales que 


Bro = ly + 0 + EC, By 0% + 0% + ay € €), 


e) Concluir para fe C[X]. 
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409*. Siendo K un cuerpo conmutativo completamente ordenado, demostrar que las pro- 
piedades siguientes son equivalentes: 


a K0(4+1=0) es algebraicamente cerrado, 


b) Todo elemento de K es cuadrado de un elemento K y todo polinomio de- 


grado impar de K[X] tiene una raíz en K. 
(Utilizar capítulo 6, ej. 122; cap. 11, ej. 348 y el ejercicio precedente.) 


410. Sea f un polinomio de grado n de C[X], se designa por f¿, el polinomio que 
tiene por raíces simples todas las raíces de orden h de f, es decir 


Pp 
=Í4Y ... Eye n= Y k grd f,, 
2 


Si f no tiene raices de orden k se pondrá f, = 1. 

Se designa por gp 813 ---» 8, los polinomios definidos de la manera siguiente: e =/ 
y para 1<k<p, g, es el med. de g,, y de 2, 

Se pone finalmente: h, = 8, _(/2% (1 << p). 

a) Calcular 8, 87, ---» 8p5 

b) Calcular h,, h,, ..., A) deducir de ello f, f, -.., f,. 


411, Calcular los polinomios f, (V. ej. anterior) para los polinomios 
EY) Xi —8X3 + 16X2 + 36X -— 32 
b) PX? 4 X6 4 2X 44 2X3 4 XX 4 1 


412. Determinar las ecuaciones 
y xatad+rbteor+d=0 
que tienen dos raíces dobles. 


413, Determinar a, b, c, para que la ecuación 
rad be+o=0 


tenga una raíz triple. 


414, Determinar a y b para que la ecuación 
x+4 4 224 ax+b=0 


sólo tenga dos raíces distintas, 


415. Si A, B, C son dos polinomios de C[X], demostrar que todo polinomio P de 
C[X] verificando AP” + BP* + PC <= 0 no puede tener raíces múltiples, salvo 
eventualmente las raíces de Á. ' 


416. Eliminar x entre las dos ecuaciones. 
45 — 253 + 10x? + 21x — 10 = 0, 2 + 5324 x—2=0, 


417. Siendo u, v, w tres polinomios de R[X] primos en su conjunto y t£T, con T el 
conjunto de los números reales menos las raíces de w se considera la aplicación 
p de T en R? definido por 

u(t) vb 


1 = , . 
des > w(5 Sa w(t) 
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Si t describe T, (x, y) describe una curva I' de la que las ecuaciones (1) constituyen 
uña representación paramétrica. 

a) Demostrar que la ecuación cartesiana de IT, es «decir, la .condición mecesaria y 
suficiente para que (x, y)€T' se obtiene eliminando f entre las ecuaciones 


(2) HO — xt =0, — Y) —yw(£) =0, 


b) Demostrar que los puntos múltiples de (') se obtienen al escribir que las ecua- 
ciones (2) tienen al menos dos soluciones comunes en +, . 


e) Hallar Jas ecuaciones cartesianas y los puntos múltiples de dos curvas 





2h 1 Pp 
a) x= ————, y= 
Pm 1 i—1 
: 142 t 
x= ——, Y ——, 
É (A -— 1) 2-1 


Resolver los sistemas 
x3—3xy? = 1 —2xy—y—1=0 E 
418. z 419, o 
Jay — y3 = y 3. 24 3xay + 9+41=0 ! 
420. Formar la ecuación g(y)= 0 que tienen por raíces los cuadrados de las raíces de 
la ecuación f(x) =0: 
a) Eliminando x entre f(x) = f() + xf/02) = 0 y 2—y=0. 


b) Demostrando que g(y) = 0 es equivalente a la ecuación que se obtiene reempla- 
zando x? por y en f(x) x) =0. 





421. Formar la ecuación que tiene por raíces las ear m-Éésimas de las raíces de 
Kxy=0, (Escribir [00 = fo) + xf, (0) +... am], (am, V. ej. 322, cap. 11 
y observar que 





opdfloyo ... HR, 1) = glx"), 
siendo g un polinomio y tw», (0 <hk <m—1) las raíces m-ésimas de 1.) 


422 Si Ríu, v) es una fracción racional para la cual toda pareja (a,, 0,) de raíces de 
la ecuación f(x) = 0 es sustituible en R, demostrar que la ecuación que tiene por 
raíces Ría, e,) (h + q) se obtiene eliminando u y v entre 


1() =0, Kw =0, Ría v)—y=0. 


Efectuar los cálculos para f(x) = 1? E PX+qyR=u—v. 


423. Si Hx)=0 tiene por raíces Q%,, %, .... 4, se propone formar las ecuaciones que tie» ' 
nen por raíces: 
a) las diferencias de las raices (%,) dos a dos; b) las sumas de las raíces «y, dos 
a dos, 
Demostrar que estas ecuaciones se obtienen ditinando, respectivamente, y y 8 entre 


las ecuaciones 
-y+2 z—y 
Ra 


Efectuar todos los cálculos para f(x) =x? + px + q. 
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424. Sea lx) =33 4 pa+Gq=0 y Rús v) una fracción racional simétrica, demostrar que 
el hallar la ecuación que tiene por raíces R(x,, )(donde «a,, a, son las raíces de 
0) =0 y hx k) se reduce a encontrar la transformada de f(x) =0 por y =R,(0, 
siendo R, una fracción racional. (Observar que existe una fracción racional $ tal que 
Ru, v) = Síu + +, uv).) 
Formar las ecuaciones que tienen por raíces: 
a) % +, 0 + 0, 0, +), (compararlo a un resultado del ejercicio 423). 
b) (a, —auy?, (2 —0/2, — (ae, —07)?, ¿se podía prever la forma del término 
constante de la ecuación obtenida? (V. $ 210, ej. 2 y $ 214, ej. 2.) 


425*, Se considera la ecuación 
(E) 3 Bxó 4 20x4— 1614—x+2=0 
y se pone 
RO) = 24—2, RO =x y Rio) =RIR,_/00] para n>1, 


1.2 Demostrar que para todo n> 1 las ecuaciones R,(x) = Ry(x) tienen dos raíces 
comunes independientes de n, «a y B. 

22 a) Formar la transformada de (E) para y = Ríx). Demostrar que (E) admite 
a y B por raíces, Se designa por (F) la ecuación que tiene por raíces las raíces de E 
distintas de « y fB. Demostrar que (F) es de grado seis, 

b) Demostrar que las raíces de (F) se dividen en dos ciclos de tres valores, las 
raíces de cada ciclo se permutan por la transformación y = R(x). 

e) Siendo a una raíz de (F), demostrar que Ry(a) + R,(a) + Ra(a) sólo toma dos 
valores. Deducir que (F) se descompone en dos ecuaciones (F,) y (F,) de grado 
tres que se formará. 

3,2 Se póne 2 cos 0=x y fa) = 2 cos 80, demostrar que la ecuación f(x) —x =0 
es equivalente a (E). Hallar de nuevo los resultados de la pregunta segunda. 


426*, Se considera la función homográfica propia con puntos invariantes ae y f distintos 


(v. 8 124). 
arte 


= Ríx) = — 
y (x) Em 





y se llama ecuación E toda ecuación f(x) = 0 de grado n, invariante para y = R(x) 
tal que fic)A(B) e 0. 
a) Escribir la relación homográfica en la forma 


y—o x— a 
=k 
y =P x-—B 

calcular k + 1/k en función de a, b, e (V. $ 124, ej. 10). 

b) Demostrar que si existen ecuaciones E, q, b, e verifican una condición que se 
supondrá en todo lo que sigue. 

e) Demostrar que 








bx +e 
cor — 
x 





) 160 


calcular s. 

d) Demostrar que la transformación z=(x—0/(x—f) reduce, en general, la 
resolución de E a la resolución de una ecuación de menor grado y a la extracción 
de un cierto húmero de raíces m-ésimas. 





35. — ALGEBRA 
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427. 


428. 


429, 


430. 
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Estudiar el caso de n primo. 
e) Hallar todas las ecuaciones de grado 4 invariantes por: y = x/(x— 1). Resolver 


A 2 + 41—2= =0. 


f) Hallar todas las ecuaciones de grado 3 invariantes por y = 1/(x— 1). 


Sea f(x) =0 una ecuación con coeficientes reales, demostrar utilizando el teorema 
de RoLLE (ver curso de Análisis) y la descomposición de f en RLX] (Y. $ 193, c) 
los resultados siguientes: 


a) Entre dos raíces reales consecutivas de f(x) = 0, hay un número impar de raíces 
reales de f(x) = 0, 

b) Entre dos raíces reales consecutivas de f'(x) = 0, existe a lo sumo una raíz real 
de la ecuación f(x) =0. 

f60) =0 tiene a lo sumo una raíz real menor (resp. mayor) que la menor (resp. 
mayor) raíz real de f'(x) =0. 


e) Si a< 8 son dos raíces reales consecutivas de la ecuación f(x) =D: 


Si f(0)/(8) < 0 hay una y sola una raíz real de f(x) =0 en ]x, B[. 
Si f(69AB)> 0 no hay ninguna raíz real de f(x) =0 en Ju, BL. 


Sea f(x) = a" +... +4, =0 una ecuación con coeficientes reales, se designan por 
e ay las raíces reales de f(x) =0 y se llama «sucesión de RECAES de. 
Ho =0 la sucesión de números reales 


(— ia Ha), Hay), ML), Ay 


Demostrar que todas las raíces de f(x) = 0 son reales y distintas si y sólo si f(x) =0 
tiene sus n— 1 raíces reales y distintas y si la sucesión de ROLLE de f(x) presenta 
n cambios de signo. 

Aplicar este resultado a 124 px+g=0. 


Demostrar que la ecuación 
xa an 


x 
A A A 
1121 n! 


tiene una sola raíz real para n impar y ninguna para n par. (Razonar por inducción 
utilizando el ejercicio 427.) 


Se designa por P, y Q, polinomios con coeficientes reales verificando las condiciones 
2. =2XP, 1 —P,_2> (Po =1, P, =2X) 
A, =2XQ0, ¡—0.>2 —(Q¿=4, Q, = bX + c) 
(a, b, ceR). 
a) Demostrar que P,(x) =0 tiene todas sus raíces reales distintas. y separadas pof. 
las de P,_¡(x) =0. 
b) En qué se transforma P,(x) cuando se hace el cambio de variable x = cos-b, 
Hallar de nuevo así el resultado de la pregunta anterior. 


e) Demostrar que Q, se expresa linealmente en función de P,, P,_¡, P,_¿ Cómo 
se debe escoger a, b, c para que Q,(x) = 0 tenga todas sus raíces reales y separadas 
por las de Q,,_¡(x) =0. (Ingreso en l'École Polytechnique), 


Se consideran los polinomios 00 = DAX? — 1)* (donde Dr es el operador de detl 
vación n-ésima). 
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432. 


433. 


434. 


435, 


436. 


a) Demostrar que g,(X) = (X2-.1)7 verifica 
02— DE (X) — 2(n — 1)Xg/ (Xx) — 28, (Xx) =0 
deducir 
O2— DIEFOO + 2Xf() —n(n + DI,00) = 
b) Deducir que f,(x) = 0 tiene n raíces reales distintas y que estas raíces pertene- 
cen a J—1, 1[. ' 
Sea f un polinomio con coeficientes reales de grado 3, demostrar que la ecuación 
[FO P— 2160760) =0 
tiene dos raíces reales y dos raíces complejas conjugadas, 
Siendo f un polinomio de grado + con coeficientes reales y teniendo todas sus raíces 


reales y distintas demostrar que la ecuación 100P 0 — [PY = 0 no tiene 
raices reales, Utilizar la relación 


FO) 1 1 
A od 
O). x—u) ==) 








Se designa por P, (resp. Np el conjunto de las raíces estrictamente positivas (resp. 
negativas) de feR[X] demostrar que si para todo f se sabe hallar una cota supe: 
rior de P,, se sabrá también hallar una cota inferior >0 de P, una cota inferior de 
N, y una cota superior < 0 de N,. 


Todos los polinomios tratados son con coeficientes reales. 
a) Se considera 


Í AX) = 49H 4 AP Ñ—Á (art 30 


con 4, >0(0<hA<mn) y aa, +0. 


Demostrar que si para 4.>0 se tiene f(«) > 0; « es una cota superior del conjunto de 
las raíces positivas de f(x) = 0 (se pondrá en f(x), x”"-P en factor). 


b) Escribiendo fe R[X]3 en la forma 
0 = 1,0) + 69) ho... + hn (x) 
donde los coeficientes de f,, f, ..., f,, tienen las propiedades de los coeficientes del 


polinomio fp(x) de la pregunta. anterior, hallar una cota superior del conjunto de las 
raíces positivas de f(x) = 0. 


ec) Hallar las cotas superior e inferior > 0 de P, (resp. <0 de Ny) (V, ej. 432) para 
HKx) = xB— 1017 + 3x0 + x5 —4xt + y? 420271 =0. 


Sea (X) = 9, X" + aq XL +... +4,€R[X] con a,>0. 

Se designa por A el mayor valor absoluto de los coeficientes negativos. 

a) Demostrar que 1 + Afa, es una cota superior del conjunto de las raíces >0 de 
f(x) = 0, Se escribirá 


HO = [ayer — Ari 2 4 DP [0 + Ar +, + A). 
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ECUACIONES ALGEBRAICAS ECap. 13 


b) Sea n—r el grado del término de mayor grado de f afectado de un coeficiente 


<0 demostrar que 1 + VA/d es una cota superior del conjunto de las raíces >0 
de f(x) = 0, Se escribirá 


160) = [ay — Aqui q aero... + 1)] 
+ Tar o 4 TH [a + AY +... +4, + A). 


Sea f un polinomio con coeficientes reales de grado rn, demostrar que si para a real, 
fa), Fa), ..., fla) son reales positivos, x>«a implica f(x) > 0, Deducir de lo ante- 
rior un método para determinat una cota superior del conjunto de las raíces >0 
de f(x) = 0, 


Hallar las cotas superiores del conjunto de las raíces >0 de las ecuaciones siguien- 
tes, sirviéndose de los ejercicios 435, 436, 437. 

a) f(x) =0 dado en el ejercicio 435, 

bD +24 i— 10=0, 

0) 14+x3—2xf + x— 1000 = 0. 


Sea o una raíz de f = aX" +... +4,€Z[X] st dy, ..., 4, son primos en su conjunto. 
a) Se supone «eZ. Demostrar que «6 divide «, Si además f(1)+0 [resp. 
f=1) +0] demostrar que a —1 divide f(1) [resp. «+ 1 divide A—0]. : 
b) Se supone a =p/q8 0 con la fracción p/g irreducible. Demostrar que p divide 
a a, y que q divide a a, 
€) Calcular las raíces enteras o racionales de las ecuaciones 

203—12x + 13x—15=0 

4— 8x4 15x— 3=0 

6x4 10%— Tai— 26x 4 12=0 

15— 341? 4 29 — 212x — 300 =0, 


Resolver la ecuación 
27 y on af—Á ña 2d 0 


sabiendo que tiene una raíz racional y dos raíces dobles. 


Resolución de la ecuación de tercer grado. 

a) Demostrar que un cambio de variable simple permite reducir la resolución de la 
ecuación general de tercer grado a la resolución de 

(1 +pr+g=0  (p qeC) 


que se tratará en todo el problema (V. $ 209, ej. 5). 
b) Demostrar que existen a, b, «, Bl tales que 


Xd PX <p = aAX— a + b(X — BY 


deducir de ello un método de resolución de (1). 

c) En (1) se pone x=4u-+vw con Juv + p=0, Demostrar que uY y vi son las 
raíces y,, y, de una ecuación de segundo grado que se formará, ¿Cómo hay que aso» 
ciar las raíces cúbicas de y, e y, para que su suma sea una raíz de (1)? (Fórmulas 
de CARDANO.) 





| 
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Efectuar todos los cálculos cuarido p y q son reales (distinguir los casos 4p3+-2792>0 
y 4p? + 279? < 0). Resolver las ecuaciones 

> 3—2—12=0,  x—15x—4=0, 

/ 
d) Si d8Í y son las raíces de (1) demostrar que z = (a + Bj + y BY, (f = 1) sólo 
toma dos valores z, y z, cuando se permuta «, f, y de todas las maneras posibles, 
Formar la ecuación de segundo grado admitiendo z, y z, como raíces. Deducir de 
lo anterior un método de resolución de la ecuación (1). Efectuar todos los cálculos 
cuando p y q son reales. Resolver las dos ecuaciones de la pregunta c), 


e) Se supone p y q reales y 4p? 4 279?<0. Demostrar que existe 2 y o. reales 
tales que las raíces de (1) sean 


27 4T 
A cos a h cos a+ E), hos (a+ )> 


Calcular A y cos 30 en función de p y q. 
Resolver con ayuda de una tabla x3—4x + 1=0, 


Resolución de la ecuación de cuarto grado. 


a) Demostrar que un cambio de variable simple permite convertir la resolución de 
la ecuación general de cuarto grado a la resolución de la 


(1) *+pe4grpr=0  (p q, reC) 


que se considerará en todo el problema (V. 3 209, ej. 3). 


b) Se escribe 
X14 PX gx + 1 = 02 FAP + 80%). 


Calcular A para que g sea el cuadrado de un binomio. Deducir que la resolución 
de una ecuación de cuarto grado se reduce a la resolución de una ecuación de ter- 
cer grado y de dos ecuaciones de segundo grado. 

Resolver 14 + 3-2 —2x + 2 =0. 


c) Sea O) Oy, Y, A las raíces de (1), demostrar que, siendo g una permutación 
cualquiera de (1, 2, 3, 4), 


Y = yz) E 37 %a(4) 


sólo toma tres valores. Formar la ecuación de tercer grado g(y) = 0 que tiene estos 
tres valores como raíces. Si B es una raíz de esta ecuación, demostrar que las rela- 
ciones entre los coeficientes y las raíces de (1) junto con la relación a,%) + 0%, = B 
permiten de resolver (1) (V. 3 209, ej. 3). Resolver la ecuación dada en la pre- 
gunta b). 
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VALORES Y VECTORES PROPIOS 
DE UN ENDOMORFISMO 


REDUCCION DE MATRICES 


En todo este capítulo K representa un cuerpo conmutativo, E un espacio vectorial 
sobre K. Para simplificar la escritura pondremos id = €, indicando el contexto de que 
en el espacio e es la aplicación idéntica, : 


216. Introducción 


Sea f un endomorfismo de un espacio vectorial E de dimensión n sobre el 
cuerpo conmutativo K. Vamos a buscar una base de E tal que la matriz de f 
con relación a esta base sea lo más “simple” posible. Obseryemos que si existe 
un subespacio propio F estable para f y si se toma una base (a) (l <i<m) 
tal que (4, ..., a) (0<k<n) sea una base de F, A tomará la forma 

A = MÚ, (a)) == an 
en donde el bloque A = M(g, (a;)), siendo g la aplicación lineal9” inducida 
por f en F. 

De lo que resulta que si existe una familia de subespacios (E) (l < 3] < m) 

estables por f tal que 


E=FE0..0F. 
y si se toma por base (a) (l <i<m) la reunión de las bases de F,, ..., Ea 
en el orden: base de F,, base de F,, ..., base de F,,, A toma la forma 
10..0 
0.4A1..0 


A=Mf, (a)) = 
00. Ae 
Es decir, A es una matriz, tabla cuadrado diagonal de matrices cuadradas, 


(37) Se recuerda que si F(E) c F, la aplicación g de F en sí mismo que coincide con f sobre F 
se llama aplicación inducida por f sobre F. Algunos autores la llaman la restricción de f en F; es un 
abuso de lenguaie, pues g aplica F en F y la restricción fr aplica F en E. 
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Estamos, pues, obligados a “simplificar” las matrices A; de orden estricta- 
mente inferior al de M(). 

Las matrices escalares (que comprenden la matriz unidad y la matriz cua- 
drada cero) se consideran como las más “simples” de todas las matrices de 
su orden, nos vemos encaminados a buscar si no se podría encontrar sub- 
espacios F; estables para f, cuya suma directa sea E y tales que la aplicación 
Ej inducida sobre cada uno de ellos por f sea una homotecia, es decir, tales 
que 

AER =>f=hkr"Y  (A/€K) 
en este caso, en efecto, si h;= dim F, 
A,= M(3) = 1,E, 

y finalmente Á, matriz de f relativamente a la base, reunión de las bases de 
los F;, sería un cuadro diagonal de matrices escalares, es decir, una matriz 
diagonal. Vamos a ver que no es siempre posible y daremos las condiciones 
para que sea así: se dice entonces que f es diagonalizable. En el caso general 
indicaremos en parte en la teoría, en parte en los ejercicios al final del 
capítulo, cómo se puede encontrar unas bases tales que, respecto a ellas, M(f) 
sea relativamente “simple”. 


Sin embargo, prestaremos más interés al caso de los vectores x 0 tales 
que haya un A de K que verifique f(x) = Ax. 


217, Vectores propios y valores propios de un endomorfismo 


a) DerinicIión 1.—Siendo f un endomorfismo de un espacio vectorial E. sobre K, 
se llama vector propio de f todo vector x tal que existe un elemento A de K verificando 


(1 1) = Ax. 


Si x=0, la relación (1) se verifica cualquiera que sea A; supongamos 
x 0 verificando (1), el escalar A es entonces único, pues 


(xx0 y ix=A4x =>) =0=>1—1A'=0 


de donde la definición: 


DEFINICIÓN 2.—Si f es un endomorfismo de un espacio vectorial E sobre K, se llama 
valor propio de f todo elemento A de K tal que existe un vector x +0 de E que verifica 

(1) 1) = Ax 

Si A es un valor propio, por definición el conjunto de los vectores x de E 


que verifican (1) sea VO) es distinto de (0). Sea x, y x, pertenecientes a 
VO) [y = da y f() = Ax, implican 


[e + xo) = Ga) + ÍG) = Ax + da = Ma + 20) 


y para todo q de K , 
fax) = afíxi) = alaxi) = Max) 
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luego 
[x1 € VA), x2 € VA)] => [xu + 2 € VO), 0x1 € VA)] 


en consecuencia, V(,) es un subespacio vectorial de E. 
Resulta de lo anterior que si xS VA), f(x) = Axe VO), luego VO) es 
estable por f 


TEOREMA 1.— Dado un endomorfismo f de un espacio vectorial E sobre el cuerpo 
conmutativo K: 

1. A todo vector propio x + 0 de f corresponde un valor propio único %, llamado 
valor propio asociado a x. 

2, A todo valor propio » de ] corresponde un subespacio vectorial VQ) de E, que 
está descrito por los vectores x de E que verifican f(x) = Ax, se le lama el subespacio 
propio asociado a A; VO) es distinto de [0) y es estable por [. 


OBSERVACIONES 


1. En la definición de un vector propio x no hemos introducido, la condición x y4 0; 
esto nos ha podido sorprender, puesto que x=0 verifica siempre f(0) =A0 cualquiera 
que sea A; si se hubiera obrado así VQ) no contendría el cero y no sería un subespacio 
vectorial de E. 

2. SikA=0 es un valor propio, existe x » O tal que f(x) = 0, luego V(0) = Ker f x= (0). 

.3. Si se designa por V(u) el conjunto de los yectores x verificando f(x) = 1x, la 
condición Vip) = (0) significa que p no es un valor propio de f. 


by Propiedades de los valores propios y de los vectores propios de un 
endomorfismo 


Sid es valor propio de f existe x + 0 de E tal que 
Í0) =x  (f — he) (x) = 0 


entonces Ker (f— e) + [0], es decir, f—Ae, no es inyectiva; en conse- 
cuencia, tampoco inversible. Si se supone E de dimensión finita, si f-—he 
no es inversible, tampoco es inyectiva (ver 8 141, corolario 2 del teorema 7), 
de donde: 


TEOREMA 2.—$Si f es un endomorfismo de E, espacio vectorial de dimensión finita 
sobre K, para heK, las propiedades siguientes son equivalentes: 

l. A es un valor propio de |. 

2. fj—ie no es inversible, 


Consideremos dos valores propios distintos %+ > hz, busquemos x perte- 
neciendo a VA) M VO) 
Í00) =2ux = dex > Qu — 4 Jx =0=> x =0, 


TEOREMA 3.— Los subespacios vectoriales V(A) y VQ) asociados a dos valores propios 
distintos de un endomorfismo j, sólo tienen de común el vector nulo. 


Sea ls, As +.» An» ti valores propios distintos dos a dos; asociemos a 
A, un x; no nulo de VA) ( <i< mm), entonces decimos que xi, ..., Xp SON 
independientes, 
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El resultado es verdadero para m = 1, supongámosle verdadero para m—1. 
De la relación 


0x1 7... Amt = 0 
se deduce 


[ax +. + Xi) = kid E + din = 0) 

pero se tiene también, multiplicando la relación 0%, +... +. 0%mXm = 0 por ly, 
dutXy E... Y Artik = O 
de donde por sustracción 
hs — Ada + +. E Oi — Ad = 0 
siendo las A, distancias dos a dos, la hipótesis de inducción da 
=2,...m) au) =0> a; =0 

sustituyendo en la primera relación se obtiene a, = 0, de donde: 


TEOREMA 4.-— Siendo f un endomorfismo de E, espacio vectorial sobre K que admite 
m valores propios distintos dos a dos, Xy, ..., Ay la familia (x) (1 <i<m), donde x; 
es un vector propio no nulo asociado a %,, es libre. 


CoronarIo 1.—Sí dim E=nxm todo endomorfismo de E tiene al menos n valores 
propios distintos dos a dos, 


CoroLARIO 2,— $1 A, ..., A,, son dos a dos distintos el subespacio VO) +... + VO) 
es suma directa de Vu), ..., V(A,). 


En efecto, si x;€ V(A) ll < 1 <m), y si 
Ax +... + m =0 


cada x, es nulo, sino Xx, ..., Y, (( <m) no nulos formarían una familia ligada, 
lo que es imposible según el teorema 4. 
Se deduce por sustracción que para todo x de VQ) +... + VO) 


E E Ta E Sd E E E A 
x, y */ pertenecientes a V(), implica x,= w/ para todo i, luego (8 132, b) 
VA) + + VOn) =VOJO ... O VO). 


EJERCICIO 


St A es valor propio de f, demostrar que A* es valor propio de /* cualquiera que sea 
el entero natural k; si, además, f es inversible A* es valor propio de f* cualquiera que 
sea el entero racional k. 
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218. Polinomio característico de un endomorfismo de E, de dimensión n 
sobre K 


En el párrafo precedente hemos definido y estudiado valores propios y vectores propios 
de un endomorfismo; pero no sabemos si existe. Vamos a estudiar este problema de la 
existencia de valores propios de f limitándonos al caso en que E es de dimensión finita 
sobre K, por mediación de A = M(f). 


a) Valores propios y vectores propios de una matriz cuadrada 


Escogida una base en E de dimensión n sobre K, la biyección f->A = M(f) 
nos permite extender las nociones definidas para f a toda matriz de M,(K): 
los valores propios, los vectores propios de A = Míf) son por definición los 
valores propios y los vectores propios de f. 

Si h y x son un valor propio y un vector propio asociados de f -—por lo 
tanto, de A = MKf, (a))— si se pone X = (x, (a;)) se tendrá 

AX =1X 


el teorema 2 puede ser completado así (pues Mí(e) = 1,,): 


TEOREMA 2”.— Siendo A' una, matriz de M,(K), para todo A» de K las propiedades 
siguientes son equivalentes: l 

l. k es: valor propio de A. 

2. A—Al, no es inversible. 

3. det (A—AL)=0. 


OBSERVACION 


Á es una matriz cuadrada de orden Í, por definición todas las matrices B = P-1AP 
(P matriz cuadrada de orden rn, inversible) tienen los mismos valores propios y los mismos 
vectores propios que Á: éstos son los de f asociada a A en una base particular. 


bj) Polinomio característico de una matriz o de un endomorfismo 


Sea f un endomorfismo de E de dimensión n sobre K y A = M£f, (a,)) = (a). 
Según la tercera condición del teorema 2”, A será un valor propio si y sólo si 





al—A al arascrana al 
aí 034 — A... O, 

det (A —AL)>=|. . , =0, 
a ai == 


Sea X una indeterminada, aí, X son los elementos de K[X], luego del 


cuerpo conmutativo K(X) (ver 8 171); podemos, pues, considerar el deter- 
minante : 


al XX Ali al, | 
¡0d a Xd | 
pa(X) = det (A—XI,) =|; - p 
las enanitos an X]| 
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Este determinante det (A— XI,) es un elemento del cuerpo K(X); de 
hecho, es un elemento de K[X], ordenémosle en X; cada término contiene 
un elemento y uno sólo de cada columna; es, pues, de grado a lo sumo igual 
a n en X. Podemos, además, observar que todo término distinto del término 
diagonal, es decir, producto de los elementos diagonales de la matriz A — XL, 
es a lo sumo de grado n—2. En efecto, si el término considerado como 
factor al (i 7), no contiene como factor ni a; —X, ni a) —X, teniendo cada 
término como factor un elemento y uno sólo de cada línea y de cada columna. 
Por lo tanto, los términos del polinomio pa(X) de grado n o n—1 provienen 
del término principal 


(a — XX) (0—X) ... (a —X) = (-1X" + (— Dale... + 0 X1 
. E alas, 2... Cono 
Por otra parte, el término constante del polinomio p(X) si es p(0) se tiene 
px) = det (A — XI) =(—D"X" + (IAH +. + aX 4. + det A 


pAX) es, pues, de grado n, se llama polinomio característico de la matriz A. 

Sea B una matriz semejante 'a A, es decir, tal que B= P-AP, siendo P 
una matriz inversible de orden r con elementos en K, tenemos en el anillo 
de las matrices con coeficientes en el cuerpo K(X) 

B-— XI, = PAP -—- X(P-"1,P) = P-"AP — P-(XI,)P = P-(A — XIDP 
pues 
1, = P-1,P, 

de donde 


pr(X) = det (B—XI,) = (det P-!) det (A—XI,)(det P) = det (A-—X1,) = px(X). 


Sea f un endomorfismo de E de dimensión n sobre K, si A = M(f,(a)) 
toda matriz asociada a f en una base cualquiera es B=P-!AP, de donde: 


“TEOREMA Y DEFINICIÓN 5.—Si f es un: endomorfismo del espacio vectorial E de 
dimensión n sobre K, A una matriz asociada a f, el polinomio 


p AX) = det (A — XI,) 
es invariante cuando se reemplaza A por una matriz semejante, se dice que py(X) es el 


polinomio característico de Ae M,(K) o el polinomio característico de fe £(E), se le de- 
signa también pax). 


De lo cual resulta que si se escribe 
= (a!) >= MC, pix) > PAX) =D q, A" + O Eo... + do. 


Los coeficientes 4, ..., 4d) elementos de K se expresan por medio de polt- 
nomios en aj hemos visto que 


a, = (=D. 4, =EDal+..+0a), —q=det A. 
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Según lo que acabamos de ver los coeficientes son invariantes cuando se 
reemplaza Á por una matriz semejante cualquiera, sólo dependen del endo- 
morfismo f; (— Da, se lama la traza de f, o de A, y se escribe tr (f) 
o tr (A); por lo tanto, 

A = MM) = (a) => tr (f) =tr (A)=al+..+a 


n 


se tiene, pues, 
py) = (IX + ED tr (AX... + det (f). 


c) Investigación de los valores y vectores propios 


Si f es un endomorfismo de E de dimensión » sobre K, los resultados pre- 
cedentes nos permiten enunciar: 


TEOREMA 6.—Siendo f un endomorfismo de un espacio vectorial E de dimensión K 
sobre el cuerpo conmutativo K, los valores propios de | son las raices de su polinomio 
característico. Existen n a lo sumo. 


Si K es algebraicamente cerrado, | posee n valores propios distintos o confundidos. 


Habiendo escogido una base (4) de E si se pone 
A = ML, (a,)) = (u). 


Debemos resoiver la ecuación algebraica de grado n, pila) =0. 
Esta última puede que no tenga ninguna raíz en K, Tomemos, por ejemplo, 


K=R y 
(fa db 
a=( a) 


—Ak b = Y — (a + di + ad — be =0. 


¿a 


Si (a + dy —4(ad —bc) = (a — dy + 4bc<0, la matriz A y el endomor- 
fismo asociado A (endomorfismo de E de dimensión 2 sobre R) no tiene valor 
propio en R; luego no hay vectores propios no nulos, 


PA) = 





Hemos dicho que todo polinomio p£K[X], de grado 1, tenía n raíces en 


su cuerpo de las raíces A (ver $ 193, a) y ej. 348, capítulo 11); nos tomare- 
mos la líbertad de hablar de las n raíces de p; especificando si están O no 
en K; por ejemplo, en el ejemplo precedente las dos raices de pa están en 
€ y no en R. 
$” 
Supongamos que existe A€K, piQ)=0, un vector propio «=D ata, 
asociado a ) estará determinado por la ecuación (21 


[00 = Ax. 
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Es decir, en la base (a) sus coordenadas serán soluciones del sistema 


(al— Mal + ape doce alg" =0 
aux +(a—Nxi+..+ ax" =0 


ax + ae +... + (a — AJx" =0 


Ahora bien, el determinante de este sistema homogéneo de n ecuaciones 
con rn incógnitas es paQu) = 0, luego existen otras soluciones, además de la 
solución trivial (ver 8 180). Este sistema es de rango r< n, encontraremos solu- 
clones x= (xl, ..., 2) que describen un subespacio vectorial de E, que no es 
otro si no el VA) y que es de dimensión 2 —r. En particular r puede ser nulo, 
VA) entonces es de dimensión 1. Como siempre hay x 0 en V(A) vemos que 
1 < dim VO) € n. Si h es una raíz en K de orden k de p¿ podemos precisar 
más la dimensión de V(), supongamos dim V(A) =h, sea (4,, ..., dy) una base 
de VO), completémosla por (dy,1, .<.,» 4.) para obtener una base de E; a; 
(1 <i<h) es un vector propio no nulo asociado a A tendremos, pues, con 
los vectores columnas de A las imágenes por f de los vectores de la base 


A 
A= Mí, (a) = 





0 Ar 


el bloque A” que es una matriz cuadrada de orden n-—h, Obtenemos 
(ver 8 170, b) 


PAX) = (41 — Xy" det (A” — XL, 1) = 0, —X9(%) 


q que es un polinomio de de E luego es imposible que h">k, puesto que 
kh es de orden k, luego 


TeoreMA 7.—Siendo f un endomorfismo de E de dimensión n sobre K y si su 
polinomio característico B; admite en K una raíz múltiple dh de orden k, se tiene 


1 E dim VO) < k. 


219. Diagonalización 


a) Dermvición. —Se dice que un endomorfismo | del espació vectorial E de di- 
mensión n sobre K es diagonalizable si existe una base de E tal que la matriz asociada 
a $ relativamente a esta base sea diagonal. 

Se dice que A de M,(K) es diagonalizable si existe una matriz cuadrada inversible P 
de orden n tal que P1AP sea diagonal. Ñ 


Se ve que las condiciones: 
1. f de £4(E) es diagonalizable, 
2. A=ME, (a,)) es diagonalizable 
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son las mismas: P es la matriz de cambio de la base (a) a la base (b;) de E tal 
que Míf, (b,)) sea diagonal. 


b) Condición necesaria y suficiente de diagonalización 


Sea f un endomorfismo de E de dimensión » sobre K tal que en la base (a;) 
la matriz A asociada a f sea diagonal. 


95 


tenemos 
PAR) = (11 —X) -.. (ui —X) ... (pun —X) 


luego pa, +.» pu Son los valores propios de A (o de f). Por lo tanto, las raíces 
de pr(X) están todas en K. Por otra parte, para todo ¿ de [1, n] 


fla) = ya; 


luego tenemos que la base de E está formada de vectores propios no nulos.. 


Recíprocamente supongamos que se pueda hallar una base (aj) de vectores 
propios, es evidente que respecto a esta base la matriz asociada a f es diagonal 
de donde; 


TEOREMA 8.— Un endomorfismo f de E, espacio vectorial de dimensión n sobre K, 
es diagonalizable si y sólo si es posible hallar una base de E formada de vectores propios. 


Acabamos de ver que si f es diagonalizable, sus » valores propios (distintos 
o confundidos) están en K, vamos a ver que se puede dar al teorema 8 una 
forma más precisa haciendo intervenir el orden de multiplicidad de las raíces 
de py; supongamos que A, sea de orden k,, tendremos en K[X] 


PAX) = (DAX AJÍ... (XK — Ay) 
ki +... Ekpm=R, QieK, i=1, ..., m. 


Supongamos f diagonizable, una base donde M(f) es diagonal está formada 
de vectores propios, ordenemos los elementos de esta base de manera de obtener 
primero los vectores propios relativos a A, a continuación los relativos a Ay 
y, en último lugar, los relativos a Am. 





























SS 


o E o 
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En esta base 
A 


A bo 


A= M(f) = | dh 


Arz 


Ao 
por lo tanto, E=VAJO ... O VO); de donde 
dim E = dim VA)+...+dim VO =8An 
según el teorema 7: dim VA) <k,(¿=1,..., m); la relación k, +... +Xkp=n 
nos da 
(a) (=1,2,..,m) dim VQ.) = K; 


Recíprocamente las n raíces de ps estando en K, supongamos que la condi- 
ción (1) anterior esté satisfecha, la relación k,¡ +... + k,, = 1 implica 


dim [VADO ..0OVO».]=n2 


luego VAN O... O VO.) incluido en E, y teniendo la misma dimensión E, es 
igual a E; la reunión de las bases de (V(A¡))( <= 1 < mm) es una base de E for- 
mada de vectores propios y f es diagonizable, de donde: 


TeoreMA 8.— Un endomorfismo f de E, espacio vectorial de dimensión n sobre K, 
es diagonalizable si y sólo si: 

l. El polinomio característico p, tiene sus n raices (distintas o confundidas) en K. 

2. Para cada raíz h; de Pp de orden k,, 


dim VO) =Kk; 


Todas las raíces de p, están en K; se ve entonces que la segunda condición 
equivale a decir: cada V(A;) tiene la mayor dimensión posible. El isomorfismo 
[> M(f) nos permite enunciar: 


CoroLARI0. — Una matriz A de M,(K) es semejante a una matriz diagonal si y sólo si: 
1. El polinomio característico p, tiene sus n raices en K. 
2. Para cada raíz a, de p,, de orden k;, 


dim VQ.) = k,. 
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c) Condición suficiente de diagonalización 


Supongamos que todas las raíces de p¡((X) son elementos de K, hy, ..., A, y 
que sean dos a dos distintas, existe una familia de vectores (x;) 


( 7 1, 2, ..., n) Kx) = AX; Xi 7% 0 


luego (4) ]l <1<m) es una familia libre de vectores propios (ver $ 217, t. 4), 


tiene » elementos, es, pues, una base de E formada de vectores propios, de 
donde: 


TEOREMA 9,— Si f endomorfismo de E, de dimensión n sobre K, o A elemento de 
M,() posee n valores propios todos distintos en K, f y A son diagonalizables, 


En particular si K es algebraicamente cerrado, por ejemplo, si K= C, todas 
las raíces del polinomio característico están en K, son dos a dos distintas y si 
son simples, de donde: 


COROLARIO. — Siendo j un endomorfismo de E, de dimensión n sobre K y A un ele- 
mento de M,(), si K es algebraicamente cerrado, para que j y A sean diagonalizables 
es suficiente que todas las raices de su polinomio característico sean simples. 


OBSERVACION 


El teorema 9 o el corolario dan sólo una condición suficiente de diagonalización: 
todos los valores própios de f estando en K, f puede ser muy bien diagonalizable incluso 
si p, tiene raíces múltiples. Es suficiente considerar el ejemplo trivial A =1,, cuyo 
polinomio característico es (1— X)% (ver igualmente ejemplo 3 más abajo). 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1, Determinar los valores propios y los vectores propios de la matriz 


2.04 
a=l3 —4 12 ]em¿R) (M.GP) 
1-2 5 
[2=X 0 4 : 
noo =!3 o A 
Ñ En 5X | 


Los tres valores propios pertenecen a R, los tres son simples, la matriz A es diagona- 
lizable. Busquemos los vectores propios: 

a) A, =0 las coordenadas (x,, Xy xy) de un vector propio en relación a la base (a) 
tal que A = M(f, (ay) verifican 


2x, +4x, =0 
3x4 + Mx =0 Xy Xx Xx; 
—> 


MA 


x—2x,+ 5x,=0 
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b) h,=1 tendremos 


Xx + 4x7 =0 
3x, — Xp + 12x, =0 XxX Xo Xy 
A A O KÁA I—Á 
Xx —2x, + 4x,=0 PA 
c) A, =2 tendremos 
xXx +tx=0 
xy — 6 412x300 Xx xy My 
=—==z=— 
2 1 0 


x,—2%+ 3x,=0 


Los yectores propios relativos a los vectores propios 0, 1, 2 son, pues, respectiva- 
mente (0, %, 0, reales no nulos cualesquiera), 


A,=0: a (—4a, + 34, + 2a,) 
Ay = 1 : a (—4a, + 41) 
Ay =2 ; uy (24, + ay) 


Cada uno de ellos describe un subespacio vectorial de 1 dimensión; estos tres yec- 
tores son independientes y forman una base de E. Designemos por (b,) la base obtenida 
tomando, por ejemplo, 0, = 0, = 0 = 1, la matriz de paso de la base (a) a la base (b/) 


será (ver 8 160) 
—4 —á4 2 
P= 3 o 11. 
de 110 


Sabemos que B=M(f, (b)) es diagonal y tiene por elementos diagonales en este 
orden 0, 1, 2, Se podrá a manera de ejercicio calcular P-1 y yerificar que 


idear ¿ui € 414 =4 2 0.0.0 
B=PAAP==)| 2 —4 —10)][3 —4 12 3 0J1l=lfo 1 0]. 
2 3 —4 121 —2 5 2 1.0 0.02 


2. Determinar los valores propios y los vectores propios de 


—1 1 0 
Á= 0 —1 tj. 
1 0 —1 


e) Considerando AeMB), b) considerando AeM,e(C) se obtiene A, =0, 
A =j—1, A =P—1 ($ = 1), luego A es diagonalizable en M,(C) y no en M,(R). 
3. Determinar los valores propios y los vectores propios de 


E E CO 
A=| 1 —1 1 |eM¿B). 
1 o 1 —1 


Se obtiene p(X) = —(X—1)(X + 2% buscando los vectores propios se halla que 
dim V(—2) = 2; por tanto, A es diagonalizable. Veremos en el capítulo 15 que este 
resultado no es casual; toda matriz cuadrada simétrica real fiene todos sus valores 
propios reales y es siempre diagonalizable, 


36, — ALGEBRA 
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Por otra parte, este ejemplo muestra que todos los valores propios estando en K, 
el hecho de que estas raíces sean simples es una condición suficiente, pero no necesaria, 
para que A sca diagonalizable, 


4. Determinar los valores propios y los vectores propios de 


e: 0 9 
A=| 01  0jeM¿(R). 
5103 


'Se obtiene p(X) = —-10(X — DAX + 2) y dim V(1) = dim VG-2)= 1, luego A no 
es diagonalizable. 


220. Reducción a la forma triangular 


Sea f un endomorfismo de E de dimensión n sobre K, A = M(f, (a); si f 
y Á no son diagonalizables, pero si f tiene todos sus valores propios en K (y en 
particular si K es algebraicamente cerrado), podemos hallar una base (b) de E 
tal que 
B=P-AP = M£f, (b,)) 


sea triangular, es decir, vamos a demostrar el resultados siguiente: 


a) TEoREMA 10. — Para todo endomorfismo f de E de dimensión n sobre K, tal que 
el polinomio característico de [ tenga todas sus raices en K, existe una base de E para 
la cual la matriz B asociada a ] en esta base sea triangular, los elementos diagonales 
de B son los valores propios de j. 


Observemos primero que si en la base (e, ..., €,), MG) = (aj) en la base 
(€, .» €) se tendrá: M(f) = (0-1); en efecto, la nueva base (ef) es tal que 
e! =€,_, para todo i de [1, 2], luego 


fe) = fe.) = > ale, = Fase al, 
== S ante: = 5 ae: . 
f=1 f=1 


Ahora bien (a) = (at) se deduce de (a) por una “simetría respecto al 
centro” de la matriz (a). Luego si M(Q) es triangular superior relativamente q 
la base (€, ..., €), M(f) es triangular inferior relativamente a la base (€,, ..., €): 
No es, pues, restrictivo el buscar una matriz B triangular superior. 


El teorema es trivial para n= 1; supongámoslo demostrado para n— l; 
el polinomio característico de f teniendo todas sus raíces en K, sea A, una de 
ellas y b, un vector propio no nulo asociado a A; 


by) = Mbs, b, 4 0. 
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Designemos por Kb, el subespacio vectorial de dimensión uno, engendrado 
por b,, y sea (DJ (1 <1=<m) una base cualquiera de un suplemento cualquiera 
E! de Kb, (b, b5, ..., bí) es una base de E y relativamente a esta base la ma- 


triz de f es 
da BA dB pe 
0 BR... 82 AE 
(1) Bl=[ : : =P 0 
a : Cc! 
0 Br. pr 0 


Intentemos interpretar el bloque C” que es un elemento de M,,_¡(K), tenemos 
( == ag an) (57 = Bob, + Br; ++ Bib: 


en general los n— 1 escalares 85, ..., Bj no son todos nulos, E' no es estable 
por f. Pero consideremos la proyección q de E sobre E” paralelamente a Kb, 
y el endomorfismo g = mof de E, tendremos 


(=2,.., 1) 8(b) = BPb3 +... + BID! 


n 


luego E” es estable por g, designemos por g' la aplicación inducida por g sobre 
E”, tendremos (2 <1<Hm) 
Míg', (0')) = C* 


para aplicar la hipótesis de recurrencia nos hace falta demostrar que g' (o C”) 
tiene todos sus valores propios en K; ahora bien, la fórmula (1) muestra des- 
arrollando det (B” — XI,) respecto a su primera columna que 


PAX) = pa(X) = Qu —X) det (0! —XL,_) = Qu — X)p,(X) 


luego el conjunto de los valores propios de g' lo C”) es el conjunto de los valo- 
res propios de f menos una vez el de ),: todos los valores propios de g” están 
en K la hipótesis de recurrencia puede serle aplicada, existe, pues, una base 
bQ=<i<mnm) de E” tal que C= Mg”, (b;)) sea triangular superior, es decir, 


BB... 2 
OB > 
C= Mg”, (b,) = 00... E 
0 0 aos gr 


Si la relación (1) es válida cualquiera que sea la base escogida en E', rela- 
tivamente a la base (Bb) (1 < 1 < 1) de E, tendremos designado por BQ=<j]<M) 
la coordenada de f(bj) sobre b, 


Ay Ps er A 


íl 


B=MGf, (6 =]| 0. 
ca Wa JNE 
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luego B es triangular superior, Se ve inmediatamente que (ver $ 170, bh) 
PAX) = PX) = QU, —X)(8—X) ... (8 — X) 
los valores propios de f son, pues, los elementos diagonales de B, 


COROLARIO, —Siendo A un elemento de M,(K) cuyo polinomio característico tiene 
todas sus raíces en K, existe una matriz B triangular semejante a A, 


El teorema 10 y su corolario son evidentemente aplicables si K es algebraica- 
mente cerrado, y, en particular, sí K = C. 


b) Teorema de Cayley- Hamilton 
Siendo q un polinomio de K[X] representado por 
qu) = 4 + aX +... + ay X* 


se puede definir q(x) para todo elemento x de un superanillo L de K no forzosa- 
- mente conmutativo a condición de que x permute con todo elemento de K. Es ., 
el caso de f, elemento de £4E), E espacio vectorial de dimensión n sobre K, o 
de A elemento de M,(K) (ver 3 185, b, observación y ejemplo 5), se tiene 
AN = ae +af+.. + ate £k(E) 
con 
e=id =P, f=f fi=filof (para h>1) 


(A) = AL, +9MA JH... +a4AFE M,(K) 


a(b) y q(A) son llamados, respectivamente, polinomio de endomorfismo y poli- 
nomio-de matriz. El hecho de que f permute con todo elemento de K y la 
relación fm = flof” (I, me N) implican (q, r, s, elementos de K[X]) 


q =rs=>4q8f) = rf) of), — ala) = rA)Js(A) 
si K es algebraicamente cerrado, tenemos en K[X] 
PR) = DAX — 4) (XA) (ueK, 1=1,2, .... 1) 


por lo que 
PAD = E DEM) o ... o (f— mt) = — Dgo... 0 81) = (— 18 
poniendo g; =f —due(i= 1, 2, ..., n). Luego g = 8,0... o g, es un endomorfis- 


mo de E de dimensión n sobre K. 


Diremos que un endomorfismo q anula un vector x (resp. un subespacio Y 
de E) si plx) = 0 (resp. «(V) = (03). Nos proponemos demostrar que si K es 
algebraicamente cerrado g, luego pAf), anula E; basta demostrar que g anula 
todo vector de una base de E. Existe una base (b;) tal que M(f, (b;)) sea tri» 
angular (t. 10), los elementos diagonales son los valores propios de f 
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A PB. 8, 
0 dh. 
B=M(, (5) = a 
0 0... 


Observemos primero que en el anillo £(E) 
2108= f—A8) o(f— 18) =P —O, + AJÍ + Ahyje 
= (f— 10) o (f-— 28) = 8,0 8i- 
Demostremos que G¿= g,0...0g, anula b,, b,, ..., b,, el resultado es trivial 
para ¿= 1, pues según la forma de B 
ab) = (f — due) (b1) = (by) — dub, = 0 
supongamos, hipótesis de recurrencia, que este resultado sea cierto para 
G¡= 8108-08 =G,108=80G;_; 


puesto que G;,_, anula b,, ..., b;_, ocurrirá lo mismo para G;. Por otro lado, 
por la forma de B 


Eb) = E— 10) (b) = [DJ — db, = Bib, +... + BD, y 
en consecuencia, 


¡1 a 
Gb) = G,_,L8(b)1 = > BG, (b) =0 
f=l 
según la hipótesis de recurrencia. 
El teorema es, pues, verdadero de l a am y pAf = (1), = (— 1g anula 
bi +, by; por lo tanto, E, es decir, 


pin =0. 
TEOREMA DE CAYLEY-HAMILTON. -— Para todo endomorfismo f de un espacio vectorial 


de dimensión n sobre K y todo elemento A de M,(K), tales que sus polinomios carac 
terísticos tengan todas sus raíces en K se tiene 


PAR =0, PA) =0, 


Este teorema es cierto para todo endomorfismo de £¿(E) y toda matriz de 
M0 si K es algebraicamente cerrado; se aplica, en particular, a K = C, igual- 
mente también se aplica a R, basta observar que 


A € M,(R) < M.(C) 


por lo tanto si A= MP), palA) = 0 y esta igualdad implica pAf) = 0; el poli- 
nomio pa =p, puede tener raíces complejas no reales, pertenece, sin embargo, 
a R[X]. 

De hecho el teorema de Cayley- Hamilton se aplica a todo cuerpo conmu- 
tativo K, basta aplicar a K y a A, cuerpo de las raíces de pa (ver 8 193, a, y 
ej. 348, capítulo 11), el razonamiento que acabamos de hacer sobre R y C, 
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En los ejercicios 443 al 457 se hallará los valores propios y los vectores propios de cada 
matriz A suponiendo que represente un endomorismo f de Cr expresado en su base canó- 
nica: Hallar eventualmente una base de vectores propios o una base en que la matriz 
asociada a f sea trianular. Calcular P, P-1 y P-1 AP. Como ejercicio de cálculo, constatar 
que cada matriz verifica su polinomio característico. Cuando A es diagonalizable sobre 
C hallar si también lo es sobre R o sobre Q. 





453. 456. 


43. /2 0 4 444. 3 1 0.0 445. f/f. 4 2 
3 —4 12]. 4d do 0]. 0-3 —2 
1-2 5 A 0.4 3 

446. [—2 —2 1 447. OS: 448, /2 —2 1 
pe E A e 6-1 21. 11100 031 

112 27 2. 1 0 0 12 

449. /5 3 2 450, 3 1 451 5 1 9 
111]. 1-1  2l 3 401. 
31301 y a 1 o 11 

452. 2. 0.0 453. /1—3 4 454. /4 1 1 
=PESTr 4 —7 8l. 141] 

E E 6 7 7 111.4 


Nr 
la 
ua 
-N00o0 
Ooroco 


457, 123 
01 2 
001 


Generalizar a una matriz de esta forma y de orden n. 


2S00- 
OS» 
O Ra uu 
R*= Ni 


En los ejercicios siguientes, 458 al 460, se hallará los valores propios y los vectores pro- 
pios en C después en R y se determinará los casos en que la matriz es diagonalizable 
(a, bc sR, ax 0 en el ejercicio 458), 


458. 0 a e 459. last 460. fc 24 0 
1/a 0 al. 0 1 bl. b 0 al. 
1/a 1fa 0 00 c 0 2b —c 
461. A es la matriz dada en el. ejercicio 3, $ 156, hallar su polinomio característico utl- 


lizando el ejercicio 224, capítulo 8. Determinar los casos en que Á es diagonalizable 
.en C. : . 
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462. Sia, b, c, d son números reales, hallar el polinomio característico de la matriz. 


463. 


464 


465. 
466. 


467. 


468. 


469, 


a —b —e —d 
b a d —cc 
e —d a b 
d e —b a 


¿Es diagonalizable en C? Si no lo es reducirla a la forma triangular. 


1.0 
da los 1 ) 
a) Calcular 'AA, AA =B. 
b) Demostrar que existe P inversible tal que B = PCP-!, siendo C diagonal. Cal- 
cular C y P. 
e) Probar que existe D tal que D?=C; calcular .D. 
d) Probar que existe H simétrica tal que H?= B; calcular H. 


e) Probar que existe U ortogonal (es decir tal que U-1 =*U) verificando A = HU; 
calcular U. 


Si a y b son números complejos, A es la matriz de tipo (l, tr) cuyos elementos son 
todos iguales a a y B la matriz de tipo (1, 1) cuyos elementos son tedos iguales a 
b hallar los valores propios de AB: 


Si f es un endomorfismo nilpotente de índice p de un espacio vectorial E de di 
mensión n sobre K, ¿cuáles *on los valores propios de f? (V, cap. 8 el. 192). 


Si f es un endomorfismo de E de dimensión 1 sobre C tal que f?= f, ¿cuáles son 
los valores propios de 1? Hallar todas las matrices de MAR) tales que Al=A, 


Si f es un endomorfismo de E de dimensión » sobre € tal que existe un entero 
natural k verificando fi=e, file, ¿cuáles son los valores propios de f? Caso 
particular: k =2 (V. cap. 8 ej. 196), 


Siendo f un endomorfismo de un espacio vectorial E de dimensión «+ sobre K 
se considera el endomorfismo *f de E*, 


a) Demostrar que f y *f tienen el mismo polinomio característico. 


b) Sea V(A) el subespacio de E asociado a A, valor propio de f y V'(A) el 
subespacio de E* asociado A, valor propio de *f, demostrar que V(A) y V'() tienen 
la misma dimensión. : 


A €M, (0), B es su matriz adjunta, demostrar que si * es un vector propio de Á 
asociado al valor propio A de A, existe un valor propio y. de B tal que x sea 
vector propio de B asociado a L. 5e estudiará sucesivamente los casos siguientes: 


a) A es inversible, 
b) A es no inversible y A 0, 
ce) A :=0 es raíz simple del polinomio característico de A, 


d) A=0 es taíz múltiple de este polinomio (École Polytechnique) 
4 
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472. 


473. 


474, 


475, 
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Se considera la matriz A de M,(C) 


A 4... 
y la matriz P= py, de orden n (k índice de línea y [ índice de columna) defi- 
nida por 
Mnkel 

Py=e ” 
a) Calcular PP. Deducir que P es inversible. Determinar P-1 
b) Siendo ty una raíz n-ésima de 1, demostrar que el vector de coordenadas 
1, 0, ..., 0-1 es un vector propio de A, ¿Cuál es el yalor propio correspondiente? 
ce) Calcular P-1 AP. (M.G.P., extractado) 


Determinar los valores propios y los vectores propios de la matriz dada én el 
ejercicio 223 del capítulo 8 (se podrá utilizar el resultado de la pregunta c) de este 
ejercicio). 


Se considera el endomorfismo estudiado en el ejercicio 341 del capítulo 11, hallar 
los valores propios y los vectores propios de f. 


Las mismas preguntas que en el ejercicio precedente para el endomorfismo estu- 
diado en el ejercicio 342 del capítulo 11. 


Si E designa el espacio de los polinomios con coeficientes complejos de grado < 2H 
se considera la aplicación f de E en C[X] definida por 


P=0=fP) =(X— a) (X — b)P" -— [21X —n(a + b) + e]P 


donde a, b, e son números complejos tales que c/(a—b) no sea un entero racional, 
a) Demostrar que f es un endomorfismo de E. 


b) Hallar valores propios y los vectores propios de f. Deducir que f es automor- 
fismo de E, 

c) Hallar el polinomio P tal que K(P) = 1. (Se utilizará una base de E formada por 
vectores propios.) 


Se considera un espacio vectorial E complejo de dimensión finita 1 +1 y tres endo- 
motfismos u, v, h de E satisfaciendo las relaciones siguientes 


(1 hou—uoh= 2u, hov—voh=-—2v, uov—vou =-—h, 
1. Sea e un valor propio de ki; se considera un vector xeE tal que hi) = ax; 
demostrar que los vectores y = dx) y z = v(x) verifican las relaciones 

AGN = (a + 2)y, hz) = (a — 2)z 


deducir que se tiene A[ut(x)] = (a + 2k)uk(x) para todo entero k positivo. Demos- 
trar que existe un k > 0 tal que se tiene uk(x) = 0. 
2. Demostrar que existe un número complejo « y un vector xe E no nulo tales que 


AGO = ex, u(x) =0, 
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476. 


477. 


478. 


479*, 


3. Six y a son los mismos que en la pregunta 2, se pone 
Xy = POR (k=0, 1,2, ...). 
Establecer las relaciones 
hr) = la — 2k)Xj MX) = (A Ds UA) (km 1 — 00) ¿> 


4. Se supóne que fuera de E y de (0) no hay en E ningún subespacio vectorial F 
tal que u, v, h apliquen F en F mismo. Demostrar que los vectores x, de la pre- 
gunta 3 engendran E, a continuación que los x, no nulos forman una base de E. 
Demostrar que de hecho los vectores ¿ 


Hgo Xpo 0. 


n 


forman una base de E, y calcular « en función de n. 

5. Se toma por E el espacio vectorial formado por los polinomios de grado n a lo 
sumo de una variable £, con coeficientes complejos. Se considera los endomorfismos 
u, y, h de E definidos como sigue: 


u aplica el polinomio f(t) sobre el polinomio —mtf(1) + 28); 
v aplica el polinomio f(f) sobre el polinomio Ft); 
h aplica el polinomio f(t) sobre el polinomio — aftt) + 2f'(£). 


Demostrar que u,. v, h satisfacen las relaciones (ID) y a la condición enunciada al 
principio de la pregunta 4. Calcular en este caso los elementos x, de la pregunta 3. 
- (M.G.P) 


Sea f un endomorfismo de un espacio vectorial sobre K, (Ay) (1<h=m) una 
familia de valores propios todos distintos de f. Se supone que existe una familia 
(y) (1<h=<m) de enteros positivos no nulos y una familia (x) (1 <k<m) de 
vectores no nulos de E tales que 


(h=1,2,....m) GE— Aye)x) = 0. 


Demostrar que X,,-..., X,, son independientes. 


Si f y g son dos endomorfismos del espacio vectorial E de dimensión n sobre K, 
teniendo cada uno » valores propios distintos 2 a 2 en K, demostrar. que las pro- 
piedades son equivalentes: 

a) fog=gof, 

b) f ye tienen los mismos vectores propios, 


Sean f y g dos endomorfismos permutables de un espacio vectorial E de dimen- 
sión finita, 


a) Demostrar que todo subéspacio de f es estable por g, 
b) Demostrar por inducción sobre n= dim. E, que hay un vector propio xx0 
común a f y g. 


Sean f y g dos endomorfismos permutables de un espacio vectorial E de dimen- 
sión finita sobre un cuerpo K algebraicamente cerrado. 

a) Demostrar que si f y g son diagonalizables existe una misma base (a) tal que 
M(f, (aj) y M(g (a)) son diagonales. 

b) Demostrar que si f y g son reducibles a la forma triangular, existe una misma 
base (a) tal que M(f, (a) y M(g, (a) son triangulares (utilizar el ejercicio precedente). 
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Sea E un espacio vectorial de dimensión r sobre el cuerpo K, (€,, €, ..., €,) una 
base de E, f una aplicación lineal de E en sí mismo. 
Sea x, un vector de E, se pone: 


x=), 0. x= fp) = PR, ete, 


a) Demostrar que el subespacio F engendrado por los vectores x, para k=1,2, 


es estable por la aplicación f. , 

b) Sea pel mayor entero tal que xj, Xy .... *, sean linealmente independientes. 
Demostrar que X,, X» ..., Xx, forman una base de F. Si F coincide con todo E, 
se dirá en lo que sigue que x, «engendra» E. ¿Cuál es entonces el valor de p? 
e) Se supone que la matriz A de f respecto a la base (e,, €, ..., €,) es diagonal, 
Demostrar que, para que exista un vector x, «engendrando» E, es necesario y 
suficiente que los valores propios de. f sean dos a dos distintos (se pondrá 
x, = XE¡e, y se buscará la condición para que los vectores X,, ..., Xx, sean inde- 
pendientes). 

Dar un ejemplo (para n= 2) de aplicación f (de matriz no reducible a la forma 
diagonal), teniendo dos valores propios iguales y tal que, sin embargo, existe un 


. yector x, «engendrando» E 


d) Se supone que el vector x, «engendra» E; ¿cuál es la forma de la matriz A' 
de f respecto a la base (x,, ..., x,)? Se designará por a, el elemento situado en ¿ésima 
fila y la última columna de esta matriz. Demostrar que el polinomio característico 
de A” es 


PQ) = det (f—2e) = (— 1[—a,Mi— a, ¡An2—.,.. — a] 


si e designa la aplicación idéntica de E en E. Demostrar que la matriz obtenida 
reemplazando en PA) la variable A por la matriz A” de f es nula. (Se podrá demos- 
trat que la aplicación lineal f*—a,f*-1—...—da)f—aje anula cada uno de los 
vectores de la base (x,, ..., X,,). : 

(M.G.P.) 
Se considera el espacio vectorial E de dimensión finita n sobre el cuerpo C y los 
operadores lineales sobre E, f y g. Se designa por e la aplicación idéntica de E. 
a) Se supone que gof tiene un valor propio nulo; demostrar que fog tiene tam- 
bién un valor propio nulo. 
b) Dar la condición necesaria y suficiente referente al espectro de un operador 
lineal para que e—f sea inversible. 
e) Sea (Ai, Az ..., Aj el espectro del operador f. ¿Se puede elegir el número « 
complejo de modo tal que e— af seca no inversible? 
d) Si f y £ son dos operadores lineales, se supone que e— [fo g) es inversible, 
Demostrar que 


[e—(20/10[e + gole—fogrlof]=e 
deducir que e—(gof) es inversible. 


e) De lo precedente demostrar que, cualesquiera que sean los operadores lineales 
yg fogy gof tienen los mismos yalores propios. (M.G.P.) 


Se consideran dos sucesiones (u,) y (v,) de números complejos tales que para todo 


entero natural » : 
> = ES e ) 
Ya Va-1 








Í 
ñ 
j 
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483. 


484. 


485, 


Si A es una matriz de M,(C) independiente de a, scan 5, y S, los valores propios 
de A. Calcular 4, y v, en función de ty, vo n y los elementos de A: 


a) cuando $ % S,, b) cuando s; =s,=s (se deducirá primero el caso en que A 
es triangular inferior, buscando v?, verificando y. = sip). 
n rn 


Se considera k sucesiones complejas (1, ,), ..., (1, ,) tales que todo entero natural 1 


4un+1 “Lion 
Uan loa 
Uens1 Hon 


Si A es una matriz de M¿(C) independiente de '1.. 
Calcular, para h=1,2, ..., k, U;, n en función de ll; y +0» 4 y de n y de los ele- 
mentos de A cuando los valores propios de Á son todos distintos, 


Se consideran las sucesiones complejas u, verificando para todo entero natural n 
(k, entero natural > 1, fijo) 


(1) Un — Gall + ES] Fons ets k1 


donde Aj, ..., 4 1 Son números complejos dados. 

a) Demostrar que estas sucesiones describen un subespacio vectorial de SN, O), 
espacio vectorial sobre C (V. cap. 7, ej. 149). ¿Cuál es sú dimensión? (Se conside- 
rará las sucesiones (e, ,) que verifican (1) y tales que €, ; = 5, para 0 < h <= k--1). 
b) Demostrar que el cálculo de u, se reduce a hallar las k sucesiones definidas en 
el ejercicio 483. Se pondrá U, y =Uy Uy = Ungp 00» Ugo = Uy ¿cuál es la 
matriz A correspondiente? 

e) Calcular u, para las sucesiones definidas en el ejercicio 149 del capítulo 7. 


Si f es un endomorfismo de un espacio vectorial E. de dimensión nh sobre un cuer- 
po.K algebraicamente cerrado. Se supone que el polinomio característico p¿ es tal 
que p,= p,p, con p, y p, dos polinomios distintos de K[X]. Se pone 


Í, 2 po, h => PAD, N, = Ker Í, N, = Ker fo. 


a) Demostrar que N, y N, son estables para /. 

b) Demostrar que f,(E) C Na, f¿(É) <= N, (utilizar el teorema de CAYLEY- HAMILTON). 
e) Demostrar que E= N, + N, (se observará que existe q, y q, de K[X] tal que 
PA + pq = 1, se demostrará que todo x de E puede escribirse 


x= [g,() 601 + fL99 601 


y se aplicará el resultado de la pregunta b). 
Demostrar en fin que N¿ A N,=(0); luego que E=N, GO N,. 
d) Si g, es la aplicación inducida por f en N¡= 1, 2), demostrar que la matriz 
de f respecto a una base de E reunión de bases de N, y N, es de la forma 
M, O 
M= 1 A 
(S 1) 

Deducir que p ¡=P P,=P,Po, (utilizar el ejercicio 262 del cap. 9). 
Demostrar que existe k 0 de K tal que Py = k,p, (efectuar la división euclídea 
de p¡(X) por X— A. siendo A un valor propio de g,). 
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Sea f un endomorfismo de espacio vectorial E de dimensión n sobre K algebraica- 
mente cerrado. Si el valor propio A,¿(1 <A <m) es de orden k, 


d+ kt + Ko = 1) 


se pone 
íh=1, mm Ny = Koer (f— Ay 8), 


a) Demostrar que 

E=N,0ON,09 .. O No, 
b) ¿Cuál es la forma de la matriz de f respecto. a una base de E que sea reunión 
de bases de N,? Deducir que dim N, = Kp. 


c) Demostrar que existen unas bases de E tales que M(f) sea un cuadro diagonal 
de matrices cuadradas M,(1 < h < m), siendo M) triangular de orden k, y con sus 
elementos diagonales todos iguales a Ay. (Utilizar el ejercicio anterior). 


Sea la matriz de Ms(C) 


111 —1 2 —1 
2 0 1 —4 —1 
A=[f0 1 1 1 1 
o 1 2 0 1 
DO —3 3 ol 


a) Calcular el polinomio característico de A. ¿Cuáles son sus raíces? 


b) Hallar una matriz B semejante a Á, cuadro diagonal de dos matrices triangulares 
(utilizar el ejercicio precedente). 


Si f es un endomorfismo del espacio vectorial E sobre el cuerpo K, 

a) Demostrar que e, EP, .... K% son linealmente dependientes. Deducir de ello 
la existencia de un polinomio. unitario único t0,€K[X] de grado mínimo k tal que 
wAf) =0: se dirá que w, es el polinomio minimal de [. 

b) Si A =M(7, (a) demostrar que t, es también el polinomio unitario único de 
grado mínimo tal que WA) =0: se dirá también que u, es el polinomio minimal 
de A. Demostrar que dos matrices semejantes tienen igual polinomio minimal. 

c) Volver a hallar la noción de polinomio minimal de f demostrando que el con- 
junto de los polinomios p de K[X] tales que p(f) = 0 es un ideal de K[X]. 


(Utilizar $ 186, ej. 5) 


d) Siendo A un valor propio de f, demostrar que para todo entero h= 2, Mi es 
valor propio de f. Deducir que todo valor propio de f es raíz del polinomio xmi- 
nimal de f 


e) Utilizando el teorema de CayLEY- HAMILTON demostrar que el polinomio carac- 
terístico de f es un múltiplo de su polinomio minimal. 
Se toma las mismas notaciones que en el ejercicio anterior, se supone que K es 
algebraicamente cerrado y se pone 

= (— DHX—AJA ... (X— hy ón 


siendo Ay, ..., Ay, distintos dos a dos, k +k2+...+K, =8. 


a) Demostrar que 
0 = (X— AA... (XA 


con 12 4A,< k, para ¿=1, 2, ..., m. 
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490*. 


491. 


492. 


493,* 


b) Demostrar que si f es diagonalizable, su polinomio minimal sólo tiene rafces 
simples, 

e) Sea M= (1) una matriz cuadrada tal que: 

1. ¡2>i implica pi =0; 

2. para todo i, = As 

3. existe i y j tales que ¡<iy p40; 

demostrar que A no puede ser raíz simple del polinomio minimal de M. 

Deducir que si el polinomio minimal de f sólo tiene raíces simples f es diagonalizable. 


Sea f un endomorfismo de un espacio vectorial de dimensión finita sobre K. Se 
considera el subanillo K[f] del anillo £(E). Se recuerda que K[f] está engendrado 
por K U (f). Sea finalmente «w, el polinomio minimal de f. 

a) Demostrar que los divisores de cero del anillo K[f] son los endomorfismos 
p(f) donde p es un polinomio de KEX] no primo con 6 y de grado estrictamente 
inferior al de ty. 

b) Suponiendo que p sea primo con ty, demostrar que p(f) es un automorfismo 
de E, 


Siendo f un endomorfismo de E espacio vectorial de dimensión finita sobre K se 
designa por q el homomorfismo de K[X] en K[f] (ver ej. 490) definido por 


pt») = p(p. 


Demostrar que el núcleo de y es el ideal (w,) engendrado por el polinomio minimal 
de f. Deducir de lo anterior que K[f] es isomorfo a K[X1/(0). 


Si f es el endomorfismo de R3 tal que en relación a la base canónica de R3 


0.0141 
MOD =|1 0.0 
0.1.0 


hallar los divisores de cero del anillo R[Ff] (V. ej. 490). Precisar los rangos de 
los endomorfismos hallados. (Se observará que fi =e,) 


Sea f un endomorfismo del espacio vectorial E de dimensión finita sobre K 
algebraicamente cerrado, Sea tm, el polinomio minimal de f que se supone de gra- 
do k. Se designa por O(X, Y) el polinomio de K[X, Y] definido por 


09/00) = (X— QU, Y) + (1) 


a) Demostrar que el polinomio Q es simétrico y de grado k—1 a lo sumo 
b) Demostrar que si peK no es valor propio de f, 


Qf. 1) 
a) 


e) Siendo f, el orden de multiplicidad de A, en el polinomio minimal de f, de- 
mostrar que existen los polinomios Q,; KI tales que 


Qu 
data y" 


i=1l  j=1 
siendo Rh el número de raíces distintas de 0. 


(—uejl=— 
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ENDOMORFISMO. REDUCCIÓN DE MATRICES [Cap. 14 


Sea E un espacio vectorial de dimensión n sobre K, se considera un endomorfismo 
nilpotente de E, es decir f tal que existe p=1 tal que f221 0, fe =0, 


Se pone 
(k£ =0,1,....p) N¿ = Ker (74). 


1 Demostrar que la sucesión de subespacios vectoriales de E 
(0) = No» No .... No-1 N, =E 


es estrictamente creciente, Deducir que p=n (V. cap. 7, ej. 160). 

b) Demostrar que, para todo k>0, FIN) <Nz > 

e) Sea F un subespacio de E tal que FM N¿=(0) para 1 <k<p-—1; demos- 
trar que f(E) NM N,_, =(03 y que la restricción de f a F es inyectiva. * 

d) Demostrar que hay una sucesión F,,F,,...,F, de subespacios de E tales que, 
para 12 k<p,N,¿=F,¿0O N,_¡, donde f aplica F, inyectivamente en F,_, (k = 2). 
(Tomar como F, un suplemento de N, y en E=N,, a continuación F, , Un su- 
plementario de N,_, en N,_¿, €tc.). Demostrar que F,=N, y que É es suma 
directa de F,, Fp, ..., Ej. 


e) Sea lp] lp cr Eo, UNA base de FE, demostrar que 


Mor = Ha, y» ..., do-1> 2, == fío, nd Cot ES pts Bos 


es una base de F, ,. Formar igualmente bases de 


Po-3 eo Ey = N, = Ker (f). 


La reunión de estas bases es una base de E descrita por a, se ordena estos 
elementos de mañera que 4,,, séa anterior a aj si y solamente si 


k<k o kk, 1<P sea (b) (1=1<n) 


la base de E así obtenida. Demostrar que para todo i de [t,n] f(b)=0 o bien 
Ab) =b, y. 

De ello deducir que (Bi) = M(f, (b,)) tiene todos sus elementos nulos excepto ciertos 
elementos fi-1 iguales a 1. 


Se llama matriz de Jordan de orden .m, relativa a AheK, toda matriz de M,,(K), 
representada U,, y = (at) tal que 


(=1,2 ... mM a =4 (=2,3,..,m alt 


siendo nulos todos los demás elementos. 


aj Demostrar que toda matriz de un endomorfismo nilpotente de un espacio veo- 
torial de dimensión finita es semejante a un cuadro diagonal de matriz de JORDAN 
relativo a A=0. (Utilizar el ejercicio anterior y observar que ULo= (0). 

b) Demostrar que toda matriz A de un endomorfismo f de un espacio vectorlal 
de dimensión finita sobre un cuerpo K algebraicamente cerrado es semejante a un 
cuadro diagonal de matrices de JorDAN relativas a A, ..., A, valores propios de f, 
Este cuadro diagonal se llama reducida de Jorban de A (utilizar el ejercicio 486). 
Con las notaciones de este ejercicio si f, es la restricción de f a N, se demostrará 
que f, =A,e + 8, para 1<h<m, siendo g, un endomorfismo de N, nilpotente 
de índice k, orden de multiplicidad de A, en el polinomio característico de f, 
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496*, a) ¿Cuál es el polinomio minimal de la matriz de JorpAs aa? 


b) Demostrar que si A es semejante a un cuadro diagonal de matrices de JORDAN 


LM e el polinomio minimal de A es el m.c.m. de los polinomios (X — a/a, 


e) Demostrar que un endomorfismo f de un espacio vectorial de dimensión finita 
sobre un cuerpo algebraicamente cerrado es diagonalizable si y - solamente si su 
polinomio minimal tiene solamente raíces simples, (Utilizar una reducida de Jor- 
DAN de f.) 


Hallar las reducidas de Jordan de las mairices siguientes (se observará que el polinomio 
característico de cada una de ellas tiene raices múltiples). 


497, 498. 
0 5 3 E E: 
paa | - 61. 4 10 —12 
2 —14 --10 NN 


499, Matriz del ejercicio 462 tomando e =b=c=d=l1Í. 


500. Matriz del ejercicio 487, 
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FORMAS BILINEALES SIMETRICAS 
Y FORMAS HERMITIANAS 1 


|. Definición y primeras propiedades de las formas bilineales y de las formas 
- cuadráticas. 
Il. Formas degeneradas y no degeneradas. Ortogonalidad. Elementos isótropos. 


Il. Endomorfismo adjunto. Aplicaciones. 


IV. Formas bilineales simétricas reales. Espacio euclídeo de dimensión R. 
Y, Formas hermitianas. Espacio hermitiano de dimensión n. 


En las tres primeras secciones estudiaremos las formas bilineales y las formas cuadrá» 
ticas sobre E, espacio vectorial sobre K, siendo K un cuerpo de característica ' 2, En la 
sección IV estudiaremos las propiedades particulares de las formas reales, y, en particular, 


el espacio vectorial euclídeo real de dimensión n, 
Finalmente en la sección V estudiaremos las formas sesquilincales y hermitianas*) so- 


bre E, espacio vectorial sobre C, y, en particular, el espacio vectorial hermitiano complejo: 
de dimensión n. E 


I. Definición y primeras propiedades de las formas bilineales 
y de las formas cuadráticas 





221. Formas bilineales definidas sobre E x E 


a). Espacio vectorial SE, E; K) 


Sean E y EF dos espacios vectoriales sobre K, hemos definido en el 8 164 lan 
formas bilineales sobre E X F (def. 2), y hemos visto que el conjunto de estas 
formas, CE, F; K) provisto de la adición y de la multiplicación para un escalar, 
tiene una estructura de espacio vectorial sobre K (t. 1). 


(*) MN. del T. — Aunque algunos autores denominan a estas formas «hermíticas», hemos prelerldo 
por considerarlo más castellano— la denominación «hermitianas, si bien convendría para castellanlzarla 
completamente denominarla «hermiciana»; por razones fonéticas no lo hemos hecho. 
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Supongamos ahora que E y F son de dimensión finita, y designemos por 
(a) (1 =1=<m) y (by(l <j< mn) una base de E y una base de F. Pongamos 


”m n 
=D ra, y =D eb, 
tal I=1 


para toda familia bilineal f definida sobre E x F tendremos, gracias a las 
dos propiedades de bilinealidad 


fx, y), = ¡(Qs | > y, ] = A aya, b) 
¿ ij 


de donde poniendo a; += f(a;, bj) 


(D ft, y = >) ayy! 
im] j=1 


f permite, pues, determinar mn escalares q, verificando (1). Recíprocamente 
dado mn escalares q,, siendo escogidas unas bases en E y FE; la fórmula (1) 
define una aplicación de E x F en K, que es manifiestamente bilineal. Consi- 
deremos, en particular, las mn formas bilineales p' definidas por 


G=1l...,m; i=l...,.”m o'(a,, b,)= 818), 
donde 8. y 8, son los símbolos de KRONECKER, tenemos, pues, 
ea y = vw 
luego para toda forma bilineal f de £XE, E; K) 
VieEJWyoF) fa 9 =D) Dala y) 


i=1 fal 


A $5 Lip 


isl fal 


es decir, . 


luego las mn formas e engendran ££E, F; K); estas formas son visiblemente 


independientes; en efecto, 
l= >> duo =0 


jal j=l 

implica para todo ¿ de Fl, m] y todo j' de [1, n], l(a;, by) = Ay =0, luego: 
TeorEMA 1.—Si E y F son dos espacios vectoriales de dimensiones respectivas m y n 

sobre K, SE, F; K) es un espacio vectorial de dimensión mn sobre K. 


37. — ALGEBRA 
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bj) Matrices asociadas a una forma bilineal 


Elegidas unas bases en E y F de dimensión finita, podemos hacer corres- 
ponder a todo elemento f de £(E, EF; K) la matriz A =(a;) (, índice de colum- 
na; j, índice de lila) que es un elemento de Mx(m, 12). Las fórmulas fla, b) — Qtijo 
muestran que, escogidas las bases, la aplicación de SE, F; K) en Min, n) 
definida por f-> A, es una biyección; se ve inmediatamente que esta aplica» 
ción es un isomorfismo de los espacios vectoriales £A(E, F; K) y Mx(n, 1). Se 
dice que A es la matriz asociada a la forma bilineal f relativamente a las bases 
(a) de E y (b¡) de F. 

Según (1) tenemos (siendo K conmutativo) 


fíx, y) = >> aji = Y vt Eo. aja”) 


i=1 j¡=1 


es decir, 
e AO xl 
Hoy = Y Y] : ' 
Dl ++ mn q 
o, también, poniendo X = M(x, (a), Y = M(y, (b,)) (ver $ 154, ejemplo 1). 
2) | f(x, y) ="YAX 
la matriz 'YAX siendo una matriz (1, 1) es igual a su transpuesta, luego 
(21) f(x, y) = X'AY 


fórmula que se podría demostrar directamente a partir de (1), de donde: 


TEOREMA 2. — Elegidas unas bases (la) (1 <i<m), (py < |< H), respectivamente, en 
E y E, a toda forma bilineal f definida sobre E x F, se puede asociar la matriz A = (0) 
(i indice de columna, j índice de fila) de tipo lim, n) definida por e, ¡= [4 bi. 

La aplicación definida por [—=>A es un isomorfismo de £XE, F, K) sobre My(n, n), 

Si X e Y representan las matrices unicolumnas de las coordenadas de x e y relativa. 
mente a las bases (a) y (bp), respectivamente, se tiene 


Ha, y) = "YAX = "KAY, 


ee que cambiamos de base en E y en F, sea P la matriz de paso 
de la base (a,) a la base (a) de E y Q, la matriz de pasaje de la base (b,) a la 
(by) de F. Poniendo X” = Mx, (a/)), Y” = M(y, (b/)), tendremos, gracias a la re- 
lación () a las relaciones X = PX, Y =0QY' (ver $ 160) y a las propiedades 
de la multiplicación de matrices 


fx, y) ="YAX = (QY)A(PX”) = "Y CQAPIX" 
vernos entonces que relativamente a las nuevas bases, a f está asociada la matriz 
3) A! =*QAP. 
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Se observará la analogía y la diferencia entre la fórmula (3) anterior y la 
fórmuia A' = QUAP del 8 161, correspondiente a las matrices asociadas a una 
aplicación lineal de E en F. 


EJERCICIOS 


1 E=F=Kr, E está expresado en su base canónica, cuál es la matriz asociada a 
la forma bilineal definida sobre E x E por 


Ho, y) = xy q xa, 


2, Demostrar que en Mm, n) la relación: «existe P de GL,,(K) y Q de GL,(K), tales 
que A” = 'QAP» es una relación de cquivalencia. 


222, Formas bilineales definidas sobre E x E 


a) Espacio vectorial £(E; K) 


Si E =F definimos una forma bilineal f sobre E x E, su conjunto describe 
un espacio vectorial representado £x(E; K) (ver $ 164). Para simplificar diremos 
que f es una forma bilineal sobre E. 

Si E es de dimensión », SE; K) es de dimensión n?; si (a) es una base de 
E (6[1, 1]=D a toda forma bilincal f sobre E, podemos asociar una matriz 
cuadrada A = (a) ((, 81 Xx D); existe un isomorfismo entre los espacios vec- 
toriales LE; K) y M,Q00. Sí (€) es otra base de E, relativamente a esta nueva 
base la matriz asociada a f es 


35) A! = PAP. 


Siendo F igual a E, podemos definir en £(E; K) las formas bilineales simé- 
tricas, que están definidas por 


(Víx, NEeE) fa y)=[, x). 


Las fórmulas a, = fía, aj) muestran que en este caso la matriz asociada a f 
relativamente a cualquier base de E, supuesta de dimensión finita, es simé- 
trica si y solamente si f es simétrica. 

Podemos igualmente definir en £(E; K) las formas bilineales antisimétricas, 
que están definidas por 


Wa ye)  fy )=-—fix y 


siendo K de característica diferente de 2, se demuestra fácilmente (ver $ 165, 
ejercicio) que f, forma bilineal sobre É es antisimétrica si y sólo si es alternada, 
'es decir, si 
: (VxeE) f(x, x)=0. 


Hemos visto en el $ 165 que el conjunto de las formas bilineales alternadas 
sobre E es un subespacio vectorial EE; K) de £(E; K) (hacer n= 2 en el 
teorema 3 del $ 165). Está igualmente claro que el conjunto de las formas bili- 
neales simétricas sobre E es un subespacio S£(E; K) de £XE; K). Estos dos 
subespacios son suplementarios (ver ejercicio 3, más abajo), 
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EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. El ejercicio 1 del $ 221, da un ejemplo de forma bilineal simétrica. Si n=3 y 
K=R, f(x, y) no es otro que el producto escalar clásico de los vectores x e y. 

2. Siendo E el espacio vectorial de las funciones reales continuas sobre [a, f], la apli- 
cación f de E? en R definida por 


E 6 
(a, Ny) > fx, y) = f xmy(Odt 


és una forma bilineal simétrica sobre (t>x() y t—>y(0) son los elementos de E). 

3. $5 (resp. A) designa el conjunto de las formas bilineales sobre E simétricas (resp. 
antisimétricas), demostrar que £E, K)=50 A (se recuerda que K es de característica 
> 2); este resultado, ¿también se verifica si K es de caractetística 2? 

4. Se supone dim E = n, ¿cuáles son las dimensiones de S y de A? (ver $ 156, ej. 1). 


by Isomorfismo entre £XE; K) y €(E, E*) 


A toda forma bilineal f sobre E, podemos asociar, perteneciendo x a E, la 
aplicación parcial f(x, *) que representaremos f,, por definición de la bilinealidad 
(ver. 8 164) f, es una aplicación lineal de E en K, luego un elemento del dual 
E* de E. Además, según la definición de la forma bilineal canónica definida 
sobre E x E* (ver 8 149), para todo par (x, y) de 57 Xx E y todo elemento f de 
SE; K), tenemos 


(Y f.) = Ey) = f(x, y). 
Designemos por e la aplicación de E en E* definida por 
q: ESES.- >=, 
es lineal; en efecto, cualesquiera que sean x1, x2, y de E y 2 de K 
or [f(x + xy Y) = [(p Y) + f( Y) > 5) + £. (4) 
haa) = [0% 1 = MO Y) = Mty) 
luego 


¡AA = Ea E Fo, e pls + x2) > plxr) + px) 
= plAx) = Ap). 


Entonces a todo elemento f de ££E; K), asociamos un elemento y de £(E, E”); 
designemos por q la aplicación así definida 


0: 2LE; K)>UE, E), f>%=09 
vamos a demostrar que Ú es un isomorfismo de espacios vectoriales. 
Primero € es lineal; cualquiera que sean f' y f” de £XE; K), pongamos : 
f=P+PF y , 
4M=9, Wi=9, W=g94 
para todo x y todo y de E, tenemos 


Lo(01 00 = 140 = 1 Yy=F HIPO N=F0 P+F Y 
= 90 +£M = [e (01M + lo "(01 





A AP aa 0 


á 
E 
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de donde, para todo x de E 


90) = 00) + y) 
es decir, 


POE OA 00) + 00) 
se demostrará igualmente que para todo.f de £(E; K) y todo 4 de K 
YA = AP. 


Seguidamente 0 es inyectiva: Pongamos «q = 0(f), q" = Mf') y supongamos 
q = q"; para todo x de E 


ox) = 9 (0) ef, = É, 
luego para todo x y todo y de E 
LN = FU) [E y) = Pix, Y) 
es decir, f=f'. 
Demostremos, en fin, que Ú es suprayectiva. Sea, en efecto, p una aplicación 


"lineal cualquiera de E en E*, luego para todo « de E, es una forma lineal defi- 


nida sobre E; consideremos la aplicación f de E X E en K definida por 
Co Y => 0 Y) = Le601 


f es bilineal: es lineal en x, pues py es lineal y lineal en y puesto que pl(x) es 
lineal. Entonces cualquiera que sea p de £(E, E*) existe f de £(E; K) tal que 
BA = e. Por lo tanto: 


TEOREMA 3. —Siendo | una aplicación bilineal sobre E, definida por (x, y) —>Hx, y), 
la aplicación de E en E*, definida por p(x) =f,, es lineal, y la aplicación 0 de £,(E, K) en 
£(E, E*), definida por 9(f) = q, es un isomorfismo de espacios vectoriales, 


Se definiría igualmente f,, que es también un elemento del dual E* de E, 
designado por Y la aplicación de E en E* definida por yy) =f,, se obtendrá 
para todo par (x, y) de elementos de E 


(0) = (a Um) = Fo y). 
De donde 


(960) = (e UN) =f( y) 
en particular si f es simétrica, tendremos para todo x y para todo y 


Y po) = (Y dl) 
es decir, p = de. 


COROLARIO. —-Si f es una forma bilineal simétrica sobre E, las dos aplicaciones lineales 
p y Y de E en E*, definidas por 


xo ox) =f. yo WN =f, 


si fo y f, son las aplicaciones parciales asociadas a f, son idénticos. 
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OBSERVACION 


El teorema 3 es válido en casos mucho más generales (ver $ 164, ej. 1). 


c) Caso en que E es de dimensión finita 


Sea (a*) (1 <1i<n) una base de E, designemos por (a) la matriz cuadrada 
de orden n asociada a la forma bilineal f definida sobre E X E, tenemos 


(,j=1,..., 2) ai; = f(a;, a;). 
Sea (a*) (l < i< m) la base de E* dual de (a;) (yer 5 150), y designemos por 


(Bi) la matriz 
(Bi) 5 Mío, (a), (ay 
es decir, 


i=L..m a=f, =D Bue” 
, k=1 


tendremos 
Oj fía, a,) = f La) = y 8,0 a) == Ss Bild; at) = > B,5* => B,- 
k=1 k=1 £=1 


TEOREMA 4.—E de dimensión finita viene referido a una base (a) y E* en la base 
dual (a*i), la matriz asociada a la forma bilineal j, relativamente a la base (a) es igual a 
la matriz asociada a q relativamente a las bases ía) y (at), 


Al determinante de la matriz («;;) se le llama el “discriminante” de la forma 
bilineal f relativamente a la base (ai). Este determinante depende de la base 
escogida; en efecto, det A y det (PAP) son, en general, distintos; pero P 
al ser inversible 

det A 0 det (PAP) = 0, 


EJERCICIOS 


5. Siendo E de dimensión finita, se puede identificar E** y E, una vez hecha esta 
identificación, demostrar que las dos aplicaciones (y y Y consideradas anteriormente en el 
párrafo b) son transpuestas una de otra. 


6. Siendo E de dimensión finita, utilizar el teorema 4 para demostrar en este caso 
que LE, K) y £(E, E*) son isomorfos. 


7. Demostrar, utilizando el teorema 4, que si P es la matriz de cambio de (a) a a), 
'P es la matriz de cambio de (ati) a (a'*D, 


223. Formas bilineales simétricas y formas cuadráticas 


DerinicióN 1. — Siendo f una forma bilineal cualquiera sobre E, se llama forma cua: 
drática asociada a | la aplicación q de E en K definida por 


(Vx e E) qu) = 1H, 1. 
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Supongamos E de dimensión finita referido a una base (a;), tendremos ($ 221, fórmula 1) 


4» n 
g(x) = > 5 apex 


i=1 j=1 


“es decir, si consideramos q como una aplicación de K* en K, q es una función polinomia 
homogénea de grado 2: La palabra «forma» al set sinónima de «polinomio homogéneo», q 
se llama naturalmente forma cuadrática, la definición dada anteriormente generaliza esta 
definición a E de cualquiera dimensión. x 


Se ve inmediatamentae que el conjunto QUE) de las formas cuadráticas defi- 
nidas sobre E, espacio vectorial sobre K, provisto de la adición y de la multi- 
plicación por un escalar es un espacio vectorial sobre K. Está igualmente claro 
que la aplicación de £/(E; K) en Q(E) definida por f >q es un homomorfismo 
de espacios vectoriales. Pero este homomorfismo suprayectivo por definición 
no es inyectivo, en efecto, si a es una forma bilineal alternada no nula (ver 
8 165), se tendrá, por tanto, para todo x 


[0 3=4900 (+0 0=f, + aa x) = q(í) 


por tanto a las dos formas bilineales distintas f y f + a está asociada la misma. 
forma cuadrática q. 

Pero supongamos f simétrica, siendo q la forma cuadrática asociada a f, 
tendremos, gracias a la bilinealidad y la simetría de f, con la característica de K 
distinta de 2 
(Víx, NeEEXE) qx+y=fi+Y xx +y=Ífí x) + y) 


HU + Y Y = q00 + q + 21, Y) 
es decir, 


1 
xo y) = on (a(x + Y) —qlx) — q(y)) 


fórmula que muestra que si la misma forma cuadrática q está asociada a dos 
formas bilineales simétricas f y g, se tiene f = g, de donde: 


TEOREMA 5.—La aplicación que, a toda forma bilineal simétrica f sobre E, asocia la 
forma cuadrática q definida por 


(1) (WxeE) quo =Kx, x) 


es biyectiva. 
La forma bilineal simétrica f, así gsociada, a: q es tal que * 


L 
(2) (v(x, y sE x E) Kx, y) = 0 + y) — qu) — q(y)) 
se dice que f es la forma polar de q. 


Las fórmulas (1) y (2) anteriores permiten enunciar los dos resultados 
siguientes: 


CoROLARIO 1.— Si q es la forma cuadrática asociada a | forma bilineal simétrica so- 
bre E, las relaciones q = 0 y [ =0 son equivalentes. 
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CoroLARlo 2.—Si q es la forma cuadrática asociada a la forma bilineal simétrica Í,. 
para todo endomorfismo u de E, se tiene 


FvxeE)  qlu(o] = 9009] > [V(x, NeEl luto, 100] = 16, y] 


se dice entonces que u conserva f (o q) (ver 8 228). 


Si E es de dimensión finita, la matriz (ui) = A asociada a la forma bilineal 
simétrica f relativamente a una base (ai) de E es aún llamada matriz asociada 
a q (relativamente a (a:)), a su determinante se le llama también discriminante 
de q. La matriz (0), siendo simétrica, y el cuerpo K (de característica 2) 
conmutativo, tendremos 


q) = 55 aja = Sa. (ay? + 2 > ojal, 


i=1 j=1 I<ci<isn 
Se dice que aj(xi? es un término “cuadrado” y 2a'jxixP un término “rectan- 
gular”. La palabra “cuadrado” es un abuso de lenguaje, pues ax" no es un 
cuadrado en K más si ai; lo es: esto será siempre el caso en C, pero no en R. 
Finalmente, se tiene igualmente con las notaciones del $ 221, b) 


gía) = 'XAX. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 
1. Si E =K*%, q definido por 
qe = (AP. 4 (en 
está asociada a la forma f definida por 
xa y =xlyi +... + 009" 


(ver $ 221, ej. 1 y $ 222, ej. 1). 


2. Sea E el espacio vectorial de las funciones reales continuas sobre [a«, 8], q definido 
por 


8 
a(x) =/ [+0 14dt 


a 


es una forma cuadrática definida sobre E (ver $ 222, ej. 2). 


3. Siendo u el homomorfismo de £(E, K) en CE) definido por u(f) = q, determinar 
el núctleo de 1. 

4. Tenemos E de dimensión r sobre K, referido a una base (a) se pone x= > xd, 

fal 

 Jemostrar que si la aplicación q de E en K definido por x= q(xl, ..., x%) es tal que q sea 
un polinomio homogéneo de grado 2 en xi, ..., x%, lo mismo se verifica para cualquier 
otra base de E. Deducir que q es una forma cuadrática sobre E, y que toda forma cua- 
drática sobre E puede estar definida de esta forma. 

5. Se toman las notaciones del ejercicio anterior, demostrar que la forma polar de q, 
expresada 

CS E 
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está dada por la fórmula 
1 > 
Fa, o. 0% yl, y) = > gu, y) 
¡=1 


g;, es la función derivada de q relativamente a x, 
Demostrar en particular que 


quo = (Y = f(x, y) = xy! 
qlo = 2xiy => fx, y) = xly + aíy! 


estas dos reglas son conocidas con el nombre «regía del desdoblamiento de variables». 

6. Tomando las mismas notaciones que en los dos ejercicios anteriores, demostrar que 
el discriminante de q relativo a una base (a;), es el determinante de las 1 formas lineales 
definidas por 


li=1,...,1) xo—q'. 
2 


Il. Formas degeneradas y no degeneradas. Ortogonalidad. 
Elementos isótropos 


224. Formas bilineales simétricas degeneradas y no degeneradas 


a) Núcleo de una forma bilineal simétrica 


Sea f una forma bilineal simétrica sobre E, q la forma cuadrática asociada; 
designemos siempre por « la aplicación lineal de E en E* definida por p(x) = f.. 
Se llama núcleo de f (o de q) el núcleo de q, está constituido por los x, tales que 


p)=f.=0S[(WyeE) — fAy=f(x y =0] 
siendo f simétrico está igualmente descrito por y, tal que 


ey =f =0e[f(WxeE) — f,(x) =f(x, y) = 01. 


OBSERVACION 


Se observará que el núcleo de f no es la parte A de EX E descrita por (x, y) tal 
que fíx, y) = 0; se verificará a manera de ejerticio que Á no es en general un subespacio 
vectorial de E Xx E: esto se debe a que f es bilineal y no lineal. 


DEFINICIÓN 2.—$Se dirá que la forma bilineal simétrica | (o la forma cuadrática aso- 
ciada q) es no degenerada sí y solamente si p es inyectiva, es decir, si y solamente si 
Ker f = Ker e = (0) - 

Si Ker f = Ker 0 (0) se dirá que | y q son degeneradas. 


Si E es de dimensión n, se llamará rango de f (o de q) el rango de q, es decir, 
la dimensión de Im p = (E). 
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_ En este caso (E de dimensión finita) y es inyectiva si y solamente si y es 
biyectiva, pues dim E* = dim E= xn» (ver 8 143, cor. 2, del t, 7). De donde 


Teorema 6. —Sea f una forma bilineal simétrica sobre E, espacio vectorial de dimen- 
sión 1 y (0,) la matriz asociada a f relativamente a una base de E, las propiedades siguien- 
tes son equivalentes: 


fes no degenerada sobre E. 

Íx, y) =0, para todo x de E, implica y = 0. 

Kx, y) =0. para todo y de E, implica x = 0. 

La aplicación y de E en E*, asociada a f, es un. isomorfismo de espacios vectoriales, 
det (2) p 0. 


ARANA 


En particular si f es no degenerada sobre E, de dimensión finita, cualquiera 
que sea la forma lineal 1* de E* existe x único de E, tal que 1* := p() =f,, es 
decir, existe x único tal que 


(vyeE) M9 = (pp =1, y). 


b) Identificación de E y de E* (E de dimensión finita) con la ayuda 
de una forma bilineal simétrica no degenerada 


Se ha escogido una forma bilineal simétrica f no degenerada sobre E, entre 
todos los isomorfismos de E sobre E*, gp tiene un papel particular: podemos 
calificarle de canónico relativamente a la forma f no degenerada escogida. En- 
tonces nos es posible gracias a q identificar E y su dual E* poniendo 
f.= p(1) =x* para todo x de E. 

y siendo biyectiva tendremos para todo x, todo y de E y todo y* de E* 
(ver $ 222, b) 


(1 o e(4)) = [o(17 6) = f0) = f(x, y) 
(1 (o Y) = fe 0 (y) 
y merced a la identificación p(4) = y 
(2) (o y) = He, Y). 
OBSERVACION 


En la observación del $ 150, a) y el ejercicio 171, fin del capítulo 7, hemos dicho que 
no había en general isomorfismos p de E sobre E* tal que para todo automorfismo u de 
E se tenga para todo x y todo y 


(% 9009) = (elo, (po mly)) 


Se ve que la igualdad anterior tiene lugar cuando q es el isomorfismo asociado a la 
forma bilineal simétrica no degenerada f, para todos los automorfismos u de E que verifican 
para todo x y todo y 

fix, y) = f(uGo, uy). 


Veremos en el párrafo 228 que estos automorfismos describen un grupo, el grupo orto- 
gonal de f: no hay, por tanto, contradicción entre la observación del párrafo 150 y- los 
resultados obtenidos aquí, y no es canónico relativamente al grupo GL(E), sino solamente 
relativo al grupo ortogonal de f, que es un subgrupo de GL(E). 
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225. Elementos ortogonales, elementos isótropos relativos a una forma bilineal 
simétrica 


E es un espacio vectorial sobre K, cuerpo conmutativo de característica dis- 
tinta de 2, se designa por f una forma bilineal simétrica sobre E y por q la 
forma cuadrática asociada. 


a) Ortogonalidad en E relativamente a f lo a q) 


DEFINICIÓN 3.—Se dice que x e y de E son ortogonales respecto a f (o a q) si 
fx, y) = 0, 

Se dice que dos partes A y B de E, son ortogonales respecto a | lo a q), si cada ele- 
mento de A es ortogonal a cada elemento de B respecto a f lo a q). 


OBSERVACION 


Algunos autores emplean el término «elementos conjugados respecto a f (o a q)» en 
lugar de «elementos ortogonales relativamente a f (o a q)», nosotros no lo haremos debido 
a una razón que se aclarará en el subpárrafo c), más abajo. 


Habiéndose escogido la forma f, diremos para simplificar “x e y son ortogo- 
nales” sobrentendiendo “respecto a f lo a q)”. Podremos definir dos subespacios 
de E, sean F y G ortogonales: gracias a la bilinealidad de f, está claro que F y G 
son ortogonales si y solamente si una base de F y una base de G son ortogonales. 

Siendo F un subespacio vectorial de E, el conjunto descrito por x, tal que 


VyeFP) fx, y=0 


es evidentemente un subespacio de E, en el que todos los elementos son orto- 
gonales a F; se le llama el subespacio vectorial E ortogonal a E respecto a f 
lo a q) y se le designa F?. 

Si FE = Kxglxo > 0), es decir, si F está engendrado por xo * 0, diremos que 
F* es el subespacio ortogonal a xq. 

Se observará la analogía de esta ortogonalidad en E respecto a f (o a q) con 
la ortogonalidad definida en el 8 151, entre elementos de E y de E*: veremos 
la causa a continuación en c); notemos ahora que no hay que temer confusión 
alguna: en el $ 151 F es un subespacio de E, F* es un subespacio de E*, y 
aquí F*.es un subespacio de E, 

Este hecho F* < E, nos Heva a una noción que no existe en el estudio de 
la ortogonalidad entre elementos de E y de E* la de elementos isótropos. 


b) Elementos y subespacios isótropos respecto a f (o a q) 


Derinición 4.—$Se dice que x, elemento de E, es isótropo respecto a f lo a q) si 
Hx, x) = q) = 0, 

Se dice que un subespacio, F de E, es isótropo respecto a f lo a q) si existe x 4 0 de 
F, ortogonal a todo F, 


Escogida la forma bilineal simétrica f, diremos “x es isótropo” o “E es isó- 
tropo” sobrentendido respecto a f (o a q). 
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Naturalmente el vector 0 es siempre isótropo, puede suceder que sea el 
único (ver ej. 1, a continuación). Mas generalmente si todo elemento del núcleo 


de f es isótropo, la recíproca no es cierta en general (ver ej. 2 último y $ 230, 
cor. 2 del t. 14). 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Sea E =R*" referido a su base canónica, y provisto de la forma cuadrática q defi- 
nida por 


qa) =P k... + (2 
a(x) =0 implica xl=...=x1=0, luego x =0, 


2. Sea E =R* referido a su base canónica y provisto de la forma cuadrática q defi- 
aida por b de 
qí) = (49 + (89 4 (9 — (xp? 


a=(1, 0, 0, 1) 0 es isótropo. Dar las coordenadas de todos los vectores isótropos en 


función de tres parámetros reales. Buscar el núcleo de q y verificar que qa no pertenece a “$ 


este núcleo. 
3. Sea E=C* referido a su base canónica y provisto de la forma cuadrática q defi- 
nida por 
ql) = a y 


Para n= 2 a4a= (1, 1) 0 es isótropo. 

Para n = 3 dar las coordenadas de todos los vectores isótropos en función de dos pará- 
metros complejos. 

4. Sea E un espacio vectorial sobre K, xy un elemento no nulo de E, busquemos en 
qué condición F == Kx, subespacio engendrado por xp» es isótropo. Todos los elementos de 
F son de la forma Axg(A € K), luego F será isótropo si existe 1 >< 0, tal que, cualquiera 
que sea A, f0%p, prxp) = MifO%p, Xp) =0, esto deberá verificarse, en particular, para A = 1, 
luego x, es isótropo, de donde: 

El subespacio Kxy(x, + 0) es isótropo si y solamente si x, es isótropo. Se dice entonces 
que Kx, es una recta isótropa (que pasa por 0, ver $ 137). 


5. Demostrar que toda familia de vectores no isótropos ortogonales dos a dos, es libre. 


La noción de subespacio isótropo nos llevará a resultados interesantes rela- 
tivos a F y a F!, Sea F un subespacio de E, espacio vectorial de dimensión 
finita provista de una forma bilineal simétrica f, podemos considerar la restric- 
ción fp de f a FX F (y la restricción qy de q a F), esta restricción f, es una 
forma bilineal simétrica sobre F, para todo xv de F (ff), es un elemento del 
dual F* de F, designemos por y” la aplicación lineal de FE en F* definida por 


, p (a) = (nde 


Busquemos el núcleo de q”: está constituido por los elementos x de E, 
verificando : 


 (vyeF) [010 = (040) = fl Y) = Ho, y) =0 
luego según la definición de F* dada más arriba 
Ker y =FNM El, 
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Por lo tanto, F NM. F* = (0) es equivalente a y” inyectivo y, por tanto, a fp 
no degenerado: se dice que f es no degenerada sobre F. Esto significa también 
que el único vector de F ortogonal a todo F es (0; por lo tanto, que F no es 
isótropo, 

Supongamos una de estas condiciones equivalentes realizada para todo x 
de E, la forma lineal f, definida sobre E, puede ser considerada como una 
forma lineal definida sobre F, la designaremos también f,; como fp no es 
degenerada sobre F existe x, de F (ver 8 224, a), consecuencia de la cuarta 
parte del teorema 6), tal que : 


(WySE) [0 =UD,0 
es decir, para todo y de F 
[o Y) = fx NY SÍ—x» Y) =0 


dicho de otro modo x=x-—x es ortogonal a F, luego para todo x de E 
existe xy de F y xs de F!, tales que 


x=x + x 
luego E=F +E?, la hipótesis hecha: FE NM FE! =(0) implica 
Ex=FgF! 
esta última relación implicando E N F* = (0) podemos enunciar: 


. TEOREMA 7.— Siendo E un espacio vectorial de dimensión finita, para toda forma f 
bilineal simétrica sobre E y todo subespacio vectorial F de E, las propiedades son equi- 
valentes: 

1. La restricción de f a F es no degenerada. 

2, FNF!=(0) 

3. F no es ¡sótropo. 
4 E=FOF!, 


Se deduce inmediatamente: 


CoroLarto 1.—Si FE es un subespacio vectorial no isótropo de E, de dimensión finita, 
se tiene : 


dim F1 = dim E— dim F. 


CoroLario 2.—Siendo E de dimensión finita, y x, un vector isótropo de E, el sub- 
espacio ortogonal a xy es un hiperplano de E que no contiene a Xq. 


EJERCICIO 


6. Siendo (a) (1 <i<n) una base de E, tal que, f(a,, a,) 0, hallar la ecuación 
cartesiana del subespacio ortogonal F! a F=Ka,, deducir que E=FGF- sin utilizar 
el teorema 7. 
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c) Caso en el que f es no degenerada sobre E de dimensión finita. Relación 
entre la ortogonalidad en E respecto a f y la ortogonalidad entre elementos 
de E y elementos de E* 


La identificación de E y de E* gracias a la biyección «p (ver 8 224, b) nos 
permite identificar las dos nociones de ortogonalidad : 
l. Ortogonalidad entre x de E e y= q(y) de E* 


(xo y) = (% ly) ) =(x, f.) = f4x) > [x, y) = 0 
2. Ortogonalidad entre w e y de E relativamente a f 


[G y) =0. 


El ortogonal de E en E* y el ortogonal de E (en E) relativamente a f están 
confundidos y se designan por el mismo símbolo F!, esto si f es no degene- 
rada sobre E. Si f es degenerada sobre E no se puede hacer la identificación, 
hemos dicho que no hay ningún inconveniente en designar las dos ortogo- 
nales de F (en el sentido 1 y en el sentido 2) por el mismo símbolo: siendo 
uno subespacio de E*, el otro de E. Finalmente el isomorfismo q nos permite 
extender a la ortogonalidad en el sentido 2 los resultados del $ 151 relativos 
a la ortogonalidad en el sentido 1: 


TeorEMA 8. — Siendo f una forma bilineal simétrica no degenerada sobre E, de dimen- 
sión finita, y F* el ortogonal de EF relativamente a f, para todo subespacio F de E, se 


tiene 
dim F2 = dim E—dim F, (F1)1 =F, 


Se tiene, pues, 
EN F*=(0)S (E) NN F*=FEf E! =(0) 


es decir, utilizando el teorema 7. 


CoroLARJO 1.—Si f es no degenerada sobre E, F. es no isótropo si y sólo si F es mo 
Isólropo. 


Finalmente el isomorfismo q nos permitirá definir bases duales en E. A 
toda base (ay(l <i<m) de E se puede asociar una base única (a*!) de E", 
tal que para todo par (1, 7) (ver 8 150) 


(a, ati) = 8%, 
existe, pues, una base única (a?) de E asociada a la base (a,) por las fórmulas 
G=lL .., 5» ola) = a", 
Para todo par (i, 7), se tiene 
fía, at) = (a, 9lat)) = (a, a) =8,. 


Siendo simétrica la relación entre (a?) y (ati), también lo es la relación en- 
tre (a) y (af) lo que justifica la definición siguiente: 
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DEFINICIÓN 5.—Siendo f una forma bilineal simétrica no degenerada sobre E, espa 
cio vectorial de dimensión finita, la base única (aj) de E, asociada a la base ta) de E, 
por las fórmulas 


(r, j= l, ..., 1) HG; ar) = 7 
se la llama base dual de la base (a), 


Se dice lambién que las buses ta) y (af) son duales una de otra. 


OBSERVACION 


El lector debe percatarse de la diferencia entre los dos teoremas 7 y 2. 


Por un lado f puede perfectamente ser no degenerada sobre E y degenerada sobre un 
subespacio vectorial F de É (ver ej. 7 más abajo). 


Por otra parte, si f es no degenerada sobre E, la ortogonalidad en el sentido 1 no da 
ninguna información sobre F N F- (en el sentido 2): así la condición F no isótropo es 
siempre necesaria y suficiente para que E=FOF-, f sea degenerada o no.. 


EJERCICIOS 


7. a) E=R? referida a su base canónica, fix, y) = xlyl —x2%?, estudiar la restric- 
ción de f a F= Rx xy = (1, 1). 

b) La misma pregunta con E=C? fíx, y) = xlyl + xy, F=Cxp x= (1, 0. 

8. Demostrar que en todos los casos FE (F1)1, 


9, Determinar Fi, (F+)* en los casos siguientes (las bases son siempre las bases 
canónicas). 


E=R3 f(x, y) = xlyl + ady, F = Rx¿, x= (1, 0) 
E=R2 f(x, y) =xly!, E = Rxy Xy = (1, 0) 
E=R2 fx, y) = alyl, F = Rx, x= (0, 1) 
E=(C? f(x, y) = xy! + añy?, F = Cxp X= (LD. 


Comprobar que los resultados obtenidos están conformes con los teoremas 7 y 8, 


226. Bases ortogonales y ortonormales. Formas canónicas 


Siendo E un espacio vectorial de dimensión n sobre K de característica 2, 
f es una forma bilineal simétrica sobre E, q la forma cuadrática asociada. 


a) Derimición 6.—Una base (a) (1 <t=<n) de E es ortogonal relativamente a Í 
fo a q) si 
¡2j= fla, a) =0. 


Una base (a) de E es ortonormal relativamente a f lo a q) si es ortogonal y si 
=Ll mm Ha, a) = l. Ñ 


Algunos autores dicen “ortonormada” por “ortonormal”. Una base ortonormal 
es, pues, tal que para todo par (t, 7) fa; aj) = 5; resulta de lo anterior que 
una base ortonormal es dual de ella misma (3 225, del. 5). 
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EJEMPLO 


La base canónica de K" es ortonormal relativamente a f definida por 


n 


[xy = y xiyi, 


i=1 


b) Existencia de bases ortogonales. Forma canónica de f(x, y) y q(í) 
en una base ortogonal 


Si para x, 90) =f(x, 13 =0, f =0 (V. 8 223, cor. 1 del t. 5) y todo par 
de vectores de E es un par de vectores ortogonales, luego toda base de E es 
ortogonal relativamente a f =0, 

Supongamos pues f 0. Para n= 1, el problema de la existencia de una 
base ortogonal no se plantea. Si n= 2, existe 4, tal que fía,, a) = q(a) x= 0. 
Luego F = Ka, no es isótropo (V. $ 225, ex. 4), por tanto E=EFGF! y F es 
de dimensión 1 (8 225, t. 7) todo vector a, 4 0 de F* forma con «, una base 
ortogonal de E. Si 1 > 2, supongamos (hipótesis de recurrencia) que existe una 
base ortogonal relativamente a f para todo espacio de dimensión n—1. Como 
fx 0, existe a, tal que f(a,, 41) = ala) + 0 por tanto F = Ka, no es isotropo, 
luego E=F GF! (igual que más arriba) y F* es de dimensión n—1, según 
la hipótesis de recurrencia existe una base (4), ..., 4,) de F* ortogonal. Ahora 
bien a, (Q<i<m) es ortogonal a a, luego (a) (] <i<m) es una base orto- 
góonal de E. 

Relativamente a una base tal tendremos 

r 13 
(y =D ary,  a0= Dada 
i=1 i=l 
pues ¿jj implica a = f(a;, aj) =0. 

Si todos los coeficientes e, son nulos f =0; si s (l <s <m) los coeficien- 
tes son no nulos cambiando si es necesario la numeración de los vectores de 
la base ortogonal tendremos 


Ss 


fe y= Day =L os a0) 


i=1 
El núcleo de f estará descrito por x=x14, +... + x74, tal que 
VMysE) fx, y=0 
es decir, por x tal que 
lar =...= 0 =D> (e =... =x =0) 
El núcleo de f está, pues, descrito por x verificando 
x=x"a +... +, 


donde x**l, ..., x% son n-——s escalares arbitrarios, pues dim (Ker fi=n-—s 
y, en consecuencia, si r es el rango de f, s=r"r. Podemos, pues, enunciar: 
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Teorema 9, — Para todo espacio vectorial E de dimensión finita n, existen bases orto- 
gonales relativamente a toda forma bilineal simétrica f sobre E. 


De un modo más preciso, si Í es de rango r 4 0 existen unas bases, tales que 
in] => f(a,, a;) =0 
ls=izr=>fla, a),0 
r+l<i<n>fíla, a) =0. 


Con relación a una base, se tienen las formas canónicas 


r Ñ F 


To y = > a ayi, ax) = > a La, 


í=1 ¿ml 
EJERCICIO 


Demostrar el teorema Y sin utilizar el teorema 7 ($ 225), pero utilizando el ejercicio 6 
del párrafo 225, 


OBSERVACIONES 


1. Si relativamente a una base cualquiera (a) a f está asociada una matriz cuadrada 
A, relativamente a una base ortogonal (af), la matriz A” asociada a f es diagonal. Pero no 
se trata de la diagonalización definida en el capítulo 11, en efecto, siendo P la matriz de 
paso de (a,) a (a) se tiene A' ='PAP. 

Por otra parte si se considera Á como asociada a la aplicación lineal «p, se tiene 


A= M(o, (a), (a*0), A! = Mío, la), (ao) 


luego A ha sido diagonalizada mediante un cambio de base en el espacio inicial E, de (a) 
a (af), y de un cambio de base correlativo en el espacio de llegada E*; de (a*!) a (a'*), 
2. Si en una base cualquiera (4) se tiene (ver $ 223) 


n 


gíx) => aj (ae + 2 > a1,¿xix! 


il ISicign 


en una base ortogonal se tendrá 
n n 


a) = Y 2007 = Y a, (iony 


¿al Tal 


poniendo 
A 


i=to,m  xi=HM9 Dd) pix 


f=1 


las 2 formas 1 son independientes. Se tendrá, por tanto, si f es de rango r y si se supone 
, , pun = r = 
a, A Dd, ... q, 7 0 y tr E 0 
, 


q(x) = > a (ECO 
i=1 


38, — ALGEBRA 
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se dice por abuso de lenguaje, que q está descompuesto en cuadrados de r formas lineal- 
mente independientes, El resultado del teorema 9, para que pueda ser un método de cálculo 
efectivo de la forma canónica necesita un cambio de base: daremos en el ejercicio 504 
(fin del capítulo) un método directo de descomposición de una forma cuadrática en 
cuadrados linealmente independientes dada por GAUss. 


c) Existencia de bases ortonormales cuando f es no degenerada y cuando 
K =C. Formas canónicas correspondientes 


Si existe una base ortonormal relativamente a f, se tiene para todo par (i, 7), 
fa; a) = 8, luego para todo i, q =1 y por consecuencia r=nm y f es no 
degenerada. 


_ Sea, pues, f una forma no degenerada sobre E, E'es un espacio vectorial de 
dimensión rn sobre C. Existen las bases ortogonales (b;) y se tiene 


12 j=>f(b, b)=0 
l<i<n=>f(, db) = Bu 0. 


Al ser todo elemento un cuadrado en C pongamos 


Edd Qu = Bio a, ¡= bi 
tendremos 
? >. ¡> fía, aj=0 
l<isn>fa, yA ee 


donde f;; + 0 implica A; 0, de donde: 


TeoREMA 10.— Si E es un espacio vectorial de dimensión n sobre C y | una forma 
bilíneal simétrica no degenerada sobre E, existen bases de E ortonormales relativamente a f. 


En relación a una base tal se tienen las formas canónicas 


n 


fx y= y xy, qua = > y, 
i=1 


f=1 


OBSERVACIONES 


1. Siendo f una forma bilineal simétrica no degenerada sobre E, espacio vectorial 
sobre K, existirán bases ortonormales si cn K todo elemento es un cuadrado; por ejem- 
plo, si K es algebraicamente cerrado. Existirá igualmente bases ortonormales relativamente a f, 
si existen bases ortogonales (a,), tales que para ¿= 1, ..., mn, f(a, 4) sea un cuadrado en K 
(ver $ 230). 

2. Siendo E de dimensión n sobre € hay, pues, una sola forma canónica para toda 
forma bilineal simétrica no degenerada sobre E. 
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Il. Endomorfismo adjunto. Aplicaciones 
227. Endomorfismo adjunto 


a) Introducción 


En toda esta sección, f será una forma bilineal simétrica no degenerada 
sobre E, espacio vectorial de dimensión finita sobre K, cuerpo conmutativo de 
característica 4 2; q designará la forma cuadrática asociada a f y y el isomor- 
fismo de E sobre E* asociado a f. 

Designaremos por u un endomorfismo de E, es decir, un elemento de £(E) 

por uy la transpuesta de la aplicación lineal u, es decir, el elemento único 
de £(E*) definido por (ver $ 152 tomando F = E) 


(VxeE)  (VytEE%) (uo y*)=(x, “uyt)). 
Por otra parte, si u y v son endomorfismos de E, consideraremos a menudo 
las relaciones de la forma 
(Va NE)  flulo), Y) = f(00), y) 
Por tanto, para todo y 


Luo = fun 


es decir, f.,, = f,() para todo x; ahora bien, f.) = 9[u609] y fu = plo60], 
entonces siendo y biyectiva 
ua) = v() 


y esto para todo x; en consecuencia, la relación dada implica u=v. 


b) Adjunto de un endomorfismo relativamente a f (o bien a q) 


Si q es el isomorfismo de E y E* definido por m(x)=f, tendremos 
(ver 8 224, b, fórmulas (1) y (1) 


fuGo, y) = (uo), p(1)) = (x “ulotm1) 

= (x, Cuo p (4) = ÑO, (po tuo p) (1) 
y esto cualesquiera que sean x e Y. Al endomorfismo u, f permite, por tanto, 
asociar el endomorfismo único q o'4og; el diagrama 

Q tu -1 
E>SE*>E*>sE 

demuestra que py lo'wog es un endomorfismo de E, se le llama el adjunto 
de u relativamente a f y se le designa u*, (ATENCIÓN: Á pesar de esta 
notación, es un elemento de £(E) y no de E*.) El adjunto de «+ está, por tanto, 
definido por 


0) (Vx, NEE) — fludo), y) = (0 u*(9)). 
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Si se identifica E y E* gracias al isomorfismo q poniendo p(x) = x(3 224, b) 
las propiedades de 'u se extienden inmediatamente a u*, Se tiene, pues (ver 
$8 152), cualquiera que sean u y v de £(E) y A de K 


(eu + 0" =u*+p*, Quy* = ur, (uov)* =v*ouy* 
rg (u*)= 13 (4), — (un) =u 
si, además, u es inversible, u* lo es también 
(ut)! = (u-1y* 
naturalmente 
(ida)" = idz. 
Todos estos resultados podrían, por otra parte, demostrarse directamente 
mediante la fórmula (D). 
Finalmente el diagrama utilizado anteriormente, completado por la indica- 
ción de las bases empleadas 
7] pg. 
ut: E-cor E! >El> E 
lay (a) (a) (at) 
siendo (aF) la base de E dual de (a) y (a*') la base de E* dual de la base (a,) 
de E, demuestra que (ver $ 155, b) y fórmula final del 8 225: p(at) = (a*5 


M(u*, (at) UN 1,MCu, (a), = Míu, (a) 
por tanto (ver $ 169, c) 
det (u*) = det (u). 


En particular, si existe para E una base ortonormal, relativamente a f, es 
dual de sí misma; en consecuencia, 


M(u*, (4) = "[M(u (ap)]. 
Resumamos todos estos resultados: 
TEOREMA 11. —Sen E un espacio vectorial de dimensión finita, f una forma bilineal 


simétrica no degenerada sobre E y u un endomorfismo cualquiera de E, existe un endo- 
morfismo único u* de E, Hamado adjunto de u relativamente a f, tal que 


1 (YO NeE) — Kubo, y) = (5 u*(y). 
Cualesquiera que sean u y y de SE) y A de K 
lu + 09% = u* + y*, QuUO* = Ar, (uo v) = vou? 
(ut)* = u, rg (u*) = rg (u), det (u*) = det (u). 


Si u es inversible, u* lo es también y (u*)-l = (u-1D*, Las matrices de u relativamente 
a una base de E-y de u* respecto a la base dual, relativamente a ], son trenspuestas una 
de otra; en particular las matrices de u y de u* respecto a una base ortonormal relativa- 
mente a [, si existe, son transpuestas una de otra, 











5 111] ENDOMORFISMO ADJUNTO, APLICACIONES 597 


EJERCICIO 


Si existe una base ortonormal (a), demostrar que en esta base M(u*) = (Mu)) utili- 
zando la relación (1). 


228. Grupo ortogonal GL(f) o GL(q) 


a) Operadores ortogonales. Matrices ortogonales 


Supongamos que u conserve f (o q lo que es equivalente, $ 223, cor. 2 del 
t. 3), es decir, 


(2) (Vx, y eE) flux), ul) =f(x, y) 


vamos a ver gue yu es un automorfismo de E y que 4! =u*, Tenemos, en 
efecto, utilizando (1) 
Fx, y) = flux), ul) = [0 lu T) 


es decir, 
(3) Vi NpeE) flo y = f(x, (u* ou) (y)). 


Utilizando la equivalencia demostrada al principio del $ 227 vemos que 
(3) implica 


(4) u* ou = id. 


Recíprocamente (4) implica (3); por tanto, (2). La relación (4) implica que 
u es inyectiva (ver nota 38, pie de página) y, en consecuencia, biyectiva, puesto 
que E es de dimensión finita (8 143, cor. 2 del t. 7), luego u* =u! y se 
tiene también 

(45 uou* = id. 


Supongamos que se verifica la relación (4), u es entonces suprayectivaCo, 
por tanto, biyectiva (8 143, cor. 2 del t. 7), siendo E de dimensión finita. 
Resumamos los resultados - obtenidos : 


TEOREMA 12,—Sea E un espacio vectorial de dimensión finita, y f una forma bilineal 
simétrica no degenerada sobre E, para todo endomorfismo u de E, las cinco propiedades 
siguientes son equivalentes: 

12 (10 yeE) — f[uto, 40] = 10 y). 

22 (VxeE)  qluíxo)]= ql). 

34 u*tou =idp, 

42 uou* =idp. 

5% u €s inversible y url = ur, 


Un endomorfismo verificando una de estas cinco propiedades recibe el 
nombre de dutomorfismo ortogonal de E, relativamente a f lo a q). Se le dice 


(8) Sif y g son dos aplicaciones de un conjunto A en sí mismo, verificando gof = ida, f es inyec- 
tiva, pues Í(0) = (x) implica x= g[f60] = g[H(x)] =x' g es suprayectiva, pues si no fuera supra- 
yectiva la relación g[Kfx)] =x no se verificaría para x perteneciendo a A-—-g(A) + (, Estas propiedades 
son casos particulares de las propicdades enunciadas en el ejercicio 1 del $ 15. 
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también endomorfismo u operador ortogonal (pues el hecho de ser ortogonal 
implica el que sea un automorfismo). 

Se dice también que u es un qutomorfismo de f lo de q). 

La propiedad (1) implica que sí la base (a) es ortonormal, y si u es orto- 
gonal, la familia (u(a;)) es una base ortonormal; 'en efecto, para todo par Ji, j) 


f[u(a), u(a)y] == f(a,, a) = 5, 


recíprocamente si esta relación es satisfecha u es ortogonal, ya que, en efecto, 


poniendo 
n 
x= > xa, 
i=1 


”n 11 


f[u0o, u00] =f Ss xuda), > xfa; [55 xffuta), ua)] 


 i=1 j=1 bs] j=] 


= Y Y vea, a) = > (+? = q(s) 


“f=] jul ES 


y según la propiedad (2) u es ortogonal, de donde: (a) es una base ortonormal 
de E, relativamente a [, el operador u es ortogonal si y sólo si la familia (uta) 
es una base ortonormal de E relativamente a f. 

Sea A la matriz asociada a un operador ortogonal respecto a una base 
ortonormal relativamente a -f, si las hay se tendrá 


¡AA AA=1L, SA =/A. 


De una manera general una matriz de M,(K) verificando una de estas con- 
diciones se la llama matriz ortogonal. Si se pone Á = (a/) se tendrá 


n 
¡A j> S aos = 
k=l 
nm 
a CO N (ay =1 
k=1 


escribiendo 'AA=1,; se obtendría un sistema equivalente escribiendo A'A = 1... 
En particular si existe en E bases ortonormales, relativamente a f, toda ma- 
triz de paso de una base ortonormal a una base ortonormal es ortogonal, 
En efecto, pongamos (ver s 160). 
X = M(x, (a), X' = M(, (a), X =PX 


tenemos con (a) y (a) ortonormales 


f6, 1) =a(0) = > (4) ='XX = > (17 = XX 
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de donde 
ql) = (PX (PX = "X(PP)X" = 'X'X" 


de donde (ver 8 221, t. 2) 
¿PP = L.,,. 


b) Grupo ortogonal (relativamente a f) 


Es fácil ver que los automorfismos ortogonales de E relativamente a f 
(o a q) describen un subgrupo de GL,(K); en efecto, (ver $ 72, 0), 


uUli=ut y v0!=vy*e(uov")!= (uo vr!y* 
pues 
(uovbl=yo0u!= (0) ou? =(uovD* 
de donde: 


COROLARIO. — El conjunto de los automorfismos ortogonales relativamente a flo a q) 
es un subgrupo de GL,(K), llamado grupo ortogonal relativamente a f lo a q) y represen- 
tado GL(f) o GL(g). 


Si existen bases ortonormales en E (relativamente a f) hemos visto que 
sólo existe una única forma canónica para f(x, y) (o q()) 


n 


o y= Y q0= Yer 
i=l 


i=1 


el grupo ortogonal relativo a esta forma se designa O(m, K), 

Naturalmente las matrices de orden » ortogonales, con elementos en K, 
describen un subgrupo del grupo de las matrices inversibles de M,(K) que es 
isomorío a O(m, K). 

Por otra parte, para todo operador ortogonal se tiene 


det (u* o u) = (det uy = det (ids) = 1 


1 designando el elemento unidad de K. 

Siul=u* y det (10) = + 1 se dice que u es una rotación de E (relativa- 
mente a f o q); está claro que las rotaciones de E describen un subgrupo de 
GL(A llamado grupo de rotaciones de E (relativamente a f o a q) o bien tam- 
bién grupo ortogonal especial, 

El conjunto de las matrices ortogonales A tales que det A = + 1 describen 
un grupo designado Ot(, K) o SO(nm, K) naturalmente isomorfo al grupo de 
las rotaciones. de E. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que el grupo de las rotaciones de E, relativamente a f, es un subgrupo 
distinto de GL(f/). (Considerar el homomorfismo u => det (u)). 

2. Poner de manifiesto las relaciones verificadas por los elementos de las matrices 
O(a, K) y de Otín, K) para n=20 3. 

3. Sid de K, es un valor propio de un operador ortogonal, demostrar que Ma= lÍ. 
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229. Operadores simétricos relativamente a f (o a q) 


a) Operadores simétricos 


Busquemos los operadores duto-adjuntos relativamente a f, es decir, tales 
que u = u*. Se tendrá 


(5) (VW NeE) flux), y] =f[x, u(4)] 
recíprocamente (5) implica para todo par de E? 
fx, 4001 =f[uto, y] =f[x, u*(9)] 


por tanto, utilizando la equivalencia demostrada al principio del $ 227, u=u". 
Respecto a una base ortonormal (a) relativamente a f, si las hay, se tendrá 
(ver $ 227, t. 11) 
u =u* < M(u, (a) = '[M(u, (a,))] 
de donde: 


TEOREMA 13.— Sea E un espacio vectorial de dimensión finita, y f una forma bilineal 
simétrica no degenerada sobre E, para todo endomorfismo u de E las propiedades siguientes 
son equivalentes (u* es el adjunto de u relativamente a f): 

12 u=u*, j 

22 (v(x NeE) Hueco, x] = lx, ut]. 

32 Si existen bases ortonormales, relativamente a f, la matriz asociada a u en una tal 
base es simétrica. 


Un endomorfismo de E verificando una de estas propiedades se llama ope- 
rador simétrico relativamente a f. 


by Estudio de un isomorfismo de espacios vectoriales 


Por otro lado, algunos de los resultados enunciados en el teorema 11 
(8 227) demuestran que el conjunto de los operadores simétricos relativamente 
a f es un subespacio vectorial de £(E); lo designaremos SE). 

A todo elemento u de S(E) la fórmula 


[V (í 9 E] fa, y = fi, Y) 


permite asociar una aplicación de E? en K, se ve inmediatamente que es bilineal 
y simétrica; en consecuencia, f, es un elemento del espacio vectorial SAE, K) 
de las formas bilineales simétricas sobre E. Mediante procedimientos análogos 
a los utilizados en el $ 222, b) se demuestra que S(E) y SE, K) son isomortos 
(ver ej. 520 final del capítulo). 

Si existen bases ortonormales respecto a f este isomorfismo es evidente: 
sea (a) una base ortonormal, poniendo X = Míx, (aj) Y = Míy, (a) 
A = MIu, (a)y], (A = A) tendremos 


a, y = YX, luto, y] = 'Y(AX) ='YAX 


Por otra parte, sea g un elemento de SXE, K) al que está asociada res- 
pecto a (a) la matriz B('B = B), tendremos 


gx, Y ='"YBX, 
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En consecuencia, en la base (a;) 
g=f.¿=>A=B 
la aplicación u—> f,, así definida, gracias a una base ortonormal (a;) es inde- 
pendiente de esta base; en efecto, sea P la matriz de paso de (a) a otra base 


ortonormal (a), P es una matriz ortogonal (ver 8 228, a), por tanto P-1:=*P, 
en la nueva base Á”, que es asociada a u, y Ba g 


A' = P-LAP, B' ='PBP = A' 
Designado por Sín, K) el espacio vectorial de las matrices cuadradas simé- 


tricas de orden n con elementos en K el isomorfismo de $S/(E) sobre SE; K) 
es el compuesto de los isomorfismos 


S/((E) > Sí, K) > S£E; K). 


IV. Formas bilineales simétricas reales. 
Espacio euclídeo de dimensión n 


Supondremos en toda esta sección que E es un espacio vectorial sobte KR; diremos 
que f, forma bilineal simétrica sobre E, y q, forma cuadrática asociada, son reales. 


230, Primeras propiedades 


a) Formas bilineales simétricas positivas. Desigualdad de Schwarz 


DEFINICIÓN 7.-—Diremos que una forma [, bilineal simétrica real sobre E, y que la 
forma cuadrática asociada q son positivas sí 


(vxeE) Ha x=) >0. 


Se definiría igualmente las formas negativas (q(x) < 0), donde f (o q) es 
negativa si y sólo si —f (o -——q) es positiva: estudiaremos sólo formas po- 
sitivas. 

Siendo f positiva, para todo par (x, y) de E? y todo número real 1 tendremos 


qe +) =f + Ay, + a) = f(x, x) + 2f(e, y) + Mily, y) > 0 


en el caso en que f(y, y) 4 0, alx + A) es un polinomio de segundo grado en A 
con coeficientes reales; es siempre => 0 y es, por tanto, imposible que tenga 
dos raíces reales distintas, de donde 


0) [Ae Y — a, x) fu, y) <0, 


Si y es tal que (y, y) == 0, la desigualdad gíx + Ay) > 0 no se puede veri- 
ficar para todo real A más que si f(x, 4) =0, luego (1) se verifica también, 
de donde; 
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TEOREMA 14 (desigualdad de Schwarz).-—Si f es una forma bilineal simétrica positiva 
sobre É, se fiene 


(1 (Mix NE) [fx NP, Df, y) =0. 
Se deduce de este teorema, para todo par (x, y) de E? 
AHH Ys 0) = Ho 1) + 20, Y + fl, y) 
< ao) + Vaday + al) = [Vga + Va Y 
pues (1) implica: f(x, y) < Vaboalu), de donde: 
CoroLaÁRIO 1.—Si q es una forma cuadrática positiva sobre E, se tiene 
(2) (Víx, NeE) yan = yg + vab). 


Se sabe, por otra parte, que el núcleo de f (8 224, a) está descrito por x 


tal que 
(WyeE) fr, y=0 


por tanto (ver 8 225, b), todo elemento del núcleo es isótropo. Vamos a demos- 
trar recíprocamente que, cuando f es positiva, todo elemento isótropo, res- 
pecto a f, pertenece al núcleo; en efecto, f(x, x= 0 implica, gracias a la 
desigualdad de Schwarz, [f(x, 19] < 0 y, en consecuencia, f(x, y) =0 para 
todo y, de donde: 





CoroLario 2.— El núcleo de una forma $ bilineal simétrica positiva sobre E es el con- 
jurito de los vectores isótropos de E, relativamente a ]. 


De lo anterior resulta que f, positiva, es no degenerada el núcleo se re- 
duce a (0); por tanto, x=0 es el único vector isótropo relativamente a f, 
forma bilineal simétrica positiva no degenerada sobre E. 


OBSERVACION 


Algurios autores llaman formas cuadráticas «definidas positivas» (resp. negativas), las 
formas cuadráticas no degeneradas positivas (resp. negativas), aquí no lo haremos, los 
términos no degenerados positivos (resp. negativas) son suficientes. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Sea E =R* la forma definida (respecto a la base canónica de R") por la fórmula 
: n 


n= y xiy! 


¿ml 
es no degenerada positiva. 
La forma definida en las mismas condiciones por 
mm 


8(x, Y = 5 xy (m<n) 
t=1 


es positiva, pero es degenerada, 
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2. La forma bilineal simétrica f, definida en el ejercicio 2 del $ 222 es positiva, se 


tiene, pues, (a < f) 
B 2 
f sono | ES IN [xtt)J?de il Dio Pa: 


B y 1/2 
[/ co opa] s|f" cx | + IM poor | 


Demostrar que f es no degenerada. 


b) Caso en que E es de dimensión finita. Ley de inercia 


Sea f una forma bilineal simétrica real sobre E, existen en E bases 
(b)( <i< mn) ortogonales relativamente a f ($ 226, t. 9. ¿xj implica 
f(b, bj) =0; f(b; b) real, no nulo. Si f es no nulo, cambiando si fuera nece- 
sario la numeración de la base (b;), existe, por tanto, enteros s y £ no nulos 


los dos tales que 
LES [Di by) = Bu >0 


l < 
+isjzs+t fly by) =Bjy <0 
o Bi b) = Pi = 0 


naturalmente s +t=+*=rg (f); sit=0 (resp. s= 0) la forma f es positiva 
(resp. negativa). Volvamos al caso general, pongamos con las notaciones an- 


teriores 
b; b; 
j 
1 — — Ta A dy = by 
V Bi A Bi; 
la base (a, ..., ,) es aún ortogonal, además 





fa, a;) => 1, fa, a) HP 1, Oz a) == 0. 


Tenemos, por tanto, en la base (a) (1 <i<m) 


5 sl 


fx, yy = 2 xy — > xy! 
qu) = Jr ya (oy. 


Se dice algunas veces que Bi(xiP (B,>0) y (xi)? son «cuadrados pS reos y que 
BP (Bj <0) y — (xd son «cuadrados negativos»: en el primer caso esta denominación 


es una trivialidad, en el segundo caso es un abuso de lenguaje. 


Supongamos que existe una segunda base (a/) ortogonal relativamente a f, 


y tal que respecto a ella se tenga 
paso p” 


qe) = 5 (1 — y (a, 
i=1 


i=s+1 
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Vamos a demostrar que s =s5 y t=f". Consideremos los dos subespacios 
de E siguientes; 


F- engendrado por 4; ..., 4, (dim F =5) 
G” engendrado por A. ..-, A; (dim G' =n— $), 


* 


Si xeF sé tiene g(x) > 0; si, además, x 0 existe al menos un xi 0 
(1 <1< 8), luego q(x) >0 para todo x 0 de F. 


Si xe €, q(x) < 0, resulta que 
FENG'=(0) 
la fórmula demostrada en el ejercicio 2 del $ 137 da 


dim F + dim G'= dim (EF + 6G” < dim E 
de donde 


S+n—sS<nes<S 


permutando él papel de las bases (a,)) y (a) se demostraría s' < s, de donde 
s=s'%5' como, por otro lado, s+t=s' +1 =r=rg (f), se tiene también 
=f, de donde: 


TEOREMA 15.—$i q es la forma cuadrática asociada a una forma f bilineal simétrica 
real sobre E espacio vectorial de dimensión n sobre R. 
1. Existe una base (a) ortogonal relativamente a f y dos enteros naturales s y t, tales 
. que respecto a esta base (a), se tiene 


Post 


1=5 

good = > (xy? — > (xy? (s+t=r= glp, 
i=j i=s+l 

2. St existe una segunda base (a) y dos enteros naturales s” y f tales que respecto a 


(a), se tiene 
s+t 


ql) = > any? — y A (Ss 41 =r=rg(f)) 
E i=1 ias t+1 


entonces s= $”, 1=1 (ley de inercia). 


Al par de enteros naturales (s, t) se le llama la signatura de f lo de q). Por 
ejemplo, la forma cuadrática sobre R* definida por 


q) = (Y + (7 + (oy — (éY 
tiene por signatura (3, 1). l 
Está claro que f forma bilineal simétrica real es positiva si y sólo si t = 0; 
por tanto, s =7= tg (f), y que f es no degenerada positiva si y solamente sl 


s=nm, se tiene entonces respecto a la base (a) 
n 


a, y = > xy,  qua)= Ss Ed 
E i=1 


i=1 
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COROLARIO 1. Si E es un espacio vectorial de dimensión finita sobre R, existen bases 
de E ortonormales relativas a toda forma bilineal simétrica no degenerada Positiva sobre E, 


231. Espacio euclídeo de dimensión n 


a) Noción de espacio vectorial normado 


DEFINICIÓN 8. —Sea E un espacio vectorial sobre K =R o C, toda aplicación p de E 
en R, poseyendo las propiedades siguientes 


N.. px) =0>x=0 
N>- (V(r, y eE?) p(x4 y) = p() + p(y) - 
N>. (WxeE)l(vheK)  pQx)=|A|pGo 


se llama norma sobre E. El espacio vectorial E provisto de una norma se le lama espacio 
vectorial normado. 


Se puede reemplazar R o C en esta definición por todo cuerpo valorado K 
(ver 8 110, def. 2), A=>|A | es entonces el valor absoluto definido sobre K. 

En lugar de p(x) se escribe [| x [|, o bien, [| x ll: [| x [l2, ... si están definidas 
varias normas sobre E. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Q,R,C o todo cuerpo valorado, considerado como espacio vectorial sobre sí mis- 
mo es un espacio vectorial normado (demostrar que x—>[x| es una norma). 


2. Demostrar que en E = R* descrito por x= (x?, ..., x) las aplicaciones siguientes 
de E-en R, son normas 
n 
1 Y le x> sup |xil. 
lxicn 
¡==1 


3. Siendo E un espacio vectorial normado, demostrar que la aplicación de E xE en 
R, definida por (x, y) >]]x—yl| es una distancia sobre E (ver $ 10, def, 3). 

4, Siendo E el espacio vectorial de las funciones reales continuas sobre [a, 8] de R, 
demostrar que las aplicaciones siguientes de E en R, son normas 


B 
./ |x(t) | de, x> sup |x(t)l. 
a£r=bB 


b) Norma asociada a una forma cuadrática no degenerada positiva 


Sea f una forma bilineal simétrica positiva sobre E y q la forma cuadrá- 
tica asociada, para todo x* de E y todo A de R se tiene 


q(x) = Malx) > Y90.x) = A] Y q(x) 
por otra parte, para todo par (x, y) se tiene (ver $ 230, cor. 1 del t. 14) 


Val + y < vato) + va. 
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Supongamos, además, f no degenerada, como f es positiva el único vector 
isótropo es O (ver $ 230, cor. 2, del t. 14), luego 


de donde: de) =0ex=0 


TEOREMA 16.— Si q es la forma cuadrática asociada a una forma bilineal simétrica no 
degenerada positiva sobre E, espacio vectorial sobre R, la aplicación de E en R,, definida 
por 


es una norma sobre E. x-> y q() 


DEFINICIÓN 9.-— E espacio vectorial sobre R, provisto de una norma x—Y gun, siendo 
q una forma cuadrática no degenerada positiva sobre E, se llama espacio prehilbertiano 
real en el caso general y espacio euclídeo si es de dimensión finita, 


OBSERVACION 


Algunos autores reservan el término «espacio euclídeo» al espacio afín (ver Geometría) 
asociado a un espacio vectorial de dimensión finita provisto de la notma anterior; así en 
esta terminología «el espacio ordinario» es el espacio euclídeo de dimensión 3. 

Para evitar confusiones se puede emplear los dos términos «espacio vectorial euclídeo» 
y «espacio afín euclídeo». De acuerdo con la definición que hemos adoptado anteriormente, 
en lo sucesivo «espacio euclided» será sinónimo de «espacio vectorial euclideo», 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


5. Demostrar que en E =R* descrito por x= (xl, ..., x%, la aplicación de E en R, 


definida por 
x>yaD+.. + (1 


es una norma sobre E. (El caso de n = 2 ha sido estudiado en el $ 118, 


6, Demostrar que 
3 1/2 
«>| [xc9p a] 
a 


es una norma sobre E, espacio vectorial de las funciones reales continuas, sobre [a, Bl 
(ver $ 230, ej. 2). 


c) Espacio euclídeo de dimensión » 


Sea E un “espacio euclideo de dimensión” n, es decir, un espacio vectorial 
de dimensión n sobre R, provisto de una forma bilineal simétrica no degene- 
rada positiva, 

Cualquiera que sea esta forma f, respecto a una base ortonormal relativa- 
mente a f, se tendrá 


“ 


(0 9= Di == 
ñ t=1 


il 
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Esto nos permite decir: Existe una sola estructura de espacio euclídeo de 
dimensión n. Para estudiarlo escogeremos una forma bilineal simétrica no de- 
generada positiva fy que se llamara forma fundamental del espacio euclídeo E. 
Las bases ortonormales:de E serán las bases ortonormales relativamente a fa 
(o bien a q, forma cuadrática asociada a fp). 

fo se Mama entonces, generalmente, producto escalar sobre E. Según los 
autores las anotaciones siguientes se utilizan para fx, y) 


xo (ld (xx Y)  (xly) 


utilizaremos la notación x . y, que generaliza la notación del producto escalar 
utilizado en el espacio ordinario, que es como hemos visto (observación an- 
terior) el espacio afin asociado al espacio vectorial euclídeo de tres dimensio- 
nes. Guardaremos la notación (x!y) para el producto hermitiano (ver 8 237) 
y la notación (x, 4) para el caso en que queramos distinguir xeE e ye E*, 

fdx, )=x- x se llama cuadro escalar de x: es el cuadrado de la norma 
Ilx ¡| (asociada a fo), llamada norma euclídea de x, se dice también que || x|| 
es la longitud de x, y se le designa igualmente |. | 

Un vector de longitud 1 se llama vector unitario. En una base ortonormal 
cualquiera relativamente a fp se tiene 


yaa do a, aii = VGA 
[WyeE)  x.y=x «yl>x=x. 
Al ser la forma f, no degenerada positiva, el único vector isótropo de un 
espacio euclídeo es 0, y tenemos 


El adjunto u* de un endomorfismo u de E estará entonces definido con 
ayuda del producto escalar por 


[Y (e, y) € E?] u(x) - y =x.u y) 
un operador ortogonal por 

[Vo yeE]  u0)-un=x.y 
y un operador simétrico por 

[V(x, eE] uu) -y=x.u(y 


todos estos calificativos —adjunto, ortogonal, simétrico— son relativos a la 
forma fundamental escogida. 

El grupo ortogonal O(f») es isomorío al grupo O(nz, R) de las matrices reales 
ortogonales de orden n, lo designaremos por esta notación O(n, R). Designare- 
mos O+(2, R), SO(n, R) y el grupo de las rotaciones y el grupo de las matrices 
ortogonales de orden n de determinante + 1 (ver $ 228, b). El espacio euclídeo 
de n dimensiones cuando es real podemos orientarlo (yer 8 172). Lo que hemos 
dicho de este $ 172 y del resultado del $ 228 nos permiten enunciar: 


En un espacio euclídeo de dimensión n toda matriz de paso de una base 
ortonormal de igual orientación es una matriz ortogonal de determinante + 1. 
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Sea, en. fín, una forma bilineal simétrica f sobre E, degenerada o no, posi- 
tiva o no, en una base ortonormal; tendremos con las notaciones acostum- 
bradas 


f(x, y) ="YAX CA = A). 


Las consideraciones del final del $ 229 permiten asociarle de manera bi- 
yectiva un endomorfismo simétrico u, aquel cuya matriz respecto a una base 
considerada es A, y tenemos 


[Vx ysE] flo y) =ux) yo x.uly). 


Por lo tanto, estudiar u o f to bien q forma cuadrática asociada a f) o tam- 
bién A matriz cuadrada real simétrica de orden n, es lo mismo: y es lo que 
vamos hacer en el párrafo siguiente. 


EJERCICIOS 


7. Demostrar que toda familia (x,) de vectores no nulos, ortogonales dos a dos, de un 
espacio euclídeo, es libre. 

8. Si (ap(l<1<n) es una base cualquiera del espacio euclídeo E, demostrar que 
hay una sola base ortogonal (b,), cuyos vectores son de la forma 


b, = 4 
b, = 4, + Mb, 


b ¿=0,+ Mb +... +A6'b, 


o, 8 + A, tos+ mM e 1 
(se escribirá b;.by=...=b¡-b¡=0 para i=2,..., 1, y se utilizará el ejercicio pre- 
cedente). 

9. Deducir del ejercicio anterior que dada una base cualquiera (a) del espacio euclí- 
deo E, de dimensión n, existe una base ortonorimal única (c;) de E, tal que para todo entero 
de de [1, n]: 

a) El subespacio engendrado por a,, .... a, sea idéntico al subespacio engendrado 
POr Cp .., Eg 

Dj) 4, . c4>0. 

Este procedimiento se le conoce con el nombre de ortonormalización de Schmitt, 

10. Si E es un espacio euclídeo orientado, de dimensión n, F es un hiperplano de E, 
Y [Q, dy <<, 8, _) una base ortonormal de F. Demostrar que existe una única base orto- 
normal directa de E de la forma (4,, %,, ..., 4, _¡, 4,). (Observar que dim F! = 1,) 

11. Si (x(1<i<m), m<n es una . familia de vectores ortogonales, dos a dos, de 
un espacio vectorial de dimensión 1. Demostrar que (teorema de PITÁGORAS) 


[xy ho. + Xp [PA 11% [4 + [1% (12. 
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232. Complexificación de un espacio vectorial sobre R. Aplicaciones 


«) Complexificado de un espacio vectorial sobre R 
Si E es un espacio vectorial de dimensión n sobre R y (aj) una base de E, 
se tiene 
E=Ra O... O Ra, 


consideremos el espacio vectorial E” sobre C, que tiene igualmente por base 
(a) (l <i<m), se tendrá 


E' = Ca, Dd nía O) CA, 


Si se toma otra base (bj) en E, está claro que E” =Cb, 6)... O Cb, es 
idéntico a E” cuando las b, son combinaciones lineales con coeficientes reales 
“de” las a, y recíprocamente. El espacio E”, espacio vectorial de dimensión n 
sobre C, asociado así a E, espacio vectorial de dimensión n sobre R, se llama 
“complexificado” de E, y se tiene 


EcE, E” x E. 


EJERCICIO 


1. Demostrar que E” se puede considerar como un espacio vectorial sobre R, y que 
es entonces de dimensión 2n. (Se demostrará que (4,, ..., 6, 18), ..., la, ) es una base de E, 
espacio vectorial sobre R.) Deducir de lo anterior que E es un subespacio de E”, espacio 
vectorial sobre R. 


Si se supone E euclideo, es decir, provisto de una forma bilineal simétrica 
no degenerada positiva fo 


fo: EXE>R 


se tendrá, cuando (a) es una base ortonormal relativamente a f 


1 [W6 YEE] fa =D 
i=1 
Se puede entonces dar a E” la forma bilineal f; 
fi: EXE ->C 


definida en la base (a) (base ortonormal de E respecto a fp) por 
(1 [Va YEE] fa 9 =D) Y 
i=l Z 


A n 
con x= Y a, y= S ya, pero en este último caso xl, ..., x Y, ..., Y” 
i-1 i=1 


39, -—— ALGEBRA 
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son complejos. La fórmula (1%) demuestra que f; es una forma bilineal simé- 
trica no degenerada sobre E” y que (a;) considerada como base de E” es orto- 
normal respecto a fí. Pero en este caso 


a 


fo 3) =D (Y 
i=1 
es un número complejo que puede ser nulo x 4 0 (ver 225, ej. 3), hay en E' 


vectores isótropos no nulos. No se puede asociar norma a fí, y fí no es un 
producto escalar. 


b) Endomorfismos asociados en E y en el complexificado E” de E 


Cuando u es un endomorfismo de E se le puede asociar un endomorfismo u' 
de E”, definido por 


M[u”, (a)] = M[u, (2) = A 


las fórmulas de cambio de bases en E demuestran que la definición de u' es 
independiente de la base (aj) común a E y E! escogida. Diremos que u' endo- 
morfismo de E/ está asociado al endomorfismo u de E. Los valores propios 
de u (en C) son los mismos que los de 2, que son los de la matriz real A. 
En particular si se supone u ortogonal (resp. simétrico) respecto a fo, u' será 
ortogonal (resp. simétrico) relativamente a fi, puesto que las matrices de u y 
u', en una base (4,) ortonormal relativamente a f, y fí, al ser las mismas, son 
al mismo tiempo ortogonales o simétricas. 
Estudiemos los endomorfismos ortogonales de E” se tendrá 


(2) [Vd MeE?] fi Í60, wan] = filo 10 


sea A un valor propio de u* (por tanto de A y de 4 en €) y aun vector pro: 
pio asociado no nulo, se tendrá 


Ox A) = filo 1) == filo, 1) 


si ) es real, x pertenece a E y al ser no nulo file, x) == f(x, x) va 0, luego 
Ma=l: los únicos valores propios reales de un operador ortogonal de ut us 
pacio euclideo. son, por tanto, +1 (ver $ 228, ej. 3). 

Si A no es real, se tendrá A? 1 los vectores propios asociados no nulos 
no pertenecen a E, la relación anterior demuestra que fix, x) = 0, en conse- 
cuencia: 

Si u es un operador ortogonal del espacio eiclaio E, los vectores propios 
de u', asociado a u, relativos a los valores propios no reales de u' (es decir, no 
reales de u) son vectores isótropos del complexificado E de E. 


EJERCICIOS 


2. Demostrar que todo valor propio de 4”, operador de E”, asociado a u, operador 
ortogonal del espacio euclídeo E, no real, es de módulo 1 (aplicar la fórmula (2) 
A Ñ n : 
aX = Y ru, 0 asociado a Aya y=%i= y xa, asociado a A), 
i=l i=] 


(En el ejercicio 2 del $ 239 hay otra demostración más elegante.) 
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3. Demostrar que si E es un espacio euclídeo de dimensión impar, toda rotación de E 
tiene un número impar de valores propios iguales a + 1, por lo tanto, al menos una. 
(Observar que el producto de los valores propios de w en C es det u = 1, ver $ 218, b) 
y $ 209.) 

4. Demostrar que toda matriz de permutación (ver capítulo 3, ej. 204) es ortogonal. 
¿Qué ocurre con las matrices correspondientes a una permulación par? 

Vamos ahora en parte gracias al complexificado del espacio euclídeo E, a estudiar 
los endomorfismos simétricos E, 


233. Diagonalización de un operador simétrico real 


Sea u un operador simétrico del espacio euclídeo E de dimensión n sobre 
R, A su matriz respecto a una base ortonormal de E, nos proponemos demos- 
trar que A, por tanto +, tienen todos sus valores propios reales y que son 
siempre diagonalizables. 


a) Propiedades de los valores y de los vectores propios de un operador 
simétrico real 


_ Sea E" el complexificado de E y w" el operador de E” asociado al operador 
simétrico 4 de E con las notaciones del párralo precedente, tendremos 


[VW Go NeE?] — fbxGO, yl = fx «()]. 


Sea 1 un valor propio de zu” (por tanto de u y de A) en C. Si A es com- 
plejo, 4” admite el valor propio 2, sea x y y dos vectores propios, no nulos, 
asociados, respectivamente, a A y A y teniendo sus coordenadas dos a dos, con- 
jugadas en, una base (a?) ortonormal relativamente a f, y f,. La relación an- 
terior nos da 

LKQAx 0 = fi0o 1x) 
de donde 


QA — Dido 1) = a—n y ip =0 
i=1 


n 
x »* 0 implicando > lx 0, A=%1 por tanto es real. 
i=1 l 
La demostración anterior es pesada (recurre al complexificado de E); daremos en el 
$ 240, e una demostración idéntica a esta, pero más elegante, utilizando cl producto her- 
mitiano 


Los 1 valores propios de un operador simétrico de E espacio vectorial de 
dimensión n al ser reales, a partir de ahora no tendremos más necesidad del 


complexificado E” de E. 
Sea x un vector propio no nulo de 2, asociado a A, tenemos 


x.y=0>3x- uy = uo) -y=1AR-y9y=0 
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por tanto si y es ortogonal a x vector propio no nulo de u, también lo es de 
u(y), dicho de otra manera el subespacio ortogonal a un vector propio no nulo 
de u es estable por u. 

Sea finalmente dos vectores propios de u, x; y xz asociados, respectivamente, 
a du y A supuestos distintos, tendremos 


xa) + x= x1 + U(x2) 
es decir, 
lr + 2) = Ax > 12) => Qu — Ay (x -x9=0 


por tanto x, y x2 son ortogonales, de lo anterior resulta” que los subespacios 
propios Vu) y VGi) (ver 8 217) son ortogonales, Resumamos estas propie- 
dades: 


) TroreMA 17.—Si u es un endomorjismo simétrico del espacio euclídeo E de dimen- 
sión h: 
1. Los n valores propios de u, son reales. 
2. El subespacio ortogonal a todo vector propio no nulo de u, es estable por u. 
3. Los subespacios propios asociados a dos valores propios distintos, son ortogonales, 


b) Diagonalización de un endomorfismo simétrico real 


Nos proponemos demostrar que todo endomorfismo simétrico u de un es- 
pacio euclídeo de dimensión n es diagonalizable; de un modo más preciso 
vamos a demostrar que existen bases ortonormales de E, formadas de vec- 
tores propios de u. Vamos a utilizar el mismo método que en el 8 220 (reduc- 
ción a la forma triangular de una matriz cuadrada compleja). Pero aquí la 
estabilidad por u del subespacio ortogonal a un vector propio de u simplifi- 
cará el resultado, 

Sea u un endomorfismo simétrico de E, y A su matriz respecto a una base 
ortonormal (aj) de E. 

Si n= l, u tiene un solo valor propio A, le corresponde x + 0, vector pro- 


. Xx ; a 4 
pio, b=-—— constituye una base de E, b es un vector propio, y, además, 


E] 
[6 [| == 1. 

Sea rn > 1, supongamos que para todo endomorfismo simétrico de un espa- 
pacio vectorial euclídeo de dimensión n—]l existe una base ortonormal de 
vectores propios (hipótesis de recurrencia), u endomorfismo simétrico de E 
de dimensión n tiene n valores propios reales, A una de ellas A, se puede aso- 
ciar un vector propio b,, tal que ¡|b, |! = 1. Consideremos el ortogonal F* de 
F=Rb, F no es isótropo puesto que en E euclídeo el único vector isótropo 


es 0, por tanto 
E=FOEF!. 


La restricción de la forma fundamental fo de E a F* es siempre no dege- 
nerada positiva, existen por tanto bases de F* ortonormales; para cada una 
de ellas (63, ..., bi) es claro que (b,, B%, ..., Dí) es una base ortonormal de E, 











ad 
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0 
pues F* es estable por u. El bloque C* (matriz cuadrada de orden n— 1) es 


M[“, (6) (Q =<ic<m), al ser u* el endomorfismo inducido por u en F!. y 
es simétrico, en efecto 


[Vx yYeFI] uo) -Yy=u)-Y=x- uy) =x - (y). 
Por otra parte si x es un vector propio de u' existe 2” real, tal que 
U'(x) = Vx > lx) = (e) = Vx 


por tanto los vectores propios de u' son los vectores propios de u. Aplicando 
la hipótesis de recurrencia a u” vemos que existe para F!* una base ortonot- 
mal (b,, ..., b,) de vectores propios de 4” por tanto de u y en consecuencia 
(b,, ba, ..., b,) es una base ortonormal de E formada de vectores propios de «. 
La propiedad al ser cierta para n= 1, también es cierta para todo »: 


- TEOREMA 18.—Si u es un endomorfísmo simétrico de E, espacio euclideo de dimen- 
sión n, existen bases ortonormales de E formadas por vectores propios de u, 


Sea B la matriz de u en la base (b)(l < 1 <m), es diagonal y los elemen- 
tos diagonales son los valores propios Ay, ..., An de u, asosiados, respectiva- 
mente, a los elementos de la base (b,, ..., b,). Las dos bases (a) y (b;) al ser 
ortonormales, la matriz de paso P es ortogonal (ver $ 228, a), por tanto: 


CoroLario 1.—Para toda matriz simétrica real A, de orden n, existe una matriz P 
ortogonal real, de orden n, tal que la matriz B = P-1AP sea diagonal. - 
c) Reducción de las fotmas cuadráticas reales 


Sea finalmente una forma bilineal simétrica cualquiera f sobre E, espacio 
euclídeo de dimensión n; hemos visto al final del $ 231 que se le puede aso- 
ciar de manera biyectiva un endomorfismo simétrico u de E, tal que 


[v kx, 7) E E?] Ax, y) = u(x) .y= (AX)Y = ¡XAY 


Si A es la matriz asociada a f, o a u, en una base ortonormal cualquiera. 
En una base ortonormal formada de vectores propios asociados, respectiva- 
mente, a los valores propios la, .-.» An de A, se tendrá: 


fo y =D ha == Mr, 
i=1 falo, 
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Naturalmente si rg (f) =r, cambiando si fuera preciso la numeración de 
la base, se tendrá 


[6 y =D q) =10, =D er 
i=1 ¿=1 


donde los A(1 < 1 <r) son no nulos. 

La operación anterior se llama la “reducción de las formas cuadráticas” en 
una base ortonormal (respecto a la forma fundamental f¿ de E). 

La base (bj) considerada anteriormente es por tanto ortonormal relativa- 
mente a la forma fundamental fo. y ortogonal relativamente a la forma f, de 
donde: 


CoroLaRIO 2.—Si E es un espacio vectorial de dimensión n sobre R, f, una forma 
bilineal simétrica no degenerada positiva sobre E, y f una forma bilineal simétrica cual- 
quiera sobre E, existen bases de E ortonormales relativamente a f, y ortogonales relativa- 
mente a f. 


EJERCICIOS 


1. Designemos por h;, ..., A,, los mr < 1) valores propios distintos dos a dos de u 
endomorfismo simétrico de E y por V(4/), ..., VQ.) los subespacios propios asociados. De- 
mostrar el teorema 18, demostrando que 

E=VY0)0..0OVaA,). 


2. En E=R! referido a su base canónica se considera la forma bilineal asociada a 
la forma cuadrática definida por . 
gl) = — [019 + (7 409] 4 2[129 4 aóxl 4 x01x2] 


demostrar que existe una base ortonormal de E, tal que 
q) = (1)? —2[(1Y 4 (12] 
(ver £ 219, ejercicio 3). 


234. Producto mixto y producto vectorial en el espacio euclídeo orientado 
de dimensión 3 


En todo este párrafo E designa el espacio vectorial euclídeo orientado de 
dimensión 3, 


2 Producto mixto 


Si (a) es una base cualquiera del espacio vectorial E, existe una forma 
bilineal alternada única que toma el valor 1 para (4,, 4, a) (ver 8 167, a), ésta 
es la aplicación 

¡E3 X> xs) —> det a Xa X3) 


esta aplicación de EXEXEen R ono cs intrínseca: depende de la base (a;) 
escogida. Pero supongamos que (a) y (a) sean bases ortonormales directas. 
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Si xp xa x son tres vectores cualesquiera de E, consideremos los tres endo- 
morfismos de E, u, f, f”, definidos de la manera siguiente (1 es un automor- 
fismo) 

(=1,23) uUc)=a, fa)=x, fla)=x, 
tenemos 

F =fou= det f' = (det f) (det u) 

ahora bien, 

det f = det, Qi Xp xp), det F = det (X,, Xz» xy) 


y det y = 1, pues u es un endomorfismo ortogonal con determinante positivo 
(ver 8 231, c), de donde: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. — La aplicación de EXE xE en R definida por 


(0 Ge, Xa, Xx) > det, (Xx, Xa, x,) 


es independiente de la base ortonormal directa (a) se le llama producto mixto, 


Por abuso de lenguaje se llama producto mixto igualmente el número real 
det, (0) Xp» x3) y se le representa (x; xy xy), el contexto indica si se trata 
de un elemento de EXE Xx E o del número real det, (xy xp xy). Las propie- 
dades del producto mixto siguen las propiedades de los determinantes: 

1, El producto mixto es lineal respecto a cada vector, es alternado por 
tanto antisimétrico (la característica de R es 0), por tanto 


(Xy Xa xa) = (X2 Xy Xx) = (X3, Xy, M2) 
= —(Xa Xp X3) = —(%) Ma M2) = — (Xp M2 xy) 


pues una permutación circular que opera sobre un conjunto con tres elemen- 
tos es par. 
2. (1 xa 12) 0 si y solamente si la familia (x;) es libre. 
En particular (xy, x2 xa) >0 si y solamente si (x,)) es una base directa del 
espacio vectorial E. 
3. Finalmente en toda base ortonormal directa (a;) 
a e 
(Xy X2 X3) = E 1 


ENS 
¡xj X2 xa] 


si xi es la coordenada de x, sobre q . 


b) Producto vectorial 


Si x, y xz son dos vectores cualesquiera de E, consideremos la aplicación 
de en R, definida por 
Y > (%1 Xz yeR 
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es una forma lineal sobre E, es decir, un elemento z* de E*, por tanto 
(1 Xa Y) = 2 HY) = (y, 2*) 
si se ha identificado E y E* por el isomorfismo canónico q (asociado a la 
forma fundamental f) de E) tendremos poniendo z*=zeE 
(X1 X» y) + (Y, z*> = falar, z)= y (2=2Z+ y. 

TEOREMA Y DEFINICIÓN. — En E espacio vectorial euclídeo orientado de dimensión 3, 
para todo par (x,, x,) de vectores E existe un vector único z, tal que 

(2) (V y e E) (jp Xp Y) 2 Y = Y +2 


este vector se llama producto vectorial de x, y x, y se representa x, A X,. 


Se tiene, por tanto 
(xn Xa xs) = (01 AX) > xs 


que es el origen de la expresión “producto mixto”: es el producto escalar de 
un producto vectorial y de un vector. 
Las propiedades del producto vectorial proceden de la relación (2). 


l. Si x, y x, son dependientes (xi, x2» Y) = (1 A xa) - y =0 para todo y 
por tanto x1 A x2=0. Si x Ax,=0 para todo y, (xy xa 1) =0. En conse- 
cuencia si x, y x, son independientes, existe y, tal que (x1, x2, 9) 0 y x1 A x25940.. 
De donde: 1 A x2=0 si y sólo si x, y x, son dependientes. En particular 
para todo x, x A x=0, 


2. La aplicación EXE en E (de hecho en E*) definida por (1, x2)->x1 A xo 
es bilineal; en efecto, 


(1 + Xp Xp Y) = (Xp Xp Y) + (ds Xy Y) 
puede escribirse 
[EG +xDA xd Y (AA Y) YAA Y 
= [Ge Ax)+ (A x)] y 
y esto para todo y de donde cualesquiera que sean Xx, Xy Xx; 
la ExDA (AA) HI GAA A). 
Se demostrará igualmente 
AGS GUAXD+AAA 
Ax) A=x A (xd) = Mx A xo). 
Hemos visto más arriba que x A x=0, la aplicación (%1, Xx)» =>%X1 A xz €s, 
pues, bilineal alternada; por tanto, antisimétrica, pues 
0=(0+xYA data) = (AA AD AA a AND da A ax) 
implica 


LAx=>—(x A xo). 
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3. xi A xes ortogonal a xi; Y X2 pues 


(a Ax) -X= (Xp xo x9 =0, (Qu Ax) x= (Xu xo xa) = 0. 
4. Si x, y x, son independientes los tres vectores (en este orden) x,, Xa 2x1 Ax 
describen una base directa de E; en efecto, . 


(Xp X», MAX) =kRUAD GUA la A xa > 0. 


En particular si (a;) es una base ortonormal directa: 4, A a,= M4 (QeR), 
pues 4, A a, es ortogonal a a, y a ay; por otra parte 


l= (4, 4, 4) = (4, Ad) -a4= Ala P=2 
por tanto 
Aa =4; 
se demostrará igualmente 


a Ad4=as, 4 AM = q. 
5. Sea (a;) una base ortonormal directa de E y dos vectores 
Xx, =x00, + xx, + 0d, x= xa, + xdd, + da, 
las propiedades precedentes demuestran 
4 A x= (a — da, + (a — alada, + (ix — xx0Ja, 


las coordenadas del producto vectorial x, A x. en la base (a), son por tanto 
los adjuntos de Y!, 2, 4, en el determinante 

EE 
| a Yi 


ay. 


a 


OBSERVACION 


Si se cambia la orientación del espacio, el producto mixto y el producto vectorial se 
cambian por sus opuestos. 


EJERCICIOS 
1. Si y y z son independientes, demostrar que existe A y y únicos, tales que 


YJAGAD=Ay + 
A=y.2p=-—y). 
2. Demostrar la fórmula del «doble producto vectorial» 
xXAGAz)=(0. zy—( . y)z 


(escribir x =0ay + Bz+ Y(y Az) cuando y y z son independientes, y aplicar el ejercicio 
anterior). : : 

3. Demostrar la fórmula del doble producto vectorial utilizando las coordenadas de 
los vectores. 
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4. Sia y b son dos vectores ortogonales (a + 0). Demostrar que las soluciones de la 


ecuación 
aAx=b 


son de la forma x= x, + Aa (1 número real cualquiera). Demostrar que existe x único, 
tal que a. . x=0. (Comparar este ejercicio con el ejercicio 2 del $ 177). 


235. Angulos de dos vectores en el espacio euclídeo orientado de dimensión 
203 


Representaremos por E, (resp. Ex) el espacio euclídeo orientado de dimen- 

sión 2 (resp. 3). Representamos los vectores por las letras latinas con una fle- 
—» 

cha encima. Recordemos que (ver $ 231, ej. 10) dado a unitario, existe en E, 

> — > > 

una sola base (a, b) ortonormal directa y que dada una base ortonormal (a, b) 


> >> 


de un plano E de Ej existe una sola base (a, b, e) ortonormal directa de Es. 


a) Isomorfismo entre los grupos 0*(2, R) y U 


Busquemos las matrices reales ortogonales de determinante +1, Las re- 
laciones 


is ¡'AA=P, det A=>+1 
a=(h 3): E 
implican 

a += 1, ay +fB=0, yY+8=1, ab— By =1 


donde a, 6 no son nulos simultáneamente, la segunda ecuación da 


5 
EE =—=i 
—oa 
la cuarta ecuación da A = 1, de donde y =—$f, 8=a« y la tercera ecuación 


se verifica si y solamente si la primera también se verifica, por tanto 


A=|2 —8 cn.  a+f8=l 
(5 al E 


pues siu=a+3¿86€U (ver 8 116) se puede definir la aplicación u-—>A que 
es claramente biyectiva, Por otra parte 


Dl) 
a a a a an — 
de donde: 
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Lema 1.—La aplicación del grupo multiplicativo U de los números complejos de tmó- 
dulo 1 en el grupo de las matrices de tipo (2,2) reales ortogonales de determinante +1 


definido por 
amar ig 4) 


es un isomorfismo de grupos. 


El grupo de las matrices (2, 2) reales ortogonales de determinante l es por 
tanto conmutativo, 


Sea r una rotación de E), es decir, un elemento de O*(2, R). En una Dase 
onOaA! directa tiene asociada una matriz del tipo anterior, Sean (a, 5) y 


(a b) dos bases ortonormales directas, tenemos 
Mir, (4, 2] =P 2M[», (a, B)]P =M[r, (a, B)] 


pues si P es la matriz de paso de la primera base a la segunda, las cuatro 
matrices consideradas en la igualdad anterior son ortogonales de determinante 
+ 1, de donde 


Lema 2.— La aplicación f, del grupo U en el grupo O*(2, R) de las rotaciones de E, 
definido por 


u=a + ¿Be U r=fíu) Crta) =0ax + Bb 


> > 
es independiente de la base ortonormal directa (a, b) escogida, |, es un isomorfísmo de 
grupos. : ! 


Se observará que la relación r(a) = ua + Bb es suficiente para definir + 
pues la forma de la matriz A = M(r) demuestra que 


r(b) =— Ba + ab. 


Así rg == idg está asociada a u = 1, y, definida por na = = 5 está asociada 
a í de donde 


r=r,0r, = (1? = —idr, 14 = Mor, = (1, = ida 


b) Angulos de dos vectores unitarios de E; 


Sea Ca, 2) un par de vectores unitarios de E,, según qna AE CIón 


hecha anteriormente, existe una base ortonormal directa única Ga, Py, en esta 
base existe una pareja única de reales tales que 


> > > 


1 = qu, + Eo, 
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> > 
existe por tanto una rotación única de E, tal que r(,) == 44 es la rotación de- 


finida por r(4)= au, +fBv,, es decir, la rotación asociada a u=a+18(u|=1). 


> — 
Lema 3.—$i (u, y) son un par de vectores unitarios de E existe una rotación Única 


— > 
de E,, tal que r(u,) = Uy 


Sea Y el conjunto de los vectores unitarios de E), consideremos la rota- 
ción R definida en 9% x 9% por 


00) [1re 0+(2, R)] r(4,) = u,, r(u) = uz 
esta relación es evidentemente reflexiva y simétrica; es transitiva pues (1) y 
(5 [35€ 0+(Q, R)] su) =ub su) = uz 


implican, según el lema 3, s=="r en consecuencia 


> > 


[2re 0+(2, R)] ru) = u,, ru) = ul 


R es por tanto una equivalencia lo que nos permite establecer la definición 


DEFINICIÓN. — En el plano euclídeo orientudo se Muma ángulo de dos yectores unitarios 


NN 
ud PE >. > . . O 
uu, y se representa lu, u,] toda clase de equivalencia determinada en U x 9% por la 


relación R. El conjunto de los ángulos (0% < MIR se representará 6. 

Por tanto a toda rotación r está asociado de manera biyectiva un ángulo 
al $ 
9, definido por 


> > 


ru) = u, f= (5 Ua 
donde el vector E es arbitrario; designemos por f, esta aplicación 
f.: 07Q, R)—> El 


al ser f, biyectivo podemos transportar a El la estructura de grupo abeliano de 
0+(2, R) (V. 8 55); al expresar aditivamente la ley así definida en él tendremos 


PAY) + f£r) = [Ar or). 
a 


— —> E 
ul, 4 ) = O una observación he- 


e. 


+ 


Sea $= (Z >) =fAn) y Y = 


— Ñ —» > 5 
cha anteriormente existe us único, tal que Y = 64 uz ] se tendrá por tanto 


E 
ES UM] +A la fo = A Uy 





dll 
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pues rorl=ror y 
, > > > > 
(or (u) = r[r(0))] = (1) = 4 
de lo anterior resulta 


—> 


a (+ 
(2, u) == O, Uy, Y; 


se escribirá 0 en lugar de 0 es el ángulo nulo, 
El diagrama 


Pr) 


HS 


Uy, Uz 


Í. ha 
U>0*(2, R) > 4 


demuestra que f.of, es un isomorfismo del grupo (multiplicativo) U sobre el 
grupo (aditivo) él. 


Así 0 es el ángulo nulo asociado a u= 1, 
(E3) 
0 =f(r)= 10 b 


es el ángulo recto (a, b forman una base ortonormal directa), está asociado 
au=1 


Sel (- a ) 

0= 20, =f(r)=1 a, —a 

es el ángulo llano, está asociado a — 1. Finalmente 
r= (1? = id¿> 4%, = 20, =0 


: A 
El isomorfismo u=0a +18 >80 permite definir las funciones trigonomé- 
tricas 


Mm A A A 
0> «a = cos B, 0 f = sen 0, 
Se ve inmediatamente que 
A 
(cos 0 + (sen 0 = 1 
A A PS DN A 7 
cos (0 + 8) = cos O cos 9 —sen Q sen Q 
A A A A A = 
sen (8 + 0 = sen 8 cos Y + sen 0” cos 0 
gracias al isomorfismo f.0f, y a las propiedades del grupo U se podrá encon- 
trar de nuevo todas las fórmulas de la trigonometría, Pero observemos que 
las funciones “coseno” y “seno” que acabamos de definir son unas aplicacio- 
nes de él en R (de un modo más preciso sobre [——1, + 1]) y no aplicaciones 
de R en R, vamos a definir las funciones trigonométricas que el lector conoce 


(funciones reales de variable real) gracias a lo que se llama la medida de los 
ángulos. 


622 FORMAS BILINEALES Y FORMAS HERMITIANAS — [Cup. 15 


OBSERVACION 


Si se cambia Ju orientación de E,, un ángulo se cambia por su opuesto: sólo el 
ángulo nulo y el llano son independientes de la orientación escogida en E, 


c) Medida de los ángulos 


Medir una magnitud X es asociarle de manera biunívoca un número real x 
donde la aplicación X-—=>x posee ciertas propiedades; en particular si el con- 
junto *£ de magnitudes X está provisto de una adición (X, Y) >X + Y, y 
posee un elemento neutro O para esta adición, x + y deberá ser la medida 
de X + Y y 0 la medida O. Si esto fuera posible para los ángulos, designando 


por 6 la medida del ángulo 8, se tendrá en particular A, = 0 lo que implicaría 
0,=0: el ángulo recto no nulo 6, ¡tendría una medida nula! 


Procedamos en el otro sentido; supongamos que exista un homomorfismo 
fo del grupo aditivo R sobre el grupo multiplicativo U, el diagrama 


fo f ha 
Ro U>O% Rda 


demuestra que f =f,0f,0f, será un homomorfismo suprayectivo de R sobre 4. 
Ahora bien, un tal homomorfismo fy existe “admitiremos” los siguientes 


resultados: 
La aplicación R en U definida por 


U> e = DY E 


m0 

es suprayectiva. : 

El conjunto de las raices estrictamente positivas de la ecuación 

el =l 

tiene un elemento minimo, se le representa por 2r. 

Se demostrará, en efecto, en Análisis que la serie entera de término general 
z"jn! es convergente en todo el plano y que si e? designa la suma 

eg = gut 
se fiene, por tanto, 
Qe R => elgó = gl .eb=1> Jer! =1 


en consecuencia f) es un homomorfismo del grupo aditivo R en el grupo U. 
Admitiremos que es suproyectivo. El núcleo de fo, o sea, f-U1) es un subgrupo 
de R, hemos admitido que existía un elemento mínimo estrictamente positivo 
27 según los resultados del ejercicio 120 (fin del capítulo 3) 


150) 2aZ. 


Resulta de lo que hemos demostrado y admitido que f=f,0 foto es un 
homomorfísmo suprayectivo del grupo aditivo R sobre el grupo aditivo de los 


ángulos € y que su núcleo es 
PO) = 212; 
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resulta finalmente que 
p: R/212Z=> 4 


es un isomorfismo del grupo aditivo de los números reales módulo 2m (V. $ 75, 
ej. 2) sobre el grupo €. 


Por definición 0-0) =0 es la medida del ángulo 8; por abuso de lenguaje 
diremos que un número real cualquiera 0 representante de una clase $ de nú- 
meros reales módulo 211 es una medida del ángulo 4 si 0) es una de ella se tiene 

0 =% (mod 2)50=0, +2  (keZ), 

Así 7/2 es una medida del ángulo recto 0 y T una medida del ángulo 
llano 0. 

La medida perteneciente a [0, 2r[ es llamada algunas veces medida prin- 
cipal de 9. 

Si representamos por € una medida del ángulo 4 asociada a u= a +28 
(¡u] = 1) definiremos las aplicaciones de R en R (o mejor sobre [—1, + 1]) 
de 0=>«e =cós 0, 4=> f sen 0 
resulta de su definición que estas dos funciones som 27 — periódicas. Su defí- 


nición y el homomorfismo f permiten demostrar todas las fórmulas de trigono- 
metría. 


EJERCICIO 


1. Demostrar que a cuando es un número real no nulo, f, definido por f(x) = f (= 
a 


es un homomorfismo suprayectivo de R sobre dl, todo número real x tal que f,(x) =% es 


A 
una medida de 0 respecto a la base a. Se puede definir las funciones cos, y sen, corres- 


pondientes, Demostrar que 
2Hnx 


cos, x4+Í sen, x=e*. 
El ángulo de medida 1 respecto a la base a se Hama el ¿ngulo unidad relativo a la 


base €. Los ángulos unidades relativos a las bases 21%, 360, 400 se llaman respectivamente 
el redián, el grado sexagesimal y el grado centesimal. 


d) Angulos de dos vectores no nulos o de dos semitrrectas de E, 


> > 
Dados dos vectores no nulos x y x” de un espacio vectorial E sobre R la 
relación 
> 


GER) X=hx 


es evidentemente una relación de equivalencia. Se llama semirrecta abierta (pa- 
sando por 0) dz E toda clase de equivalencia en esta relación. 
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Si E es euclídeo, toda semirrecta abierta (pasando por 0) está asociada de 
> > 


manera biyectiva a un vector unitario único u: Si x es un elemento de la 
semirrecta abierta D, se tiene 


— 
u= 


Por “definición” llamaremos ángulo (D,, D,) de dos semirrectas abiertas 


ÁS, 


>  ”» > > 
o ángulo (< >) de un vector x, de D, y de un vector x, de D, el ángulo 


> —> 
(< >) de los dos vectores unitarios respectivamente asociados a D, y a D,. 
LS OS 
>]. 


Las medidas de (D,, Dj o (- x, /serán las de 121, 12 


2) Angulo de dos vectores no nulos de E, 
> > 
Si x, y x, son independientes engendran un plano FE pasando por 0 (V. 8 137, 
b, observación) la estructura del espacio euclídeo de E, induce sobre F una 
estructura de espacio euclídeo de dimensión 2, pero la orientación de F es 
independiente de la de Ey. 
E 


> > E e 
Aunque si (< 2) tiene por valor O para una orientación de F este 


ángulo tendrá por valor —Q para la otra orientación, si Ó es una de las me- 


didas de este ángulo sólo cos O está definido. A: 
> > . e > (> > 
Six y x no nulos son colineales, es decir, si x= Axp Xp x2/ es el 


ángulo nulo si A>>0 y es el ángulo llano si A< 0: para todo plano F con- 


> > : 

teniendo x, y x» estos son los dos únicos ángulos independientes de la orien- 
tación de F; sus medidas son, respectivamente, O y T. 

Volvamos al caso general, existe al menos una base ortonormal directa 


>>> 
(a, b, e) de E; tal que 
- > > 
x= lx [a 
> > 
y tal que (a, b) sea una base ortonormal de F, existe un par de escalares 
únicos tales que 
> > > > 
xo = l| xo [! (ua + Bb) 
DM 


> > 
si $ es una medida del ángulo (Z >) se tendrá 


> > 
a =cos Q B = sen O si (a, b) es una base directa de F 
45 cos Ú B =-—sen Ú si is ” inversa mn 
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En los dos casos 


> 


pS > —» 
0) a += lx [1] x2]] cos 6 
> > 
observemos que esta fórmula es válida si x= Ax. 


> —> 
Por otro lado, si £ es igual a + 1 0 —1 según que la base (a, b) de E sea 
directa o inversa para la orientación escogida en F 


(2) e A = Il 1110 [e sen Oc 


si yA dea => —> —» ica 
fórmula también válida cuando x,= Ax, pues en este caso xx Ax =0 y 
sen B=0, 


EJERCICIOS 


2. Si E, esta orientado, demostrar que el escoger una orientación en un plano F 
— 
(pasando por 0) de E, es equivalente a la elección de un vector unitario n en F!, 
3. Demostrar que 
— => > => + => 
(1 lx A lP= |, 1211 1P 


introduciendo las coordenadas de dos vectores en una base ortonormal de E, se obtiene 
una relación llamada identidad de LAGRANGE. 


4. Sea r una rotación de E,, demostrar que sus valores propios son (con y no con- 
gruente con O mod. Tr) 


1,1, 1 o 1, —1, —i o 1, elv, ete, 
> 
Deducir de lo anterior que existe siempre un vector unitario c invariante por ?. 
Interpretar geométricamente el segundo caso. 
—> A 
En el último caso demostrar que el subespacio ortogonal a c es estable por ? y que, 


>> >>> 
si se le expresa en una base ortonormal (a, b) tal que (a, b, c) sea directa, en esta base 


cos p —sene 0 
MN =|sng  cosy 0|=4. 
0 0 1 


Si el polinomio característico de r es 
PAX) = pO = (X— 1) 02—2p4X + 1) 
demostrar que cos q =P. 
— > > eS ] 
Si v es un vector no nulo colineal con e y r(v) = v”, demostrar que sen y tiene el 
SS S+ + o: a 
signo del producto mixto (vw, v”, c): q así determinado es la medida del ángulo de la 


Ba 
«rotación r alrededor de c» (V. $ 232 ej 3). 


40. — ALGEBRA 
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V. Formas hermitianas. Espacio hermitiano de dimensión » 
236. Definiciones diversas 


a) Introducción 


Hemos visto que sobre E = (> espacio vectorial de dimensión n sobre C 
la forma bilineal simétrica definida por 


a Yy> 5 xy 
i=1 


es no degenerada sobre E pero que hay en E vectores isótropos no nulos 


(8 225, ej. 3); dicho de otra manera > («Y =0 se puede verificar para x 0, 
i=1 
Consideremos ahora la aplicación f de E? en C definida por 
(yaa n=) 17 
i=1 
tendremos 


n 


[( x) e = Sis P>0 
i=0 


f=1 
y 
f( 1=0>x=0 


pero f no es ya una aplicación bilineal de E x E en C, tenemos en efecto 
Cualquiera que sean x, x”, y, y de E y h de € 

() (a+ N0=f NH NY fx Yy= MO Y) 

(5 [o Y + Y) =f00, 0 + fo Y), fr MN = O Y). 


Este estudio nos induce las definiciones siguientes: 


b) Aplicaciones y formas semilineales 


Si E y E son dos espacios vectoriales sobre C se llama “aplicación semi» 
lineal” de E en F toda aplicación u de E en F verificando para todo x y toda 
x de E y todo h de C 


dx + x0) = ui) + dx), ul) = Judx). 
Si F=C se dice que u es una “forma semilineal” definida sobre E. 


Sea E un espacio vectorial sobre C, podemos considerar el conjunto so» 
porte del espacio vectorial E (V. $ 68, b), le designaremos con el término 
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“conjunto E” para simplificar la escritura: podemos proporcionar a este con- 
junto E la misma suma que en el espacio vectorial E y de la operación externa 
siguiente (con operadores en €, V. 8 65), 


O, 1) > Ax. 


Se verificará fácilmente que el conjunto E provisto de esta suma y de 
esta multiplicación externa tiene una estructura de espacio vectorial sobre C, 


lo designaremos por E; los dos conjuntos E y E son los mismos, los dos 
grupos aditivos E y E son igualmente los mismos, pero los dos espacios vec- 
toriales E y E son distintos, Está claro que las propiedades del automorfismo 
de C definida por A=>1 (V. $ 115). 


Q+m=1+Bb  0Q=%L  0)=)2 
A=081=0 
implican las propiedades siguientes: 
—Una parte A de E es libre (resp. ligada) en el espacio vectorial E si y sola- 
mente si es libre (resp. ligada) en el espacio yectorial E. 
-—Una parte A de E engendra el espacio vectorial E si y solamente si en- 
gendra el espacio vectorial E. 
-— Toda base del espacio vectorial E es una base del espacio vectorial E y 


recíprocamente. Los espacios vectoriales E y E son simultáneamente de 
dimensión finita y su dimensión es la misma. 

-— A es un subespacio vectorial de E si y solamente si Á es un subespacio 
vectorial de E. 


— Finalmente se verifica que toda aplicación semilineal u de E en el espacio 


vectorial F es una aplicación lineal de E en el espacio vectorial Y. 
Deducimos de estos resultados que las aplicaciones 


ur: E>F, u:E>F 


tienen las mismas propiedades relativamente a la inyectividad y la suprayec- 
tividad, El núcleo de la aplicación semilineal u (de E en F) es por definición 
el núcleo de la aplicación lineal u (de E en F). La imagen u(E) de la aplica- 
ción semilineal u (de E en F) es la imagen de la aplicación lineal u (de E en 
F)j; si 1(E) es de dimensión finita r diremos que r es el rango de la aplicación 
semilineal u (de E en FE). 

El dual E* del espacio vectorial E es el espacio vectorial de las formas 
lineales definidas sobre E, el dual E* del espacio vectorial E es el espacio 
vectorial de las formas lineales definidas sobre E, es también el espacio vec- 
torial de las formas semilineales definidas sobre el espacio vectorial E. Si E 
es de dimensión finita se tendrá 


dim E = dim E* = dim E*. 
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OBSERVACION 


Está claro que todo lo que acabamos de decir sobre E, espacio vectorial sobre C, 
puede aplicarse a todo espacio vectorial E sobre el cuerpo conmutativo K, este último 
estando provisto de un automorfismo involutivo de K (3 16, ej. 6), es decir, teniendo 
las mismas propiedades que la aplicación A=>% de C en C. 


c) Formas sesquilineales 


Si E y E son dos espacios vectoriales sobre C se dice que una aplicación 
[de ExF en C es una “forma sesquilineal” si verifica las relaciones () y 
(1): cualesquiera que sean x, x” de E, y e y de F y h de C 

(1) tx, NY =f YA, Y) Tx y= Mí Y 

a) [0 Y + Y) =fG YN + o Y), fx MN = Mo Y). 


Dicho de otra forma f es sesquilineal si y solamente si 


f=f00 -) es una forma semilineal sobre F 
fh=fÑ-,Y) es una forma lineal sobre E 
donde 
f, € F*, p E. E*; 
Si E y F son de dimensión finita, referidos respectivamente a las bases (a, 
(l1l<i<m) y (M)0 <j < n) poniendo 


== 2 xa; y = > yb, f(a,, b) = Oj € C 


¿=1 


obtendremos como en el párrafo 221 


f(x, y) = 55 ais, 


i=1 j=1 


La“ matriz A = (a) matriz compleja de mm columnas y n filas se le llama 
asociada. a la forma sesquilineal f; con las notaciones habituales X = M(x, 
(ad) Y =M(y, (b,)) tendremos 


E f(x, y) = YAX ="X'AY, 


* EJERCICIOS 


1. «Demostrar que el conjunto de las formas sesquilineales sobre E x F es un espacio 
vectorial sobre C. ¿Cuál es su dimensión si dim E =m, dim F=n1? 
2. Demostrar con las notaciones del $ 221 que 


A! =QAP. 
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d) Formas hermitianas 


Supongamos E =F, se puede entonces considerar simultáneamente f(x, y) 
y fíy, x); se dice que la forma sesquilineal f definida sobre E Xx E es “hermi- 
"tiana” (V, observación siguiente) si y solamente si 


Wíx y eE) fx =f y). 


A esta relación se le llama algunas veces “simetria hermitiana” que es un 
abuso de lenguaje, ya que esta relación no es una “simetria”, x e: y tienen 
diferentes papeles. 

Se dirá que f es una “forma hermitiana sobre E”. Resulta inmediatamente 
de esta definición que para todo x, f(x, x) es real. Se llamará forma cuadrática 
hermitiana asociada a la forma hermitiana f la aplicación q de E en R defi- 
nida por 


(2) (VxeE) q) =f(x, x) 


Utilizando esta definición y las propiedades de la forma hermitiana f se 
verifica inmediatamente que 


2) (VG. Ny eE) fx y = 























ax + y) — q(x —y) ms, ax + iy) — q(x — iy) 
4 4 


luego si para todo x, q(x) = f(x, x) = £(x, x), con f y g dos formas hermitianas 
sobre E se tiene f= 8; resulta de lo anterior igualmente que f =0 es equi- 
valente a q =0. 

Sea (ay ld <i<mn) una base de E supuesta de dimensión r sobre C, la 
matriz A = (a) asociada a la forma hermitiana f relativamente a la base (aj) 
es tal que para todo par (i, j) 


an = fía, a) = fía;, a) A Qi 








dicho de otra manera a 
¿'A=A 


hemos dicho ya (V, 8 154, c) que tal matriz cuadrada con elementos com- 
plejos se llamaba matriz hermitiana. Se vé inmediatamente que f es hermí- 
tirar aio y eolemeste ri le metriz erorirdo +n enc bes" curiqui-r: dy A 
hermitiana. Con las mismas notaciones se tiene 


6) fx, y) ='YAX 
85 a) = fa x) =2.AX. 


OBSERVACION SOBRE LA TERMINOLOGIA 05) 


La terminología no está aún c mpletame t fiid. Hmos uiizd Mí 
(1 fora) semilineal», «fora sesquilineal», «tura hermitiana», los tétuiidos dwg 
se imponen aña ién oe e término € «forma cuadrática Hermitiando: Tenemos tf» 
cuadro de correspondencias siguiente que se comprende fácilmente: 


(*) N. del Y, — Estas consideraciones las hacemos extensivas al idioma español.- 
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Conjunto 
de definición 


aplicación (forma) fíneal aplicación (forma) semilineal. 


forma bilineal forma sesquilineal 
forma bhilineal simétrica forma hermitiana 
forma cuadrática forma cuadrática hermitiana 





Naturalmente para las aplicaciones de la última columna K= C. Ciertos autores lla- 
man forma hermitiana a lo que nosotros hemos llamado forma cuadrática hermitiana. 
. Los físicos dicen en general «hermítica» en lugar de «hermitiana». 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


3. La forma que ha servido de introducción a este párrafo 


Tr 


E=C1. fix y= 5 xipi 


i=1 


es hermitiana, su matriz asociada. en la base canónica de C* es L,. 
4. Siendo E el espacio vectorial de las funciones complejas de variable real continuas 
sobre [a, A], la aplicación de E x E en € definida por 


El —— 
fx y = f x(0y0 de 
a 
es una forma hermitiana sobre E. 
5, Demostrar con la ayuda del ejercicio 2 anterior, que si la matriz asociada a una 
forma sesquilineal definida sobre Ex E es hermitiana en una base, lo es en toda base 
de E, 


237. Estudio de las formas hermitianas sobre E, espacio vectorial de dimensión 
finita sobre € 


a) Introducción 


Todo lo que hemos dicho en los $8 224 hasta el 231 sobre las formas 
bilineales simétricas se aplica con o sin modificación a las formas hermitianas; 
no tenemos intención de entretener al lector con el detalle de todas las de- 
mostraciones: daremos íntegramente sólo aquellas que están bastante modifi- 
cadas por el paso de la “simetría” (sin más) a la “simetría hermitiana”, con- 
tentándonos en dar algunas indicaciones para las que no son modificadas en 
su principio. Sin embargo, aconsejamos vivamente al lector el redactar com- 
pletamente estas demostraciones como ejercicio, para ver mejor los cambios 
efectuados en el paso del caso “bilineal simétrico” al caso “hermitiano”. 

Hagamos primero algunas observaciones. A = 0 siendo equivalente a 4 =0 
tenemos 


f y=0>fW 0 =fy=0 
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si una de estas relaciones se verifica diremos que x e y de E son ortogonales 
relativamente a f; de ello se deduce inmediatamente la definición de subes- 
pacios ortogonales y de ortogonal F* de un subespacio F de E (relativamente 
a f). De lo anterior se obtiene igualmente la definición de los elementos x 
de E, isótropos (relativamente a f) por f(x, x)=0, así como la definición de 
un subespacio isótropo F de E: existe x 0 isótropo ortogonal a f todo 
entero. 

Una base (aj) de E será ortogonal relativamente a f si 

1x«j=fa, a)=0 
y ortonormal relativamente a f si es ortogonal y si 
G=1l ..,” f(a;,, a) = 1. 

Por otro lado la forma f.= f(x, - ) es semilineal, por el contrario la forma 
f,=f(-, y) es lineal pues f, pertenece a E*, designaremos aquí por «q única- 
mente la aplicación de E en E* definida por 


WyeE) — o(y=f=A-,Y 


vamos a ver que esta aplicación es semilineal. 
Recordemos en fin que en el caso hermitiano f(x, x) es real cualquiera que 
sea x de E. 


bj) Núcleo de una forma hermitiana. Forma hermitiana no degenerada 
Se demostrará como en el $ 222 que, cualesquiera que sean y, e Ys de E 
PY EY) =p YN E YY = +, 
por otra parte, cualesquiera que sean x e y de E y » de c 
halo = f00 Mn = MO Y) = My) 


w= M4, 09) = Y) 
en consecuencia q es una aplicación semilineal de E en E*, es pues una apli- 


cación lineal de E en E* (V. $ 236, b). 

El conjunto de los y tales que: ply) = = 0, es decir, el núcleo de la aplicación 
lineal q se le llamará también el núcleo de la forma hermitiana f. 

Si Ker q = Ker f=(0), o(y) =0 implica y = 0, es decir, 


(1 [(v xe E) Eo 16) = fa =f( y =01>y=0. 


La relación f(y, x) =Hx, y) demuestra que la implicación (1) es equiva- 
lente a la implicación (2) 


(2) [(VyeE) fr, y=0]>x=0. 
Seguidamente si Ker y =(0), y aplicación lineal de E en E* es inyectiva, 


luego biyectiva puesto que dim E* =dim E =kA, y recíprocamente, «q biyec- 
tiva implica (1). Se dice en este caso que f es no degenerada sobre E, 


es decir, 
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En fin, sea Á = (q) la matriz asociada a la forma hermitiana f, tendremos 


f(x, y) = 00 YY an =0 


i=l ja 


la relación (1) es equivalente a la siguiente: el sistema lineal cuyas incógnitas 
sm. ye 
nn. 


E Y 219 =0 


i=1 


sólo tiene la solución trivial (fl =... =$" = 0) para ello es necesario y sufi- 


ciente que det (m,) > 0, de donde: 


TEOREMA 6, —Siendo f una forma hermitiana sobre E, espacio vectorial de dimen- 
sión n sobre C y (a) la matriz asociada a f en una base de E, las propiedades siguientes 
son equivalentes 

1% f no es degenerada sobre E. 

22 fx y) =0 para todo x de E implica y = 0. 

22 fe y) =0 para todo y de E implica x =0. . 

4% La aplicación y de E en E* definida por (y) =f,=¡(. , y) es biyectiva. 

52 det (a) 0. 


En particular si f es no degenerada, la aplicación semilineal py de E en E* 
es biyectiva, cualquiera que sea 1* de E*, existe y único de E, tal que 
1* = p(y) =f,, es decir, existe y único de E, tal que 


(Wxe E) Pl) =4f0) =f(x, y. 


La dimensión r de (E), es decir, el rango de q aplicación lineal de E en E* 
se llama también el rango de la forma hermitiana f. El núcleo de f, es decir, 
el núcleo de q es de dimensión n—r, 

Sir<n, es decir, si Ker q = (0) se dice que la forma hermitiana f está 
degenerada sobre E. 

Volvamos al caso en que f es no degenerada sobre E, la biyección y => p() 
nos permite identificar E y E* poniendo y = p(y) se tendrá, pues, para todo 
x y para todo y de E 


(a, Y) = (xo 00) = Lot07 (0) =7.00 = f(x, y). 


Esta identificación nos permite como en el 8 225, e, confundir: 
—La ortogonalidad entre x de E e y de E*: (x, y)=0. 
—La ortogonalidad en E relativamente a f: f(x, y) =0. 


Se deduce inmediatamente: 


TEOREMA 8',— Si f es una forma hermitiana no degenerada sobre E, espacio vectorial 
de dimensión finita y F2 el ortogonal de Y relativamente a f, para subespacio F de E 
se tiene 
dim F* = dim E —dim F, (FL =F. 
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EJERCICIO 
Demostrar los resultados siguientes: 


TEOREMA 7': Siendo E un espacio vectorial de dimensión finita sobre C, para toda 
forma hermitiana f sobre E y todo subespacio vectorial F de E las propiedades siguientes 
son equivalentes: 


D La restricción de f a F es no degenerada. 
2 FNF: =(0). 

3) F no es isótropo. 

4 E=FOEF.:, 


c) Existencia de bases ortogonales 


La demostración de la existencia de bases ortogonales (relativamente a f) 
para toda forma bilineal simétrica es basada en el 8 226, hb, en el hecho que si a, 
no es isótropo F = Ka, es tal que E=F(MHEF*. La demostración será exacta- 
mente la misma para f hermitiana tomando F = Ca,, el resultado indicado es 
una consecuencia del teorema 7* (ver ejercicio anterior). Para el lector que no 
hubiera demostrado el teorema 7” damos una demostración independiente de 
este teorema: 

Sea ay, tal que f(a,, a,) = 0, tomemos FE == Ca, y completemos 4; CON da ..., 4, 
para obtener una base (a) de E, en esta base tendremos 


fx, y) = > ajaj fía, dy) = 01 0 
=1 ul 


el ortogonal de y=a, (Y =1, 9 =... == y? =0), es decir, F! tiene por ecua- 
ción cartesiana (ver $ 151, ej. 1) 
a+... + am? =0 


donde no todos los coeficientes q; son nulos (a; = 0), F* es, pues, un hiper- 
plano de E. Por otra parte F* no contiene a,, pues por a1=1, x*=...=x"=0 
se tendría, si F* contuviera a, qu = 0 lo que es contrario a la hipótesis, luego 


dim F=1, dim F: =n2—1, En Fi =[(0) 
es decir, 
E=FG5rF! 
la demostración se acaba como en el 8 226, b, de donde: 
TEOREMA 9. ---Para todo espacio vectorial E de dimensión n sobre UC existen bases 


ortogonales relativamente a toda forma hermitiana f sobre E. De un modo más preciso 
siendo f una forma hermitiana de rango r, existen bases de E tales que 


¡xj =jila, a) =0 


zisr>fía, a) ,0 
r+1<isn=> fía, a) =0. 


634 FORMAS BILINEALES Y FORMAS HERMITIANAS [Cap. 15 


En una tal base 


F = 
Hx, y) = y al q = > 0l,¿XÍE, 
i=t i=1 


Las auíl <i<r) al ser números reales no nulos, como en el $ 227, se, 
demostrará: 


TeorEMA 15,—Si q es la forma cuadrática hermitiana asociada a una forma hermi- 
tfiana | sobre E, espacio vectorial de dimensión n sobre C. 

l. Existe una base (aj) ortogonal relativamente a f y dos enteros naturales s y t 
tales que respecto a esta base (a) se tiene 


a) = > xixi — y xixi (s + t=r=r8g0)). 
i=1 


jes+l 


2. Si existe una segunda base (a”) y dos enteros naturales s' y t tales que respecto 
a (a!) se tenga 
A 


Sr 
qu) = 5 gigi > xiii (Ss +0 =r=rg(f)) 


i=l i=s'+1 
entonces s=S', i=1P" (ley de inercia). 


(s, €) es la signatura de la forma hermitiana f. 


238. Formas hermitianas positivas y no degeneradas positivas. Espacio hermi- 
tiano de dimensión n 


aj) Formas hermitianas positivas. Desigualdad de Schwarz 
Recordemós que- para toda forma hermitiana f sobre E espacio vectorial 


sobre €, f(x, x) es real podemos, pues, enunciar: 


Derinición 7/.-——Diremos que una forma hermitiana ] y la forma cuadrática hermi- 
tiana q asociada son positivas sí 


(Yxe E) gq() = fx, x) > 0. 

Siendo f hermitiano positivo para toda pareja (x, y) de E? y todo 1 de C, 
tendremos 
+ AY) = (+ HA) = f(x 0 + o Y + MM, x) HAS y) > 0 
de donde, poniendo a = f(x, x), B=f(x, Y), y =f(Y, Y) y teniendo en cuenta 
que a > 0, y > 0, tendremos 

ay + Ay + Ay +A =0 
Q7 + BH Qr +B)+ay—PBB= Ay +8BP+orY—]iBP0. 
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Si y + 0 haciendo A = —B/y se obtiene ay —|8 [? > 0. 
Si y =0 no se puede tener para todo A 


a+ A8+AB=0 +2%R18=>0 


más que si B es nulo, el segundo término puede ser un número real cualquiera 
si B x (0), luego, en particular, estrictamente inferior a — «e; se obtiene también 
así ay —[8|? > 0, de donde: 


“Teorema 14. —Si f es una forma hermitiana positiva sobre E, espacio vectorial sobre 
C, se tiene 
(VG NeE) [fx NP di, y). 
ADesigualdad de Schwarz). 


Se deduce inmediatamente 


ATAN) AYNA 0H YN Hs Y + fly Y 
= f(x) +2R f(x Y + [Y Y) < fdo x) +21f0% 9) +8, 1) 


< quo + 2y O) + q) = [gh + gan? 


CoroLarto 1.—Siendo q la forma cuadrática hermitiana asociada a la forma hermi- 
tiana positiva f 


(v(x, ye E) — yax+y <yabo + yaly). 


Como en el 5 230 se deduce igualmente de la desigualdad de aca el 
resultado siguiente: 


CoroLaArIo 2.— El núcleo de una forma hermitiana | sobre E, espacio vectorial sobre 
C es el conjunto de los vectores isótropos de E relativamente a | 


Resulta que si la forma hermitiana f positiva es no degenerada, su núcleo 
está reducido a:(0), luego x =0 es el único vector isótropo, Se dice entonces 
que la forma hermitiana f (o la forma cuadrática asociada) es no degenerada 
positiva (ciertos autores emplean el término “definida positiva”, “aquí no lo 
haremos). 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


l. Sea E=Cx, la forma hermitiana definida en la base canónica de E por 
m 
fx, y = Y uy: (m < 1) 
¿=1 
es positiva; es no degenerada positiva si y solamente si m<=h. 
2. La forma herwritiana definida en el ejercicio 4 del $ 236 es no degenerada positiva. 
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bj) Formas hermitianas no degeneradas positivas 
Para toda forma hermitiana positiva sobre E la aplicación definida por 
(VxeE)  x—>vq00) =VT0 x) 
es una aplicación de E en R,. Para todo A de C, se tiene 
Yg0Qu) = YM do =V MÍ 0 =]Al Y g00 
y para todo par (x, y) de E? 
Va + y) < vV qu) + Va). 


Si se supone, además, f no degenerada el corolario 2 anterior muestra que 
q) = f(x, 9 =0>x=0 





de donde: 


TEOREMA 16". —Si q es la jorma hermifiana asociada 4 una forma hermitiana 40 
degenerada positiva sobre E, espacio vectorial sobre C, la aplicación de E en R., dell 


a nida por 
x => y alx) 


es una norma sobre E. 


DerINICIÓN 9.-—E espacio vectorial sobre C, provisto de una norma Xo-+ vVuto, al 
q es una forma cuadrática hermitiana no degenerada positiva sobre VE, se Hama «espacio 
prehilbertiano complejo» y «espacio hermitiano» si os de dimensión finita. 


Volvamos al teorema 15' (ver 8 237) sobre las banex ortogonales relaliys- 
mente a la forma hermitiana sobre E, de dimensión > 
4 NA 
fo 00 = q0) = > xxl > xix! 
Pol oral 


1=0 si y solamente si la forma f es positiva, En este caso r==1g (f) 3, 
luego s =H si y sólo si f es no degenerada positiva: en este caso la base hu- 
llada es ortonormal, de donde: 


COROLARIO DEL TEOREMA 15, —Siendo E un espacio vectorial de dimensión finita 
sobre € existen bases de E ortonormales relativamente a toda forma hermitiana no dege- 
nerada positiva, 


c) Espacio hermitiano de dimensión n 


Para toda forma f, hermitiana no degenerada positiva sobre E, en relación 
a toda base de E ortonormal relativamente a f, se tiene 


a 


[e Y) = Y visi ql) =flx, x) = S ys = 5 Es 
fa1 


i=1 i=l 


sito 
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Esto nos: permite decir: existe una sola estructura de espacio hermitiano de 
dimensión n. Para estudiar un tal espacio E escogeremos una forma hermi- 
tiana no degenerada positiva fp) sobre E que se llama forma fundamental del 
espacio hermitiano E; las bases ortonormales de E serán bases ortonormales 
relativamente a fo. En lugar de fox, y) se escribe a menudo 


(14 


y se dice que (x|y) es el producto hermitiano de x e y. 
Llamaremos norma hermitiana de x el: número real positivo 


lll = VGÍo. 


En una base ortonormal cualquier relativamente a fp, se tiene 


Ud =xy + + al =V la Jar, 
OBSERVACION 


En lugar de «producto hermitiano» algunos autores emplean los términos «producto 
escalar» o bien «producto escalar hermitiano», Los físicos emplean «producto hermítico»; 
observemos igualmente, para que el lector esté prevenido, que en muchos libros de 
Física se escribe 


Ge] y) alyldo.. q amg, 
EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


3. Demostrar que toda familia (x,) de vectores no nulos ortogonales dos a dos, de 
un espacio hermitiano es libre. 

4. Aplicar al espacio hermitiano los resultados de los ejercicios 8 y 9 del $ 231 
(Ortonormalización de SCHMITT). 

5. Extender al espacio hermitiano el resultado del ejercicio 11 del $ 231 (Teorema 
de PITÁGORAS). 


239. Adjunto de un endomorfismo en un espacio hermitiano. Grupo unitario 


Si u y v son dos operadores de un espacio hermitiano E, se demostrará 
como en el $ 227 


[(v (x, Y e E) (ul) | y) = (06) 11091 >u=p4Y 
[VW eE)  (xlu(y)) = (1 0(y)] > u =v. 


a) Adjunto de un endomorfismo 


La forma tundamental f,) es no degenerada, la aplicación asociada p de E 
en E* es biyectiva, q es un isomorfismo de E sobre E*, como en el 8 227 
vemos que a un endomorfismo de E se le puede asociar un endomorfismo único 


de E, u* llamado adjunto de u; con la notación fix, y) = (x | y), se tiene 
[VW yeE] (uo ly=(]u (y) 
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es inmediato de verificar que 
ae db ot = 4 * 40%, (uov*=vwto0u, (4 =au, rg u* =1gu. 


Se ve igualmente que (idg)* = id, y que si u es inversible también lo es 
u* y que (ut)! =(u-y*. Por el contrario, tendremos para todo par de E? 
y todo A de € 


(«| Qu GH) = (MU 60) [1 = QC) |) = Mubo |) 
= Mx ut) = (e (Y) = (ol Cu) (1) 
de donde 
Quo = Jue, 
Sea por otra parte una base ortonormal (a) de E; para todo par de enteros 
(í, $) de [1, n]? tenemos (a,| aj) = 5,; de donde escribiendo 
A=MJIu, (a)]=(04/),  —B=M[u*, (a)] = (Q/) 

es decir, 


n 


G=L.,2m  ua)= o ola,  uta)= > pa, 
[22 


(=2 





se obtiene para todo ? y para todo j de [ 1, 1] 


B/= (1*(4,) ] a) = (a, u(a,) = (u(a,) | a) = 0% 
en consecuencia , 
B='A 4 


ya hemos dicho en el $ 154, e, que la matriz “A se MNumaba la adjunta de A 
(A € M,(C)) como hemos dicho en aquel párrafo se la designn A*;¡ luego mi 
(a) es ortonormal 

M[+*, (a9] = [MIz, (ap]* 


se ve, además, que 


de donde: 
TEOREMA 11/.—-Si E es un espacio hermitiano de dimensión n, a todo endomorfismo 
u de E se puede asociar un endomorfismo único u* de E, llamado «adjunto» de y, tal que 
[Vie 9eE?] (ui) ] y) = (x]u*0)). 
Cualesquiera que sean u y v de S(E) y A de € 


(a + w9* = u* + 1*, (A)? = Fu, (uo v)* = v* oy* 
(uy =u, rg U* =1g U, det u* = det u. 
Si u es inversible, u* lo es también y (uti = (u-l)", Las matrices de u y u* res 
pecto q una misma base ortonormal de E son adjuntas la una de la otra, es decir, 


M(u*) = ((M()). 
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b) Grupo unitario 


Sea u un endomorfismo de E, tal que 
(1 [Vi eE] (ix) uy) = (ly) 


se dice que conserva el producto hermitiano, es decir, la forma fundamental fo; 
vemos de lo anterior que conserva la forma cuadrática hermitiana q) asociada 
a fo, es decir, (2) implica (2) 


0 (vxeE)  lutoll= (xl 


recíprocamente la fórmula (2') del $ 236, d) demuestra que (2) implica (1). 
Como en el 3 228, a) se demostrarán las propiedades siguientes de un tal 
endomorfismo, de donde: 


Teorema 12”. —$i E es un espacio hermitiano de dimensión finita, para todo endo- 
morfismo u de E las cinco propiedades siguientes son equivalentes 

1. [va NeE] (169) u() = (xy). 

2, (vxsE)  lubol= | xl). 

3. u*ou=idp. 

4. uou* = idp. 

5. u es inversible y url = u*. 


Todo endomorfismo del espacio hermitiano E, verificando una de estas 
cinco propiedades, se llama automorfismo unitario de E; se le llama también 
operador unitario (que es un endomorfismo, resulta del hecho de que es uni- 
tario). Se dice también que u es un dutomorfismo de la forma hermitiana f, 
o de la forma cuadrática q) hermitiana asociada. Sea A la matriz asociada a 
un Operador unitario, respecto a una base ortonormal de E, el teorema 12' 
muestra que 


A'A=1,5 A =Af* =2A, 


De una manera general toda matriz de M,(C) verificando una de estas con- 
diciones se llama matriz unitaria de orden n; se verá exactamente como en el 
8 223 que toda matriz de paso de una base ortonormal a otra base ortonormal 
de un espacio hermitiano es unitaria. 

Se observa también que toda matriz unitaria real es ortogonal. 


c) Grupo unitario 


Como en el $ 228, b), tenemos el resultado siguiente: 


COROLARI1O. — Los operadores unitarios de un espacio hermitiano de dimensión n des- 
criben un subgrupo del grupo GL,(C) llamado «grupo unitario» y' representado U(n, C). 


Por otra parte, todo operador unitario o toda matriz unitaria 
det (u* ou) = det u . det u = det (id) = 1 


luego: el determinante de todo operador unitario, o de toda matriz unitaria 
es un número complejo de módulo 1. 
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Está claro que el conjunto de los operadores (o de las matrices) unitarios 
de determinante + 1 es un subgrupo de U(n, C), se le llama el grupo unitario 
especial y se le representa SU(n, C). 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que SU(x, C) es un subgrupo distinguido de U(r, C) (considerar el 
homorfismo => det 4). 
2. Demostrar que todo valor propio de un operador unitario es de módulo 1. 


240. Operadores hermitianos 


Se llama operador hermitiano de un espacio hermitiano E todo operador 
autoadjunto, es decir, tal que u =u*, u* siendo el adjunto de u relativamente 
a la forma fundamental f, de E. 


a) Primeras propiedades de los operadores hermitianos 
Como en el 8 229 se verá que u =u* es equivalente a 
(D [VW yeE] (uo) ]y =(x]u(y) 
u será hermitiano si y sólo si en una base ortonormal 
M() = [M()]* = 'M(u) 
es decir (ver 8 154, b y 236, d), si y solamente si Mí) es hermitiano. 
Se ve igualmente que para todo x de E 
(|) = (u0o0 |) = (1000) 


luego (x|u(x)) o (u(x)|x) es real. Recíprocamente sea 4 un endomorfismo 
del espacio hermitiano, tal que (x]|u(x)) sea real para todo x de E, considere- 
mos la aplicación f, de E? en C definida por 


o N>Ílr Y = (luly) 


se ve inmediatamente que f, es lineal en x y semilineal en y, es, pues, una 
forma sesquilineal, además, al ser f(x, x) real para todo x de E, desarrollando 
Lara +0 y fÁx+ig x + iy) se demostrará que fx, Y) +fy, x) es 
real y que fx, 9) —f.y, x) es complejo puro; de ello resulta 


ly, 0 =1fdx y) 


luego f, es hermitiana, se tiene, pues, 
(e | u00) = QU] 100) = (uo) |) 


y u es un operador hermitiano, de donde: 
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- TEOREMA 13.—Si E es un espacio hermitiano de dimensión n, para todo operador 
u de E las propiedades siguientes son equivalentes: 


l. u=u* 

2. [Vx eE] (uo |y=(] uu). 

3. (vxeE) (ul) eR. 

4. La matriz asociada a u en una base ortonormal de E es hermitiana, 


Observemos finalmente que una matriz simétrica real es un caso particular 
de matriz hermitiana. 


by) Estudio de una biyección 


Designemos por H(E) el conjunto de los operadores hermitianos de E, ob- 
servemos primero que u = u* implica (.0)* = Lu, luego _K(E) no es un sub- 
espacio vectorial de £(E), es un subespacio vectorial de £(E). Designemos por 
HAE; C) el conjunto de las formas hermitianas sobre E. Naturalmente estos 
calificativos, operadores hermitianos, formas hermitianas, son relativos a la 
forma fundamental . 


lo YN fala y = (x14) 
elegida sobre E. A todo elemento u de J((E) la formula 
[Vo NeE] fo 1 =(]uqy) 


asocia una aplicación de E? en C, se ye fácilmente que f, es una forma her- 
mitiana sobre E, es decir, un elemento de HE; C). Operando como en el 
$ 229, b), es decir, utilizando una base (a) ortonormal se verá que la aplica- 
ción u—=>f, es biyectiva; pongamos 


A= M[u, (a)1, X= M[x, (a)], Y = M[y, (a)] 
se tendrá (CA = A) 
fla, y) = (e | u(y)) = (AY)X ='YAX 


luego ($ 236, d) A es también la matriz asociada a f,, en la base (a). 


Es lo mismo por lo tanto estudiar un operador hermitiano, una forma her- 
mitiana o una matrid hermitiana, 


c) Diagonalización de un operador hermitiano. Reducción de las formas 
hermitianas 


Sea. u un operador hermitiano de E, espacio hermitiano de dimensión n; 
hay n valores propios que son a priori números complejos, Sea A uno de ellos, 
x un vector propio no nulo asociado a A, (x | u(x)), es real, luego 


Ex + 0, (0) = lx] > (x34(x) =4 || x [PER 
en consecuencia al ser || x|? no nulo, A es real. 


41, — ALGEBRA 
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OBSERVACION 


Como toda matriz simétrica real es un caso particular de matriz hermitiana, resulta 
de lo anterior que los valores propios de una matriz simétrica real, por tanto de un 
operador simétrico de un espacio euclídeo E, son reales. La demostración dada en el 
$ 233 es formalmente idéntica a ésta debido a que se utilizan los yectores x y Xx del 
complexificado E”. de E. 


Por otra parte, al ser x un vector propio no nulo asociado al valor propio A, 
se tiene 


(x|4) =0=>(x | uy) = (uo) y) =Qx|y) = Maly)=0 


por tanto si y es ortogonal a x, vector propio no nulo de u también lo es u(y). 
Finalmente si x, y x, son dos vectores propios, respectivamente, asociados 
a du y 2 distintos 
(u(xy) | x2) = (x | u(xa2)) 
da 


; Qu | x2) = dulxi | x2) = (x, | ax) = do | xo) 
pues A y A son reales, de donde 
Du > do Ou A) Ga | 12) = 07 > (21 1x2) = 0, 


TeorREMA 17.-—Para todo operador hermitiano u de un espacio hermitiuno Y de 
dimensión n: 

1. Los n valores propios de u son reales. 

2. El subespacio ortogonal « todo vector propio na mudo de 1 ex extuble por 4, 

3. Los subespacios propios asociados «los valores proplos «dintintos gon ortogonade, 


No siendo isótropo en el espacio hermitiuno ningún vector no nulo 4, la 
demostración de la diagonalización de todo operador hermitlano en idéntiva 
a la demostración dada en el $ 232, b) para la diagonalización de un endomor- 
fismo simétrico de un espacio euclídeo, de donde: 


TEOREMA 18”, —Siendo u un operador hermitiano de un espacio hermitliano E de 
dimensión n, existen bases ortogonales de E formadas por vectores propios de E, 


Al ser unitaria toda matriz de paso de una base ortogonal del espacio her- 
mitiano E a otra base ortogonal de E, tenemos: 


CoroLARIo 1. — Para toda matriz hermitiana A de orden n, existe una matriz unitaria 
P tal que B = P-1AP es diagonal. : 


Finalmente a toda forma hermitiana f se puede asociar de manera biyec- 
tiva un operador hermitiano u, tal que 


[V Ge 1meE?] fx, 9 = (x | u(y)) = 'YAX 
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siendo A hermitiana asociada a f y a u en una misma base ortonormal de E. 
Si se elige una base ortogonal formada de vectores propios, se tendrá, siendo 
B ortogonal, 


fa y ='YBX= Dra q0=0 =D auler 
: 21 4 ojal 


La operación precedente se llama “reducción de las formas hermitianas” 
en una base ortonormal de E, relativamente a la forma hermitiana fundamen- 
tal f, de E. La base en la que la matriz de f (o de u) es diagonal es, pues, 
ortonormal relativamente a f, y ortogonal relativamente a f, de donde: 


CoroLario 2.—Siendo E un espacio hermitiano de dimensión n, fp una forma her- 
mitiana no degenerada positiva sobre E y f una forma hermitiana cualquiera sobre E, 
existen bases ortonormales relativamente a f, y ortogonales relativamente a f 


EJERCICIOS 
1. Designemos por A, ..., A,, los míúm <n) valores propios distintos dos a dos de 
un operador hermitiano del espacio E de dimensión n y por V(A¡), ..., V(,) los sub- 


espacios propios asociados, Demostrar el teorema 18%, demostrando que 


E=V0)09..28V0,). 


3 2+2 
22 1 j 


2, Diagonalizar la matriz 
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Ejercicios 
501. Siendo E un espacio vectorial sobre el cuerpo conmutativo K de característica »* 2, 


demostrar que toda aplicación q de E en K verificando: 
1. (viAeK)(vxeE)  qíax) = Ma(x). 


2. (% y > Tal + y —q609—a60] es una forma bilineal sobre E, 
es una forma cuadrática sobre E. 


502. Siendo f una forma bilineal simétrica y q la forma cuadrática asociada, demostrar 
que para todo x y todo y 
a(x + y) + q(x — y) = 2g(x) + 2g(y) 
ql + y) — q(x— y) = 4f(x, y). 
Interpretar geométricamente estas relaciones cuando E es el espacio euclídeo de 
dimensión 2. 
503. Siendo E un espacio vectorial sobre R, se considera una aplicación q de E en R 
verificando: 
1. (WG y) € Ed)g(x + y) + ala — y) = 20(x) + 29(9). 
2. (W(x, y) sE?) la aplicación de R en R- definida por A => q(x + Ay) es continua, 
Demostrar que la aplicación f de E? en R definida por 


y => y = = [g(x + y) — ql —y)] 


es una forma bilineal simétrica sobre E. ¿Cuál es la forma cuadrática asociada a f? 


504. Se considera una forma cuadrática q sobre E espacio vectorial de dimensión hn 
sobre K cuerpo de característica + 2. Se pone 
" 
ql) =D, ..., 10 = s (xl + 2 > tx, 
A i=1 Ist<is=n 


a) Si 0.0, demostrar que existe una forma lineal 1 sobre E y una forma cua- 
drática q, sobre E, verificando qy(x) = Y (42,3%, ...,x), tal que 


; 1 
(1) q() = — [160YP + q,60. 
y 
Expresar l(x) con la ayuda de 0”,,(x!, x2, ..., x"). (Considerar (Y como un trinomio 
de segundo grado en x!). 
b) Si a, =0 y 7 > 0, demostrar que existen dos formas lineales Í,, Í, sobre E 


y una forma cuadrática q, verificando q(x) =Y (8, x% ..., x") tales que 
2 
(2) qa) = —- 1/00 400 + ay(x). 
12 
Expresar Lx) y L(O valiéndose de DP, (xl, 2... 10 y Polo, 


(Escribir D(xl, 12, ..., 1) —20,¿41x2 separando los términos que contienen x! y 
los términos que contienen -x2). 
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e) Deducir de las fórmulas (1) y (2) un método de descomposición de una forma 
cuadrática en cuadrados linealmente independientes llamado método de Gauss. 
¿Cuántos cuadrados linealmente independientes se han obtenido? (Si se utiliza 
la fórmula (2) se obseryará que 


4100 1) = [1,009 + L600P— [1,09 — L00P. 
y se demostrará que Í, y E son: independientes así como Í, + Í, y ,—L). 


dd Demostrar que el método precedente es también un método de construcción 
de una base ortogonal relativa a la forma cuadrática tratada. 


En los ejercicios siguientes (505 al 510) se foma KR, Se descompondrá las formas 
cuadráticas dadas sobre Rrín= 3 o 4) en cuadrados independientes aplicando el método 


precedente, 

505. 002 AD 4 8 — 2 Y ax + xxl), 

506. (M0 AD L A—Á (ad ada  x?), 

507. (Y 4 6(x12y — daa? + Bx3xl, 

508, 2049 Y 3 a (39 Badr, 

:0Edi xl xl (n=3 o n=4), 
isi<isn 

50. CES E O A 


En los ejercicios siguientes (511 al 513) se hace K=R. Se buscará el rango de las 
formas cuadráticas dadas discutiendo según el valor de los párrafos » y y. En cada 
uno de los casos que se hallará se descompondrá en seguida cada jorma cuadrática en 


cuadros independientes. 
511 


512. 
513. 
314. 


515, 


s 


(— A) (xD? Á Apra? Y (1 + A) A 2 da + 2d $ pu), 
(09 + 0 + 2x1 cos A + a? sen A. 
GAY — 3) me BR ML e pur, 

Siendo f una forma bilineal simétrica no degenerada sobre E de dimensión finita 
sobre K, demostrar que cualquiera que sean los subespacios vectoriales F y G de E 
(FE+Gl=F:pNG!, (EN 6)! = F- 461, 

Sea f una forma bilineal simétrica no degenerada sobre E de dimensión finita 

sobre K. Sea F un subespacio de E no isótropo, 
a) Demostrar que existe un endomorfismo de E único pp tal que para todo x 
prix) € F, x — pplx) € FA 
Pp se le llama el operador de proyección ortogonal sobre F. 
b) Demostrat que 
Pp O Pp = Pp» pp(E) =F, pylF-) = 10). 
2) Demostrar que pp es un operador simétrico relativamente a f ¿En qué caso 
puede ser ortogonal relativamente a f? Deducir de lo anterior que no es correcto 


aplicar el término «proyector ortogonal» para designar el operador de proyección 
ortogonal. 
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516. 


517, 


518*. 


519. 
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d) Siendo « un vector no isótropo se pone F=Ka y G =F!, Demostrar 


Pr) = f(x, a) [fía, da, 
Pg) = x— pplx). 


Siendo f una forma bilineal simétrica no degenerada sobre E de dimensión finita 
sobre K de característica + 2, se considera un automorfismo u de E tal que 44=e 
y se pone 2v=e—u, 2w =e+u Demostrar. que las propiedades siguientes son 
equivalentes: 

a) u es un operador ortogonal relativamente a [ 

b) (E) y w(E) son ortogonales relativamente a f 

e) u es autoadjunto relativamente a f 


(Se considera Im v, Im w, Ker y, Ker w y se utilizarán los ejercicios 157 y 158 del 
capítulo 7.) 


Siendo f una forma bilineal simétrica no degenerada sobre E de dimensión finita 
sobre K de característica + 2 se considera un subespacio E de E, no isótropo. 


a) Demostrar que existe un automorfismo de E único Sp tal que 
Shx)=x para xeF, Splx)=—x para xeFl, 


Demostrar que S, es ortogonal relativamente a f..sp se llama simetría respecto a F. 
(Observar que (sp)? = e.) 


b) Siendo H un hiperplano no isótropo a E, demostrar que para todo x de E 
Sul) = x—2f(x, a([Ha, a)]-1a) 


siendo a un vector no nulo ortogonal a H. (Utilizar el ejercicio 515, d.) 


Siendo f una forma bilineal simétrica no degenerada sobre E de dimensión nr sobre K 
de característica + 2 se propone demostrar que todo automorfismo u ortogonal relu- 
tivamente a f está compuesto al menos de n simetrías (V. ej. 317) respecto a los 
hiperplanos no isótropos de E (es decir, que el grupo O(f) está engendrado por sime- 
trías). Se razonará por recurrencia sobre n. Siendo x un vector no isótropo de E se 
estudiará sucesivamente los casos siguientes: 

a) u(x)=x, Si H es el hiperplano ortogonal a x, se demostrará que u(H) = H y 
se considerará la aplicación 1” inducida por sobre H. 

b) u(x) =-—x. Se reducira al caso anterior escribiendo y = sou, siendo s la simo- 
tría respecto a H ortogonal a x. 


ce) Caso general: y = u(x). Se demostrará que 4 =x-—y 0 b=x+ y es no isótropo - 


y se reducirá al caso a fo b) considerando la simetría s respecto al hiperplano H 
ortogonal a a (o a b). 


Siendo f una forma bilineal simétrica sobre E de dimensión finita se dice que F 
subespacio de E es totalmente isótropo relativamente a f si para todo x de F, 
Kx, x) =0. : 


a) Demostrar que para que F sea totalmente isótropo es necesario y suficiente 


siendo a un vector no nulo ortogonal a H. (Utilizar el ejercicio 515, b.) 
b) Demostrar que todo subespacio de F totalmente isótropo es totalmente isótropo. 


c) Siendo F y G totalmente isótropos. ¿Qué serán FNG y F 4 G? (estudiar en 
particular el caso en que F y G son ortogonales). 


j 
3 
a 
E 
E 
4 
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520*, 


521. 
522*. 


d) Si F y G son solamente isótropos, ¿qué se puede decir de FNG o de F + G? 
(tomar ejemplos en E = C3 provisto de q(x) = (1 + (29 + (9). 

Tomamos las notaciones del $ 229, b), se propone demostrar sín recurrir a una base 
ortonormal de E (que puede no existir) que S¡(E), espacio vectorial de los endomor- 
fismos de E, simétricos relativamente a f, es isomorío a SE; K) espacio vectorial 


de las formas bilineales simétricas sobre E, 
Se designará por P la aplicación de S¡(E) en SE; K) definida por 


u—> DU =f, 1 y = [uto, y]. 


a) Demostrar que D es lineal. 

b) Demostrar que UD es inyectiva, 

e) Demostrar que D es suprayectiva. (Si geS,(E; K) se pondrá g, =g(x, .)eE* 
y se introducirá x” único tal que para todo y de E, 8,(9) = f,(y) (V. $ 224), Habiendo 
puesto x” = v(x), se demostrará que ve 5(E)). 

d) Demostrar que u y f, tienen el mismo rango. 


Determinar las signaturas de las formas cuadráticas dadas en los ejercicios 505 al 510. 


Sea E un espacio vectorial de dimensión rn sobre R provisto de una forma bilineal 
simétrica no degenerada positiva f. Se considera un proyector autoadjunto de E, es 


. decir, un endomorfismo p de E tal que p= p? = p*, 


523. 


524*, 


a) Demostrar que existe un subespacio F de E tal que p sea el operador de pro 
yección ortogonal ps (V. ej. 515). 


b) F y G son dos subespacios de E se designa por F” (resp. G”) el subespacio de F 
(resp. G) descrito por los vectores ortogonales a F f G, 

Demostrar que Pp y Pg permutan si y sólo si F” y G” son ortogonales y que en 
este caso 


Pano E PpoPg: 


Hallar también un resultado clásico cuando F y G son dos planos del espacio euclí- 
deo R2, : 


Sea E un espacio euclídeo y F y G dos hiperplanos de E. Se consideran las sime- 
trías Sp Y Sg (V. ej. 517). ¿En qué condición permutan sp y sg? 

¿A qué es igual entonces 5058? (utilizar ej. 515, d) y 522). ] 

Sea E el espacio vectorial sobre R de las funciones reales definidas y continuas sobre 
[a, b]. Se considera la aplicación de q de E? en R definida por 


b 
0 f f00200) dx. 


a) Demostrar que q es una forma bilineal simétrica no degenerada positiva sobre E. 
Se dirá que una sucesión (f,) es ortogonal si para ¿+ j o(f, 1) =0 y ortonotmal si 
o(f, 1) = 1 para todo i, : 

b) Demostrar que díf, g£) =||f—g|| > 0 definida por 


lf—8lP = of —8 f—g) 


es una distancia sobre E. 


<) Sea (g) una sucesión finita ortonormal, se llama G,, el subespacio vectorial de 
E engendrado por [gp 2.» 8,). ¿Cuál es la dimensión de G,? Para todo ¡0 


643 


525%, 


526. 


FORMAS BILINEALES Y FORMAS HERMITIANAS [Cap. 15 


se pone Y, = p(f, 8), dedo f un elemento cualquiera de E. Sea g == uo +..+2A,8, 
un elemento cualquiera de G,, demostrar que 


le lB= ll FAR—(3 +... +02) + (4, —%) +... + (A, — 02,32, 


Deducir los valores que hay que dar a Ap ..., A, para que || /—g || tenga el menor 
valor posible. Demostrar que af +... + az [1 F[2; ¿se puede tener la igualdad? 


Tomamos las mismas notaciones que en el ejercicio anterior con [«, b] = [—1, 1] 


se propone determinar una sucesión ortogonal de polinomios (P,) tal que P, sea de .* 


grado n y que P,=1 para todo 1 =0. 


a) Calcular Py, P,, P, y demostrar de una manera general que se puede calcular P,, 
de modo único. 

Demostrar que P, es ortogonal a todo monomio x"(m< hn). De lo anterior deducir 
que P,, es ortogonal a todo polinomio R de grado <n. 


b) Para n fijo, demostrar que existe un polinomio Q y uno sólo de grado 2n, divi- 





de 
sible por (x— 1)" y tal que P, = e Escribiendo que P, es ortogonal sucesiya- 
AR 
mente a cada monomio 1, x, ..., x"=1, demostrar que OQ es divisible por (x + 1D”. 
(Se calculará por partes p[x%, Q%0)] para m0, 1, ..., 4—1, utilizando el hecho 


de que 1 es raíz de orden nr de O.) 
Deducir que: 

Q(o) = k,(x2— Dn, 3 
Calcular la constante K,,. (M.G.P) $ 
Siendo E el espacio vectorial sobre R de los polinomios con coeficientes reales y f 


una aplicación real, continua, estrictamente positiva sobre [—1, + 1] se considera 
la aplicación F de E? en R definida por 


+1 
FP. O) = / POCO) dx. 
) 


Se designa por E, el subespacio de E descrito por los polinomios de grado estricta- 
mente inferior a k. 


a) Demostrar.que F es una forma bilineal simétrica no degenerada, positiva sobre E. . A 


Se dirá que P y Q son ortogonales y solamente si F(P, Q) = 0. 

b) Sea P¿=1,P,,..., P,, ... una sucesión de polinomios de E, unitarios y de grado 
igual a su índice, demostrar que las tres condiciones siguientes definen una sola y 
una misma sucesión de polinomios (P,): 

1, P, y P, son ortogonales cualesquiera que sean h yt k (estando Pp, ..., Py, deter- 
minados, observar que P,(x) —x* pertenece a Ej). 

2. Cualquiera que sea k, Po es ortogonal a todo polinomio Á de grado < ke, 

3. B, es un polinomio unitario de grado £, F(B¿, B¿) es mínimo para B, =P, cual 
quiera que sea k. (Se observará que B,—P, pertenece a Ej.) 


e) Se designa por R el polinomio definido por 
Ríx) = (1x— Xx) (x— Xx) (A xp), 


donde x,, ..., xy son los ceros de P, distintos 2 a 2 reales estrictamente comprendidos 
entre —1 y +1 y de orden impar. Demostrar que F(P,, R) > 0. Deducir el grado 
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de R y que P, tiene todas sus raíces reales distintas y comprendidas estrictamente 
entre —1 y +1. 
d) Demostrar que existen números reales a, y b, tales que 


PL (x) = (2 + 0,P,_ 400 + d,P, (x). 


(Se observará que P,(x) —xP,, ., pertenece a E, y se expresará a, y b, con la ayuda 
de integrales definidas.) A 
Demostrar que si la función f es par a, =0 y que la función polinomio P, es par 
o impar según que » sea par o impar. 

e) Si Q, es una sucesión de polinomios de grado igual a su índice tal que Q, y Qg 
sean ortonormales cualesquiera que sean ht k, Demostrar que Q, = A,P,, donde 
A, es un número real no nulo arbitrario. 


En los ejercicios siguientes del 527 al 531, A es la matriz de. un endomorfismo simétrico 
u de un espacio euclídeo E referido « una base ortonormal (a). Determinar una base orto: 
normal (b,) teniendo la misma orientación que la) y tal que B= M(f, (b)) sea diagonal. 
Determinar la matriz de paso P de (aj) a (b;). Escribir en la base (a) y la base (b) la 
expresión de qíx), donde q es la forma cuadrática asociada a Y. 


527. 528. 
4 1 1 e 1 
A=f1 4 1p A=|-—2 1 —2 
114 1-2 -2 
529, 
A A 
Á= 2 5 —4]. 
—2 —4 5 
530, 
a bb 500 
Az=lb a bl, A= bbabd (a, beR). 
bb oa b boba 


531*, Generalizar el ejercicio anterior a Á = (al) de orden 1 con aé=a para todo 1 y 
cl =b para todo 1]. 


En los ejercicios siguientes del 532 al 536, q es una forma cuadrática definida sobre un 
espacio euclídeo E por el valor q(x) en función de las coordenadas xi de x respecto a una 
base (a) ortonormal de E. Hallar la forma reducida de cada una de estas formas cuadrá- 
ticas en una base ortonormal (b;) de E; indicar cada vez la matriz de paso de (a) a (b,). 


532, (DY 4 (0 — 5(38 + 2x2 — 2x3xl1 — 6x 1x2, 
533, (1 — 232 — (39 + 2x1x2, 

534, 2(012 + 202 + (10392 — 2x8 l — 2x1x2, 

535. (102 + (2 + 2x8 cos a + x2 sen 0). 

536 2x2 —6xlx?— bxtxt + 2a3x4, 
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En los siguientes ejercicios del 537 al 540 demostrar que A es una matriz que representa 
una rotación del espacio euclíideo de dimensión tres, referida a una base ortonormal. Deter- 
minar el eje y el ángulo de cada una de estas rotaciones, 


537. 538. 539, 
0.01 01.0 1 81 -—4 
A=l|1 0 0]. A=lo 0 1]. A=>—|—4 4 —7 
01.0 1.00 e E 
(École Polytechnique, oral). 
540, 
bo+ a cos + a sen tf ab(í —cos 1) 
A=|—a sen t cos f - besenf 
ab(1 —cos t) —b sen £ al + B? cos t 


donde a, b, + son números reales tales que 2 + b?= 1. 
: (Concurso de Minas, extractado) 


541. Demostrar que toda matriz ortogonal real de orden 2 pertenece a uno de los tipos 


(0eR) 
A cos 6 — sen 0 Pa es 0 sen 0 
1 (sen 0 cos 0 2" Asen 0 —cos É 
Determinar para cada caso los valores propios y los vectores propios. Interpretar 


geométricamente los operadores definidos por estas matrices relativamente a una 
base ortonormal del espacio vectorial euclídeo de dimensión 2. 


542%. Sea u operador ortogonal del espacio vectorial euclídeo de dimensión H. 

a) Demostrar que si x es un vector propio nz nulo de tu, el hiperplano ortogonal 
a u es inyariante por u y más generalmente que si F es un subespacio de E invariante 
por tu, lo mismo ocurre con E!. 
Demostrar que dos vectores propios asociados a dos valores propios distintos son 
ortogonales. 
b) ¿Cuáles son los valores propios reales de u? (V. $ 228, ej. 3). Demostrar que 
si todos los valores propios de w son reales, existe una base ortonormal de E tal 
que en esta base la matriz de u sea 


I 0 
(o o (p>0,9>20p+q=n) 

0) ad 
(Se demostrará que E=V()SVETD,) 


e) ¿Cuáles son los valores propios no reales de u (V. $ 232, ej. 2). Demostrar que 
si ningún valor propio de u es real n= 2r y que existe una base ortonormal de E tal 
* que la matriz de u, en esta base, sea un cuadro diagonal de r matrices de orden 2 de 


la forma 
ia cos 9, —sen 0, 
R"Asen 0, cos 0, 


(9,1 <A=<r) es una familia de números reales no múltiplos de tr. (Se demostrará 
que E=R,0..OR,, siendo R,(1 <A <r) de dimensión 2, invariante por u así 
como (R,)! y se utilizará el ejercicio 541 después de haber. considerado al operador 
tt inducido por u sobre R,). : 





ii, 
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543, 


544, 


545. 


546, 


d) Demostrar en el caso general que existe una base ortonormal de E tal que 
en esta base la matriz de u sea 


7 (p>0q = 0r >0) 
(p+q+2r=n) 
A 


r 


donde (A,) es una familia de matrices del tipo definido en €). 


Demostrar que un endomorfismo « de E,, espacio euclídeo orientado de dimensión n 
es una rotación si existen dos base ortonormales de la misma orientación (4) y (6) 
tales que u(a) =b, (1 1i=<Hn). 

¿Cuál es el número máximo p, de parámetros reales de los que depende una rotación 
de E,,? (Razonar por recurrencia.) Dar los valores de Py, Pz, Py 


Si (a, b, c) y (a, b, c') son dos bases de igual orientación del espacio euclideo 
orientado E, se considera la rotación r definida por r(a) = 4", Ab) =b”, r(c) = 0. 
Demostrar que hay tres rotaciones f,, Fa, f, tales que 1 = r,0r,or, con 

r, rotación alrededor de e del ángulo y que envía (a, b, e) en (a, b,, c,) 

r, rotación alrededor de a, del ángulo Ú que envía (a, b,, c,) en (a,, b,, c,) 

r, rotación alrededor de c, del ángulo y que envía (a), b,, ey) en (a, b”, 0”). 


Calcular la matriz r de respecto a la base (a, b, c) mediante los números q, 9, y 
llamados ángulos de EuLER de la rotación r, o de la matriz Mir). 


(Tomar a, en la intersección de los planos definidos, respectivamente, por a, b y af, b*.) 


Tenemos dos vectores vy y vv, + 0) del espacio euclídeo orientado E, de dimen- 
sión 3. Demostrar que el producto vectorial w = yv, A v, puede obtenerse efectuando 
sucesivamente las tres operaciones siguientes: 

1. Proyección ortogonal de v, sobre el plano (pasando por 0 ortogonal a a,). Sea 
vz el vector obtenido. 


2, Rotación de v3 alrededor de v,, de ángulo + 7/2. Sea vz el vector obtenido. 
3. w= io [[v7. 


En Ej, espacio euclídeo orientado de dimensión 3, se designa por v' el vector imagen 
de un vector v en la rotación r del ángulo 9 alrededor de un vector unitario k. 

a) Demostrar que si k . v=0 se tiene 

() vw =vwco0s 0+(k Av) sen 0 

(utilizar el ejercicio precedente). 


b) Sean v, y y, las proyecciones ortogonales respectivas de v sobre k y sobre el plano 
(pasando por 0) ortogonal a k. Demostrar que 


1, =(k . Mk, 1, =v—(k . Wk. 
e) Demostrar en el caso general la fórmula 


(2) v=y0c08s 9 + (k Av) sen 04 (1—cos D(k . wd. 
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d) Sean a, B, y las coordenadas de k en una base ortonormal de sentido directo 
(a,, %y 4) de E,. Demostrar que en esta base la matriz de r es 


cos 0+(1—cos 0)? —y sen 8 +(1—cos O)eg  B sen 9 +(L—cos Bay 
Y sen 04 (1-—cos 0)aB cos 0+(1—cos 0)P2 a sen 0+(1-—cos 0)8r |- 
—f sen 0+(1—cos O)ey «a sen 04+(l—cos 0)By cos B + (1—cos 0)y2 


Calcular la matriz de la rotación correspondiente a * 


a+a+4 27 
PA 


v3 3 
Nora: Se obtiene así la matriz de la rotación más general en función de los paré- 


metros reales «, 8, y, € ligados por la relación a? +24 y?= 1; esta matriz es, 
pues, menos simple que la matriz obtenida en el ejercicio 544 en función de los tres 


ángulos de EuLeEr €, 0, Y de la rotación, pero esta matriz tiene la ventaja de poner en 


evidencia el eje y el ángulo de la rotación. 


HB, y H, son dos matrices hermitianas del mismo orden, demostrar que las propie- 
dades siguientes son equivalentes: 

1. M, y H, permutan; 

2. H,H, es hermitiano; 

3. Existe una misma matriz unitaria U tal que U-1H,U y U-!H,U sean diagonales 
(utilizar capítulo 14, ej. 479). 


A es la matriz asociada a una forma hermitiana f sobre E vectorial de dimensión n 
sobre C en una base (a). 


a) Demostrar que 
fx, y) = Y*AX 


X e Y son respectivamente las matrices columnas asociadas a x e y en la base (a). 
(Se recuerda que para toda matriz rectangular compleja M, M* =*M.) 


bh) Demostrar que existe una matriz cuadrada compleja inversible tal que P*AP 
sea diagonal (utilizar el hecho que existe una base ortogonal relativamente a f y la 
observación 1 del 8 226). 


Siendo f una forma hermitiana no degenerada definida sobre E, espacio vectorial de 
dimensión r sobre C, se considera un endomorfismo u de E y siendo (a) una base 
de E se pone 
A = (f(4, 45), M = f(s (ap), M/ = f(u*, (a) 
demostrar 
M/ = A-IM*A. 
(Utilizar el ejercicio anterior.) 


Se dice que una matriz hermitiana compleja (resp. simétrica real) de orden res 
positiva si en una base de E, espacio vectorial de dimensión » sobre C (resp. sobre R) 
está asociada a una forma hermitiana (resp. bilineal simétrica) positiva. 

a) Si A es uña matriz cuadrada compleja demostrar. .que A*A es una matriz her- 
mitiana positiva. ¿Qué se puede decir de los valores propios de A*A? 

b) Recíprocamente demostrar que H matriz hermitiana es positiva si existe una ma- 
triz compleja A tal que H = A*A (utilizar ej. 548, b). 

c) Tratar las preguntas anteriores para S simétrica real positiva. 


OA 
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551. 


552*, 


553. 


554*, 


555%. 


556. 


Tenemos la matriz 


a AS cd Y 
ás A 


Demostrar que existe una sola matriz hermitiana positiva (V. ej 550) H' tal que 
H = H?, Calcular H”. 


Siendo H una matriz hermitiana positiva (V. ej. 550) demostrar que existe una ma- 
triz hermitiana positiva única BH” tal que H = H”. (Obseryar que H y H” permutan 
y utilizar el ejercicio 547.) 


Sea A una matriz de GL,(C); se considera la matriz hermitiana A*A positiva (ver 
el ejercicio 550). 

a) Demostrar que existe una matriz unitaria U y una matriz hermitiana H positiva 
con determinante no nulo tales que A = UH (se introducirá la matriz hermitiana 
positiva B tal que A*A = B?, ver ejercicio precedente). 


2 i 
b) Calcular U y H para A = os pl 


(Comparar este ejercicio con el ejercicio 463, capítulo 14.) 


Se dice que un operador u de un espacio hermitiano E de dimensión finita sobre € 
es normal si uou* = u*ou, 

a) Demostrar que u es normal si y solamente si u—«ae es normal (4 C, e iden- 
tidad de E). 


b) Demostrar que Ker u = Ker u* si u es normal. 

ce) Demostrar que si A es valor propio de u normal, A es valor propio de u*. 

d) Demostrar que los subespacios propios V(A) y VAJA + A') de u normal son or- 
togonales. 

e) Demostrar que todo subespacio propio de u normal sea V(A) es estable por u* 
y que el ortogonal de V(A) en el espacio hermitiano E es estable por u y u*. 

f Deducir de los resultados anteriores que para todo operador normal de E existe 
una base ortogonal de vectores propios. (Observar que este resultado se aplica a los 
operadores hermitianos como lo hemos demostrado en el $ 240, e) y también a 
los operadores unitarios.) 


Se dice que una matriz compleja Á es normal si A*tA = AA*. Sean dos matrices 
complejas A y B normales tales que AB = BA, demostrar que existe una matriz uni- 
taria U tal que U-1AU y U-1BU sean diagonales (utilizar cap, 14, ej. 479 y el ejer- 
cicio precedente). 


Sea H una matriz hermitiana compleja de orden hn. 
a) Demostrar que H—¿l, es inversible y que 


0) U =(H + 11,,) (H — $1, ) 
es unitario, Calcular los valores propios de U en función de los valores propios de H. 


Comprobar que son de módulo 1, pero que la matriz unitaria U dada por (1) está 
desprovista del valor propio 1. 
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b) Siendo U una matriz unitaria desprovista del valor propio 1 demostrar que 
(2) H =«(U + 1,) (U—I1,)-1 


es hermitiana. 


Las fórmulas (1) y (2) de CawLer demuestran da relación que existe entre matrices 
unitarias y matrices hermitianas. 


Se dice que una matriz A de M,(C) es antihermitiana si A* = — A, 
a) Demostrar que A es antihermitiana si y sólo si ¡A cs hermitiana. 
b) Demostrar que toda matriz M de M,(C) se escribe de una manera única de la 
forma 
M=H+A 
o bien en la forma 
M =H 41H" 
siendo A antihermitiana y H y H” hermitianas. 
e) Demostrar que E es normal (V. ej. 555) si y sólo si las matrices H y H' permutan. 


a) Demostrar que todas las matrices del grupo SU(, C) son de la forma 


(0 


donde a y b son dos números complejos ligados por la relación aa + bb = 1. 
b) Deducir de la pregunta a), que se puede escribir igualmente 


a e coso  elfosen 
—erió seno  ecit cos q 


en función de tres parámetros reales «, 8, p. 


c) Demostrar que los valores propios de A son el, e-% con cos € =c05 e cos q. 
Determinar los vectores propios. 


Se consideran los grupos GLír, C), GESí(n, C), U(1, C), SU(n, C), GL(n, R), 
GLS(n, R), O(1, R), SO(n, R), S,, (grupo simétrico), Él, (grupo alternado). Colocar 
estos diferentes grupos en un diagrama en el que el diagrama elemental G-=>XKH 
indique que H es un subgrupo de G. (GLS(x», K) designa el subgrupo de GL(n, K) 
descrito por los operadores de determinante + 1.) 
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